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Получено точное решение задачи об одновременной перенормировке высокочастотным током плазменной

частоты, высоты потенциального барьера и порога термической активации в джозефсоновском переходе.

Такая перенормировка осуществляется единой универсальной функцией.

При низких температурах джозефсоновские переходы

проявляют уникальное макроскопическое квантовое по-

ведение [1]. В последние годы подобные эффекты все

больше привлекают внимание исследователей [2–5].
В работах [4,5] получены приближенные выражения

для перенормировок переменным током порога терми-

ческой активации и плазменной частоты в джозефсонов-

ском переходе. Покажем, что задача о таких одновремен-

ных перенормировках решается точно в рамках одной

работы.

Как известно, динамика джозефсоновского перехода

подобна движению частицы в потенциале вида
”
стираль-

ной доски“ [1]

U(ϕ) = −EJ(cosϕ + jϕ), (1)

где постоянный ток j через джозефсоновский переход

дается в единицах критического тока перехода IC , ϕ —

джозефсоновская фаза, EJ = ~IC
2e — джозефсоновская

энергия. Если емкость джозефсоновского перехода до-

статочно велика, т. е. параметр МакКамбера−Стюарта

β много больше единицы [1] β =
(

2e
~

)

ICR2
NC ≫ 1

(RN и C — сопротивление и емкость джозефсоновского

перехода), то на дне потенциальной ямы могут происхо-

дить низкочастотные медленно затухающие плазменные

колебания фазы, частота которых определяется соотно-

шением

ωp =

(

2eIC

~C

)1/2

(1− j2)1/4. (2)

Эта зависимость впервые наблюдалась в работе [6]
при изучении туннельных джозефсоновских переходов,

подключенных к источнику постоянного тока. Время

жизни состояния вблизи дна потенциальной ямы опре-

деляется формулой Крамерса [7] τ = 2π
ωA

exp
(

−1U
kT

)

, где

ωA — частота попыток [1]. В случае туннельных джозеф-

соновских переходов с β ≫ 1 частота попыток ωA равна

плазменной частоте ωp . Здесь высота потенциального

барьера 1U дается выражением

1U =
3

2
EJ(1− j2)3/2, (3)

если к переходу приложен постоянный ток.

Для количественного и качественного анализа ис-

пользуем уравнение для динамики джозефсоновского

перехода [1]

ϕ̈ + αϕ̇ + sinϕ = j + jd sin(ωdt), (4)

где j, jd — амплитуды постоянной и переменной состав-

ляющих тока в единицах критического тока IC , ωd —

частота осцилляций высокочастотного тока, α — пара-

метр затухания. В дальнейшем будем предполагать, что

ωd ≫ ωp .

Если высокочастотный ток отсутствует, то плазмен-

ная частота ωp выражается формулой (1), в которой

j = sinϕ0, высота потенциального барьера 1U выра-

жается соотношением (3), где также j = sinϕ0, а по-

рог термической активации определяется потенциалом

U(ϕ0) = −EJ( jϕ0 + cosϕ0).
В присутствии переменного тока плазменная частота

ωp и высота потенциального барьера 1U определяют-

ся соотношением (sinϕ)mid = j , а порог термической

активации — выражением Ueff(ϕ) = −EJ[(cosϕ)mid +
+ j(ϕ)mid], где усреднение осуществляется по периоду

осцилляций высокочастотного тока Td = 2π
ωd
.

Джозефсоновскую фазу будем искать в следующем

виде:

ϕ = ϕ0 + ϕ1, (5)

где ϕ0 — медленная, а ϕ1 — быстро осциллирующая

части фазы.

Теперь уравнение (4) можно представить как систему

двух уравнений

ϕ̈1 + αϕ̇1 = jd sin(ωdt), (6)

sin(ϕ0 + ϕ1) = j . (7)

Решение уравнения (6) для ϕ1 имеет вид

ϕ1 = −
jd

ω2
d + α2

sin(ωdt) −
α

ωd

jd

ω2
d + α2

cos(ωdt) (8)

в противоположность решениям (6) и (4) в работах [4]
и [5] соответственно, в которых осциллирующие мно-

жители содержат ωp вместо ωd . В работе [4] также
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сказано,
”
что в уравнении состояния джозефсоновского

перехода (2) при усреднении по периоду переменного

тока sinϕ зануляется и получается уравнение (3)“.
К сожалению, это утверждение ошибочно, так как при

отличном от нуля постоянном токе j никакой процеду-

рой усреднения sinϕ не может быть обращен в нуль.

Подставляя решение (8) в уравнение (7), получаем

j = sin(ϕ0 + ϕ1) = sinϕ0 cosϕ1 + cosϕ0 sinϕ1

= sinϕ0 cos[asin(ωdt) + bcos(ωdt)] − cosϕ0 sin[asin(ωdt)

+ bcos(ωdt)] = sinϕ0{cos[asin(ωdt)] cos[bcos(ωdt)]

− sin[asin(ωdt)] sin[bcos(ωdt)]} − cosϕ0{sin[asin(ωdt)]

× cos[bcos(ωdt)] + cos[asin(ωdt)] sin[bcos(ωdt)]}

= sinϕ0

{[

J0(a) + 2

∞
∑

k=1

J2k(a) cos(2kωdt)

]

×

[

J0(b) + 2

∞
∑

l=1

(−1)lJ2l(b) cos(2lωdt)

]

− 2

∞
∑

k=0

J2k+1(a) sin
(

(2k + 1)ωdt
)

2

∞
∑

l=0

(−1)lJ2l+1(b)

× cos
(

(2l + 1)ωdt
)

}

− cosϕ0

{

2

∞
∑

k=0

J2k+1(a)

× sin
(

(2k + 1)ωdt
)

[

J0(b) + 2

∞
∑

l=1

(−1)lJ2l(b) cos(2lωdt)

]

+

[

J0(a) + 2

∞
∑

k=1

J2k(a) cos(2kωdt)

]

2

∞
∑

l=0

(−1)lJ2l+1(b)

× cos
(

(2l + 1)ωdt
)

}

, (9)

где

a =
jd

ω2
d + α2

и b =
α

ωd

jd

ω2
d + α2

.

Здесь мы использовали следующие ряды Фурье [8]:

cos(z sin θ) = J0(z ) + 2

∞
∑

k=1

J2k(z ) cos(2kθ),

sin(z sin θ) = 2

∞
∑

k=0

J2k+1(z ) sin
(

(2k + 1)θ
)

,

cos(z cos θ) = J0(z ) + 2

∞
∑

k=1

(−1)kJ2k(z ) cos(2kθ),

sin(z cos θ) = 2

∞
∑

k=0

(−1)k J2k+1(z ) cos
(

(2k + 1)θ
)

, (10)

где Jk(z ) — функция Бесселя k-го порядка.

Усредненное по периоду осциллирующего тока Td

выражение (9) имеет вид

sinϕ0 =
j

J0(a)J0(b) + 2
∞
∑

k=1

(−1)k J2k(a)J2k(b)
. (11)

Перенормированная амплитудой jd и частотой ωd

переменного тока плазменная частота определяется со-

отношением

ωpeff =

(

2eIC

~C

)1/2

×

{

1−
j2

[J0(a)J0(b) + 2
∞
∑

k=1

(−1)kJ2k(a)J2k(b)]2

}1/4

.

(12)
Аналогично перенормированная высота потенциаль-

ного барьера 1Ueff дается выражением

1Ueff =
3

2
EJ

×

{

1−
j2

[J0(a)J0(b) + 2
∞
∑

k=1

(−1)kJ2k(a)J2k(b)]2

}3/2

.

(13)
Из формул (12) и (13) видно, что при перенормировке

плазменная частота и высота потенциального барьера с

ростом амплитуды высокочастотного тока jd уменьша-

ются.

Для нахождения перенормировки порога термической

активации достаточно найти усредненное по периоду

переменного тока Td значение (cosϕ)mid, учитывая, что,

согласно формуле (8), (ϕ1)mid = 0.

Итак, используя формулы (8), (10), получаем

cosϕ = cos(ϕ0 + ϕ1) = cosϕ0 cosϕ1 − sinϕ0 sinϕ1

= cosϕ0 cos[asin(ωdt) + bcos(ωdt)] + sinϕ0 sin[asin(ωdt)

+ bcos(ωdt)] = cosϕ0{cos[asin(ωdt)] cos[bcos(ωdt)]

− sin[asin(ωdt)] sin[bcos(ωdt)]} + sinϕ0{sin[asin(ωdt)]

× cos[bcos(ωdt)] + cos[asin(ωdt)] sin[bcos(ωdt)]}

= cosϕ0

{[

J0(a) + 2

∞
∑

k=1

J2k(a) cos(2kωdt)

]

×

[

J0(b) + 2

∞
∑

l=1

(−1)lJ2l(b) cos(2lωdt)

]

− 2

∞
∑

k=0

J2k+1(a) sin
(

(2k + 1)ωdt
)

2

∞
∑

l=0

(−1)lJ2l+1(b)

× cos
(

(2l + 1)ωdt
)

}

+ sinϕ0

{

2

∞
∑

k=0

J2k+1(a)
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× sin
(

(2k + 1)ωdt
)

[

J0(b) + 2

∞
∑

l=1

(−1)lJ2l(b) cos(2lωdt)

]

+

[

J0(a) + 2

∞
∑

k=1

J2k(a) cos(2kωdt)

]

2

∞
∑

l=0

(−1)lJ2l+1(b)

× cos
(

(2l + 1)ωdt
)

}

. (14)

Усреднение выражения (14) по периоду переменного

тока Td дает

(cosϕ)mid = cosϕ0

[

J0(a)J0(b) + 2

∞
∑

k=1

(−1)kJ2k(a)J2k(b)
]

.

(15)
Перенормированный потенциал термической активации

имеет вид

Ueff(ϕ0) = −EJ
{[

J0(a)J0(b) + 2

∞
∑

k=1

(−1)kJ2k(a)J2k(b)
]

× cosϕ0 + jϕ0

}

. (16)

Из выражения (16) следует, что с ростом амплитуды

переменного тока jd порог термической активации по-

нижается.

Полученные результаты находятся в хорошем согла-

сии с экспериментальными данными работы [9]. О связи

теории с экспериментом более подробно смотрите в

работах [4,5].
Таким образом, в настоящей работе найдены точные,

одновременно перенормированные высокочастотным то-

ком плазменная частота, высота потенциального барьера

и порог термической активации джозефсоновского пере-

хода при воздействии как переменного, так и постоянно-

го токов. Такие перенормировки осуществляются единой

универсальной функцией.
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