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Исходя из того факта, что при плавлении поверхностное давление для нанокристалла должно переходить

в поверхностное давление Лапласа, получено выражение для относительного объема, который ограничивает

устойчивую твердую фазу наносистемы при различных давлениях. Показано, что данный
”
поверхностный“

критерий плавления слабо зависит от размера кристалла и внешнего давления и определяется только

параметрами межатомного потенциала. Расчеты, выполненные для макрокристаллов с ван-дер-ваальсовым

типом химической связи, показали хорошее согласие с экспериментальными значениями относительного

объема кристаллов при температуре плавления.

Основной проблемой теории плавления является во-

прос о критерии, определяющем этот фазовый пере-

ход (ФП). И хотя критериев плавления предложено

много [1,2], но природа этого ФП не ясна до сих

пор. И одной из основных проблем является вопрос:

плавление начинается в объеме или на поверхности?

Поэтому в настоящей работе предложен новый критерий

плавления, основанный на поверхностных свойствах

нанокристалла.

Рассмотрим конденсированную систему из N атомов

при температуре T и давлении P . Изменение удель-

ной (на атом) свободной энергии Гельмгольца такой

системы при вариации температуры, удельного объема

(v = V/N), числа атомов и площади поверхности (6)
равно
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Здесь s, µ и σ — удельная энтропия, химический потен-

циал и удельная (на единицу площади) поверхностная

свободная энергия.

Пусть число частиц в системе не изменяется dN = 0.

Тогда давление для всей ограниченной поверхностью 6

системы можно представить в виде

P(T, v, N) = −

[

∂(F/N)

∂v

]

T,N

= P in − Ps f , (2)

где объемное и поверхностное давления определяются

выражениями [2–4]
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]

T,N→∞

,

Ps f (T, v, N) =

[

∂(σ6/N)
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]

T,N

= P ls (1− 1p). (3)

Функция P ls — это давление Лапласа, которое опре-

деляется изменением площади с изменением объема

наносистемы
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Выражение для функции 1p из (3) имеет вид

1p = −

[

∂ ln(σ )

∂ ln(6/N)

]

T,N

. (5)

Для жидкой фазы выполняется (∂σ/∂6)T,N = 0. Это

обусловлено динамической природой жидкого состоя-

ния, где большая доля атомов находится в делокализо-

ванном состоянии. Изотермическое растяжение площади

поверхности жидкой фазы вызывает приток к ее поверх-

ности новых атомов из объема. Если приток атомов в

поверхностный слой происходит со скоростью, достаточ-

ной для того, чтобы поверхностная плотность атомов

сохранялась неизменной, то величина σ для жидкой

фазы не будет меняться с ростом 6, и значение 1p

можно считать равным нулю. Что касается твердой

фазы, то здесь считать величину 1p равной нулю уже

нельзя [2–4]. Наличие функции 1p в выражении (3)
приводит к ряду эффектов, присущих только для твердой

фазы наносистемы [2–4], в частности,

1) для нанокристалла всегда выполняется неравенство

1p > 0, т. е. Ps f < P ls ,

2) если 1p > 1, то поверхностное давление не сжима-

ет, а растягивает нанокристалл Ps f < 0.

Так как для равновесного состояния жидкой фазы

1p = 0, а для твердой фазы 1p > 0. Поэтому при фа-

зовом переходе плавления должно выполняться 1p = 0.

Если кристаллическая структура и форма поверхности

не изменяются при изотермическом изменении удельно-
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го объема, то функции P ls и 1p из (4) и (5) равны
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где c(N, f ) — среднее (по всему нанокристаллу) рассто-
яние между центрами ближайших атомов, k p — коэффи-

циент упаковки структуры, f — параметр, управляющий

формой нанокристалла.

Как и в [2–4], положим, что нанокристалл со сво-

бодной поверхностью имеет вид прямоугольного па-

раллелепипеда с квадратным основанием, ограненный

гранями (100). Величина f = Nps/Npo — это параметр

формы, который определяется отношением числа атомов

на боковом ребре Nps к числу атомов на ребре осно-

вания Npo . Для стержневидной формы f > 1, для куба

f = 1, для пластинчатой формы f < 1. Число атомов

в нанокристалле, равное N = f N3
po/α, изменяется в

пределах 23/α ≤ N ≤ ∞, где α = π/(6k p) — параметр

структуры.

Ограничение системы поверхностью приведет к об-

рыву связей на границе. Поэтому если использовано

приближение взаимодействия
”
только ближайших сосе-

дей“, то вместо первого координационного числа (kn)
необходимо брать 〈kn〉 — среднее (по всей наносисте-

ме) значение первого координационного числа, которое

будет зависеть как от размера (N), так и от формы

наносистемы. При этом структуру системы полагаем

неизменной: k p = const. Данную модель нанокристалла

в виде прямоугольного параллелепипеда (rectangular
parallelepiped) с квадратным основанием, форму и по-

верхность которого можно варьировать с помощью па-

раметра формы f , назовем RP-моделью.
В рамках RP-модели изменение нормированного сред-

него значения первого координационного числа при

изменении N или f описывается выражением [2–4].

k∗

n =
〈kn(N, f )〉

kn(∞)
= 1− Zs( f )

(

α2

N

)1/3

, (7)

где kn(∞) = kn (N = ∞) — координационное число для

макрокристалла, Zs( f ) = (1 + 2 f )/(3 f 2/3).
Функция формы Zs( f ) достигает минимума, равного

единице, при f = 1, т. е. для формы куба. Для пла-

стинчатых ( f < 1) или стержневидных ( f > 1) форм

Zs( f 6= 1) > 1. Поэтому функция kn( f )∗ при любом зна-

чении N имеет максимум при f = 1, т. е. для наиболее

энергетически устойчивой (из всевозможных форм пря-

моугольного параллелепипеда) — кубической формы.

Объем и площадь поверхности для RP-модели нано-

кристалла равны

V = N3
po f [c(N, f )]3 = Nα[c(N, f )]3,

6 = 6[c(N, f )]2αs (Nα)2/3Zs( f ), (8)

где αs — коэффициент, учитывающий плотность упаков-

ки атомов на грани (100): αs
∼= α2/3 .

Так как при N = const нельзя изоморфно (т. е. при

f = const) изменить 6, не изменив при этом объем,

ибо 6 ∼ V 2/3. Поэтому определить функцию σ можно

только путем изохорной деформации формы системы

при постоянных значениях T и N. В рамках RP-модели
удельная поверхностная энергия грани (100) и давление

Лапласа определяются выражениями [2–4]
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)
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=
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, (9)

P ls =
26

3V
σ =

4α3Zs( f )

(αN)1/3c(N, f )
σ = 4αs

(1− k∗

n)

αc(N, f )
σ.

(10)
В

”
термодинамическом пределе“ (т. е. когда

N → ∞ и V → ∞ при v = V/N = const) выполняется

σ → σ (N = ∞), а функции P ls из (10) и Ps f из (3)
исчезают, ибо kn(N → ∞)∗ → 1.

Пусть взаимодействие атомов в нанокристалле про-

стого однокомпонентного вещества описывается парным

потенциалом Ми−Леннарда−Джонса

ϕ(r) =
D

(b − a)

[

a
(r0

r

)b
− b

(r0
r

)a
]

, (11)

где D и r0 — глубина и координата минимума потенци-

ала, b и a — параметры: b > a > 2.

Тогда, используя для колебательного спектра нано-

кристалла модель Эйнштейна и приближение
”
взаимо-

действия только ближайших соседей“, для RP-модели
можно принять

F
Nkn(∞)

=

(

k∗

n

c

)

DU(R) + 3
kb2E

kn(∞)

{

(

1

2

)

+

(

T
2E

)

ln

[

1− exp

(

−
2E

T

)]

}

. (12)

Здесь kb — постоянная Больцмана, 2E — это тем-

пература Эйнштейна, которая связана с температурой

Дебая соотношением 2 = (4/3)2E . Наличие поверх-

ности приведет к тому, что функции k∗

n и 2E(k∗

n)
в (12) будут зависеть от аргументов N и f . Функ-

ция U(R) получается из (11) при использовании при-

ближения
”
взаимодействия только ближайших соседей“:

U(R) = (aRb − bRa)/(b − a), где R = r0/c — линейная

относительная плотность.

Как показано в [2,5], температура Дебая для нанокри-

сталла равна

2(kn, c) = Aw(kn, c)ξ

[

−1 +

(

1 +
8D

kbAw(kn, c)ξ2

)1/2
]

.

(13)
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Здесь функция Aw(kn, c) возникает из-за учета энергии

”
нулевых колебаний“:

Aw(kn, c) = KR
5knab(b + 1)

144(b − a)

(r0
c

)b+2

,

KR =
~
2

kbr0m
, ξ =

9

kn(∞)
, (14)

где ~ — постоянная Планка, m — масса атома.

Из (13) легко найти выражения для первого (γ) и

второго (q) параметров Грюнайзена:

γ = −

(

∂ ln2

∂ lnV

)

T

=
b + 2

6(1 + Xw)
,

q =

(

∂ ln γ

∂ lnV

)

T

= γ
Xw(1 + 2Xw)

(1 + Xw)
, Xw =

Awξ

2
. (15)

Подставляя свободную энергию из (12) в (9), для

удельной поверхностной энергии грани (100) RP-модели
и для вытекающей из нее функции 1p можно получить

выражения

σ = −
kn(∞)DR2

12α2/3r20
Le(N, f ),

1p = 1 +
1

2Le(N, f )

×

{

U(R)′ − 9

[

q − γty

(

2E

T

)]

Hw(N, T )

}

, (16)

где введены обозначения Le(N, f ) = U(R) + 3Hw(N, T ),

U(R)′ = R

[

∂U(R)

∂R

]

=
ab(Rb − Ra)

b − a
,

Hw(N, T ) =
6γ

(b + 2)

[

kb2E(N, f )

Dkn(N, f )

]

Ew

(

2E

T

)

, (17)

Ew(y) = 0.5 +
1

[exp(y) − 1]
, ty (y) = 1−

2y exp(y)

[exp(2y) − 1]
,

y =
2E

T
=

32

4T
.

Из (16) получим условие для величины c(N, T )/r0, начи-
ная с которой для RP-модели выполняется неравенство

1p ≥ 0), которое определяет область существования

твердой фазы:

c
r0

≤

[

c(N, T )

r0

]

S

=

[

a(b − 2)

b(a − 2)

]1/(b−a)

×

[

1 +
9(b − a)Hw(N, T )

b(a − 2)Ra
S

(

2

3
+ q − γty

)]

−1/(b−a)

,

(18)
где RS = [r0/c(N, f )]S — линейная относительная плот-

ность при плавлении нанокристалла.

Так как потенциал (11) и выражение для свободной

энергии (12) наиболее обоснованы для кристаллов с

ван-дер-ваальсовым типом химической связи, то изу-

чим обоснованность критерия (18) применительно к

ГПУ кристаллам параводорода (p−H2) и ортодейте-

рия (o−D2), а также к ГЦК кристаллам инертных

газов: Ne, Ar, Kr, Xe, при N = ∞. Для макрокристаллов

определим Hw(∞, 0) — значение функции Hw(N, T ) при
N = ∞, R = 1 и T = 0K в виде

Hw(∞, 0) = Hw(N = ∞, T = 0K)

= lim
T→0 K

6γ(1)

(b + 2)

[

kb2E(1)

Dkn(∞)

]

Ew

(

2E(1)

T

)

=
3γ(1)

(b + 2)

[

kb2E(1)

Dkn(∞)

]

, (19)

где 2(1) и γ(1) — значения функций 2(N, f ) и γ(N, f )
из (13)−(15) для макрокристалла при R = 1.

Используя для вышеуказанных веществ параметры

потенциала (11), которые были определены самосо-

гласованным методом в [2], мы рассчитали величины

Hw(∞, 0). Оказалось, что даже для наиболее
”
квантово-

го“ молекулярного кристалла p−H2 эта величина очень

мала (Hw(∞, 0) = 0.1), и она монотонно убывает с

ростом массы молекулы или атома в ряду указанных

веществ до Hw(∞, 0) = 0.006 для Xe. Поэтому (18)
можно упростить к виду

[

c(N, T )

r0

]

S

∼=

[

a(b − 2)

b(a − 2)

]1/(b−a)

×

[

1−
9Hw(N, T )

b(a − 2)Ra
S

(

2

3
+ q − γty

)

]

∼=

[

a(b − 2)

b(a − 2)

]1/(b−a)

=

[

c(∞)

r0

]

S

. (20)

На рисунке показаны полученные для указанных кри-

сталлов зависимости от логарифма массы атома (или
молекулы) следующих функций:

(Vl −V0)/V0 — экспериментальное значение относи-

тельного увеличения объема жидкой фазы при темпе-

ратуре плавления (Tm) и P = 0 из [6,7] — линейная

зависимость 1.

(Vs −V0)/V0 — экспериментальное значение относи-

тельного увеличения объема кристалла при Tm и P = 0

из [8] — линейная зависимость 2.

(c/r0)3S − 1 = 0.118 — верхняя горизонтальная то-

чечная линия 3, полученная из (20) для потенциала

Ми−Леннарда−Джонса (11) со степенями 6 и 12.

(c/r0)3S − 1 — величины, полученные из (20) для a
и b указанных веществ из [2]. Эти значения аппроксими-

руются линейной зависимостью 4.

Как видно из рисунка, рассчитанные из (20) ве-

личины [c(∞)/r0]3S − 1 для кристаллов Ne и Ar хо-

рошо согласуются с экспериментальным значением

(Vs −V0)/V0. Для кристаллов изотопов водорода по-

лучено [c(∞)/r0]3S > (Vs/V0). А для кристаллов Kr и
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Зависимости от логарифма массы атома (или молекулы)
следующих функций: точки и линия 1: (Vl −V0)/V0 из [6,7],
квадраты и линия 2: (Vs −V0)/V0 из [8], (c/r0)

3
S − 1 = 0.118 —

верхняя горизонтальная точечная линия 3, звездочки и нижняя

точечная линия 4: (c/r0)
3
S − 1 — полученное из (20) для

указанных веществ с величинами a и b из [2].

Xe получено [c(∞)/r0]3S < (Vs/V0). Это может быть

обусловлено разными причинами, например:

1. Грубостью использованной для вывода (18) и (20)
теоретической модели с равновесной однородной плот-

ностью, и с гладкой
”
гиббсовской“ поверхностью.

2. Для квантовых кристаллов (где Tm ≪ 2(1)) поверх-

ность плавится при бо́льших значениях c(∞)/r0, чем

объем, который содержит заметное (даже при T = 0K)
число делокализованных атомов [2,9]. В этом случае

поверхностные силы способствуют локализации атомов

на поверхности. Что касается классических кристаллов,

таких как Kr и Xe (где Tm ≫ 2(1)), то у них жидко-

подобный слой на поверхности появляется задолго до

плавления объема кристалла [10,11]. Поэтому поверх-

ность этих кристаллов плавится при меньших значениях

c(∞)/r0, чем объем.

В любом случае,
”
поверхностный“ критерий плавле-

ния (18) слабо зависит как от P−T -параметров, так

и от размера системы (ввиду малости второго слагае-

мого в (18)). Это согласуется с тем, что и критерий

плавления Линдеманна, и локализационный критерий

фазового перехода кристалл−жидкость [1,2] также слабо
зависят как от давления, так и от размера системы [12].
Это подтверждает корректность вывода критерия плав-

ления (18).
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