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Теоретически рассмотрена динамическая дифракция сферической рентгенов-
ской волны цилиндрически изогнутым кристаллом в обратном направлении.
Получено приближенное аналитическое решение дифференциальных уравнений
Такаги при определенном условии, налагаемом на координаты атома внутри
кристалла.

Динамическая теория брэгговской дифракции жесткого рентгенов-
ского излучения на упругоизогнутых кристаллах была развита в рабо-
тах [1–3]. В частности, было получено точное аналитическое решение
уравнений Такаги для брэгговских углов θB 6= π/2 в случае произ-
вольного радиуса изгиба кристалла. Однако развитая в [1–3] теория не
совсем корректно описывает случай дифракции рентгеновской волны в
обратном направлении.

Целью настоящей работы является аналитическое решение уравне-
ний Такаги для сферической волны, обратно дифрагированной цилин-
дрическим изогнутым кристаллом в одном частном случае.

Рассмотрим монохроматическую сферическую рентгеновскую волну
E0(r, t) = E0(r, ω) exp(ik0r − iωt), исходящую из точечного источника,
расположенного на оси z, совпадающей с внутренней нормалью к
поверхности кристалла в его центре, и падающую на цилиндри-
чески изогнутый кристалл. Здесь ω — частота падающей волны,
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|k0| = ~ = ω/c = 2π/λ, c — скорость света, λ — длина рентгеновской
волны.

Предположим, что величина угла ϕ0 между k0 и нормалью n к
отражающей поверхности кристалла в его центре находится в пределах
|χhr | 6 ϕ0 6 |χhr |1/2. Тогда можно пренебречь влиянием многоволновых
эффектов на обратную дифракцию.

Волновое поле в кристалле при двухволновом приближении коге-
рентно слагается из суммы полей проходящей и обратнодифрагирован-
ной волн:

E(r, t) = E0(r, t) + Eh(r, t), (1)

где Eh(r, t) = Eh(r, ω) exp(ikhr− iωt) — электрическое поле дифра-
гированной волны, kh = k0 + h, h — вектор обратной решетки
идеального неизогнутого кристалла, |kh|2 ≈ |k0|2 = ~2, r(x, y, z) —
радиус-вектор произвольного атома в кристаллической решетке,
E0,h(r, ω) = E0,h(r, ω)e0,h, где e0,h — единичные векторы поляризации.

Волновое поле E(r, t) является решением уравнения Максвелла,
которое запишем в виде:

−(∇2 + ~2)E = ~2χ(r). (2)

Здесь χ(r) — рентгеновская поляризуемость кристалла, которую
разложим в ряд Фурье общепринятым образом, ограничившись тремя
членами разложения:

χ(r) = χ0 + χh exp
{

ihr− ihu(r)
}

+ χ−h exp
{−ihr + ihu(r)

}
. (3)

В формуле (3) вектор u(r) описывает смещение атомов
кристаллической решетки при упругом изгибе кристалла. Как извест-
но [1–3], в этом случае u(r) представляет собой квадратичную функцию
координат x и y атомов в неизогнутом кристалле. В настоящей работе
нас будет интересовать лишь z-компонента вектора u:

uz = −x2/2Rx − z2/2Rz, (4)

Rx — радиус изгиба кристалла в плоскости дифракционного отражения,
радиус Rz определяется определенной комбинацией компонент обрат-
ного тензора модулей упругости. Для дифракции назад:

hu = ~
(
x2/Rx + z2/Rz

)
.
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Подставляя (1) и (3) в уравнение (2) и считая амплитуды E0,h

медленно меняющимися на расстоянии λ, получаем систему двух
дифференциальных уравнений Такаги:

2i (1− γ2
0 )

1/2∂E0/∂x + 2iγ0∂E0/∂z + ~χ0E0 + ~Cχ−h exp(ihu)Eh = 0, (5)

2i (1− γ2
h)1/2∂Eh/∂x + 2iγh∂Eh/∂z +~(χ0−α)Eh +~Cχh exp(−ihu)E0 = 0.

Здесь γ0 = (k0n)/~ = −γh = −(khn)/~, C = (k0kh)/~2 = −1 — по-
ляризационный фактор для обратно дифрагированной волны, α =
= (k2h − k20)/~

2 = 2(1θ)2, 1θ = θ − π/2, θ — угол скольжения для
падающей плосковолновой гармоники.

Рассмотрим теперь симметричную дифракцию рентгеновской вол-
ны в обратном направлении. В этом случае можно положить:
γ0 = −γh = 1 − ϕ2

0/2, где ϕ0 � 1. Тогда (1 − γ2
0 )

1/2 = (1 − γ2
h)1/2 ∼= ϕ0.

Пусть ϕ0 = D|χhr |1/2, где D — безразмерный числовой коэффициент.
Ниже рассмотрим случай, когда D = ±1, что соответствует краю
кривой полного обратного отражения.

Допустим, что |χhr |1/2∂E0,h/∂x � ∂E0,h/∂z для точки x, z внутри
кристалла, а также и на его поверхности. Отсюда имеем условие при-
менимости всех нижеследующих выражений. А именно, x � |χhr |1/2z.
Для обратного отражения (199) от Si-кристалла (|χhr | ∼= 2.39 · 10−7)
это условие достаточно хорошо выполняется для 0 < z < 100 µm,
x � 5 · 10−8 m. Для атомов, сместившихся на расстояние uz = −x2/2Rx ,
где x ∼= lx/2, lx 6 10−2 m — размер кристаллической пластины вдоль
оси x, Rx > 10m, вышеуказанное условие также справедливо с точ-
ностью до расстояний порядка или немного больше межатомных
расстояний.

Пренебрегая в уравнениях Такаги слагаемыми, связанными с част-
ными производными по переменной x, и представляя амплитуды
следующим образом: E0,h(x, z) = E0,h(x)E0,h(z), систему (5) уравнений
Такаги сведем к дифференциальному уравнению второго порядка для
амплитуды Eh(z) дифрагированной волны:

d2Eh/dz2 + A(z)dEh/dz + B(z)Eh(z) = 0. (6)
Здесь

A(z) = A1 + A2z, A1 = 2i~(1θ)2, A2 = 2~/Rz.

B(z) = B1 + B2z, B1 = ~2{χ0(χ0 + α) − χhχ−h}/4,
B2 = i (χ0 + α)~2/Rz, α = 2(1θ)2. (7)
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Решение уравнения (6) ищем в виде фурье-интеграла:

Eh(z) = (2π)−1
∫

dkGh(k) exp(ikz) (8)

с граничным условием Eh(z → ∞) → 0.
Для фурье-компоненты Gh(k) получаем дифференциальное уравне-

ние первого порядка:

(−A2k + iB2)∂Gh/∂k − (k2 − ikA1 − B1 − A2)Gh = 0 (9)

с условием Gh(k → ±∞) → 0.
Решение уравнения (9) является следующая функция:

Gh(k) = exp(−k2/2A2 + iA1k/A2 − iB2k/A2
2)(1 + ikA2/B2)(−A3), (10)

где
A3 = (A1A2B2 − B2

2 − B1A
2
2 − A3

2)/A3
2 . (11)

Функция Gh(k) для идеального неизогнутого кристалла (A2 → 0,
B2 → 0) сводится к дельта-функции δ(k − ε1,2), где ε1,2 — ошибки
возбуждения для идеального кристалла:

ε1,2 =
{

iA1 ± (−A2
1 + 4B1)1/2

}/
2

= ~(2)−1
{
(−α/2) ± [

(χ0 + α/2)2 − χhχ−h
]1/2}

. (12)

Зависящая от x амплитуда дифрагированной волны равна Eh(x) =
= exp(−i~x2/Rx).

Для амплитуды проходящей волны можно получить дифференциаль-
ное уравнение второго порядка, аналогичное (6).
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