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Исследована фазовая диаграмма ферроика с парафазой симметрии Oh при трехмерном параметре
порядка. В простейшей модели, допускающей фазу общего положения — триклинную фазу, аналитически
исследована область ее существования. Показана инвариантность формы этой области. Рассмотрены
условия возникновения особенности типа „ласточкин хвост“ в моноклинной фазе. Предложена удобная
параметризация для изображения диаграммы, включающей все возможные фазы.

Сенгетоэлектрики, имеющие перовскит-
ную структуру, — PbZr1−xTiO3 (PZT),
Pb(Zn1/3Nb2/3)1−xTixO3 (PZNT) и др. — обладают
рекордными значениями пьезоэлектрических констант
и представляют большой интерес для прикладных и
фундаментальных исследований. Высокие значения
параметров этих кристаллов связывают с близостью
морфотропной фазовой границы (МФГ), которая
разделяет области с ромбоэдрической и тетрагональной
симметрией. Открытие моноклинной фазы PZT вбли-
зи МФГ свидетельствует о том, что вектор поляризации
больше не лежит вдоль оси симметрии и может
вращаться в зависимости от температуры или состава.
В PNZT имеет место промежуточная орторомбическая
фаза. Обнаружение фаз с пониженной симмерией вблизи
МФГ инициировало теоретические исследования этих
кристаллов [1,2] в рамках теории фазовых переходов
Ландау. Очевидно, что существует глубокая аналогия с
магнитными материалами с кубической парамагнитной
фазой, в частности с редкоземельными ферримагне-
тиками RFe2, в которых впервые были исследованы
угловые моноклинные фазы. Более того, при подробном
рассмотрении обнаруживается, что фазовые диаграммы,
приведенные в [1,3], совпадают в области моноклинных
фаз. В связи с этим целесообразно с общих позиций
исследовать фазовую диаграмму ферроика с кубической
парафазой (симметрия Oh) независимо от природы упо-
рядочения (магнитной, зарядовой или деформационной)
для трехмерного параметра порядка. Кроме того, пред-
ставляет интерес исследовать фазу общего положения
в таком ферроике и особенности фазовой диаграммы,
связанные с членами более высокого порядка.
В общем случае при рассмотрении фазовых перехо-

дов без изменения элементарной ячейки неравновесный
термодинамический потенциал такого ферроика можно
считать функцией F(J1, J2, J3) от инвариантов

J1 = x2 + y2 + z 2, J2 = x2y2 + y2z 2 + z 2x2,

J3 = x2y2z 2,

где r = (x , y, z ) — параметр порядка [4]. Заметим,
что обратные выражения компонент параметра порядка

через инварианты даются корнями бикубического урав-
нения

x6 − J1x
4 + J2x

2 − J3 = 0 (аналогично для y и z ). (1)

Если в силу симметрии область изменения пере-
меных x , y и z ограничить телесным углом вели-
чиной π/12, образованным плоскостями x = y , y = z
и z = 0, как показано на рис. 1, a, то имеем взаимно
однозначное отображение этой области в область суще-
ствования инвариантов J1, J2 и J3 (рис. 1, b), которая со-
ответствует действительным корням уравнения (1). При
этом любой сферический треугольник, ограниченный
данным телесным углом, отображается в криволинейный
треугольник при J1 = const в пространстве инвариантов.
Криволинейные границы этой области описываются сле-
дующими соотношениями:

J3 = J±
3 (J1, J2) = [9J1J2 − 2J31 ± 2(J21 − 3J2)3/2]/27.

Поиск экстремумов термодинамического потенциала
можно производить по переменным J1, J1 и J3 в области,
указанной на рис. 1, b. В результате получаем следую-
щие восемь видов фаз и уравнения состояния каждой из
них:

C — кубическая (|r| = 0), J1 = J2 = J3 = 0;
T — тетрагональная (r ‖ [001]), J1 �= 0, J2 = J3 = 0,

F ′
1 = 0;
O — орторомбическая (r ‖ [101]), 4J2 = J21, J3 = 0,

2F ′
1 + J1F ′

2 = 0;
R — ромбическая (r ‖ [111]), 3J2 = J21, 27J3 = J31,

F ′
1 + 2J1F ′

2/3+ J21F
′
3/4 = 0;

TO — моноклинная (r ‖ [uv0]), 4J2 < J21, J3 = 0,
F ′
1 = F ′

2 = 0;
RT — моноклинная (r ‖ [uuv]), J3 = J+

3 (J1, J2),
J2 < J21/3, F ′

1 + X+F ′
2 = 0, F ′

2 + X+F ′
3 = 0;

RO — моноклинная (r ‖ [uvu]), J3 = J−
3 (J1, J2),

J21/4 < J2 < J21/3, F ′
1 + X−F ′

2 = 0, F ′
2 + X−F ′

3 = 0;
TRO — триклинная (r ‖ [uvw]), F ′

1 = 0, F ′
2 = 0,

F ′
3 = 0,
где X± = [J1 ∓ (J21 − 3J2)1/2]/3, F ′

i — частные производ-
ные по инвариантам. Здесь символы RT , RO, TO и TRO
соответствуют MA, MB , MC и Tri , используемым в [1].
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Рис. 1. Пространство параметра порядка (a) и инвариан-
тов (b). Фазе C соответствует точка начала координат; фа-
зам T, R и O — линии; RT, RO и TO — поверхности, ограни-
чивающие область пространства, соответствующую фазе T RO.

Анализ устойчивости фаз дает возможность опре-
делить совпадающие границы потери устойчивости:
C−T , C−R, T−TO, O−TO, T−RT , O−RO, TO−T RO,
RT−T RO, RO−TRO. Вдоль этих границ могут иметь
место фазовые переходы второго рода. Переходы между
остальными фазами, в частности R−T , R−O, R−RT ,
и R−RO, всегда осуществлются как переходы первого
рода (за исключением изолированных точек). Данные
выводы находятся в согласии с результатами [1,2],
различие заключается только в том, что полученные
соотношения не зависят от вида функциональной зависи-
мости термодинамического потенциала от инвариантов
и связаны только с симметрией задачи. Единственным
условием является предположение о дифференцируемо-
сти функции F .
Далее ограничимся моделью [2], когда эта функ-

циональная зависимость представляется в виде целой
рациональной функции, т. е. в виде полинома от инва-
риантов, причем оставим минимальное число членов и
варьируемых парамеров этого полинома, допускающее
все перечисленные решения, включая триклинную фазу.
Уже из условий устойчивости триклинной фазы следует,
что минимальный полином, допускающий данную фазу,
будет иметь вид

F(J1, J2, J3) = f 1J1 + f 2J2 + f 3J3 + f 11J
2
1/2

+ f 22J
2
2/2+ f 33J

2
3/2, (2)

причем обязательно должно быть f 11 > 0, f 22 > 0,
f 33 > 0.
Уравнения состояния T RO-фазы превращаются в

J1 = − f 1/ f 11, J2 = − f 2/ f 22, J3 = − f 3/ f 33, (3)

или, в координатном представлении, получим уравне-
ние (1) при подстановке этих значений инвариантов.
Условие существования триклинной фазы сводится к
условию существования трех различных положительных
корней уравнения (1), в связи с чем область, соот-
ветствующая триклинной фазе на фазовой диаграмме в

координатах − f 1/ f 11, − f 2/ f 22 и − f 3/ f 33, всегда будет
совпадать с областью, изображенной на рис. 1, b.
С физической точки зрения представляет особый

интерес случай, когда | f 2|, f 22, | f 3|, f 33 � f 1, | f 11| и ве-
личину модуля параметра порядка можно считать посто-
янной (J1 = − f 1/ f 11 = const). На рис. 2, a изображена
область триклинной фазы и ее окрестность в простран-
стве нормированных констант анизотропии

K2 = −3( f 11/ f 1)2 f 2/ f 22, K3 = 27( f 11/ f 1)3 f 3/ f 33.
(4)

В зависимости от отношения f 33/ f 22 изменяется
только наклон линии фазового перехода второго ро-
да RO−O и линий фазовых переходов первого ро-
да R−RT и R−RO (линии потери устойчивости на
рис. 2, a практически совпадают с линией перехода
первого рода).
Что касается периферии фазовой диаграммы, то она

изображена на рис. 2, b–f. На рис. 2, b, f изображены
окрестности трехфазных точек R−RT−T и R−RO−O,
имеющих одинаковую топологию.
При f 33 больше некоторого критического значе-

ния f 33cr на границе устойчивости RT -фазы возникает
характерная особенность с двумя связанными точками
возврата и „сборками“, похожая на классическую ка-
тастрофу „ласточкин хвост“. Для нахождения критиче-
ского коэффициента рассмотрим уравнение состояния
RT -фазы в координатном представлении

2 f 33x
8 + f 1 f 33 f 11x

6 + 3 f 22x
4

+ (2 f 1 f 22/ f 11 − f 3)x2 − f 2 = 0. (5)

Из условия совпадения двух корней третьей произ-
водной уравнения (5) получим критическое значение
f 33cr = 13.44 f 22( f 11/ f 1)2. Таким образом, может иметь
место изоструктурный переход между двумя фазами RT1
и RT2. С возрастанием f 33 эта особенность увеличи-
вается в масштабе и сдвигается к границе с фазой T
(этот момент изображен на рис. 2, c). При дальней-
шем росте при f 33 > f 33tr ( f 33tr ≈ 18 f 22 при J1 = 1)
возникает дополнительная тройная точка R−RT1−RT2
(рис. 2, d), которая, смещаясь в левую полуплоскость,
превращается в тройную точку R−RT−T (рис. 2, e) (она
описана в [2]). Рис. 2, c–e позволяют проследить эво-
люцию границ и концов „ласточкина хвоста“. Отметим,
что данные особенности сохраняются при „шевелении“
коэффициентов f 1 и f 11.
В связи с тем, что топология фазовой диаграммы за-

висит только от относительных значений коэффициентов
разложения, в работе [1] диаграмма изображена в про-
странстве некоторых тригонометрических параметров.
Однако эта параметризация не является единственной
в своем роде. Для того чтобы уместить все линии
фазовых переходов на одном чертеже, оказывается удоб-
ной полиноминальная параметризация в пространстве
параметров U и V , которые следующим образом связа-
ны с коэффициентами: f 1 = U2 + V 2 − 1, f 2 = −2V − 1,
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Рис. 2. Фазовая диаграмма в пространстве эффективных констант анизотропии K2 и K3 ( f 1/ f 11 = −1). Значения отноше-
ния f 33/ f 22 = 10 (a, b, f), 17.7 (c), 20 (d), 26 (e). Жирные линии соответствуют фазовым переходам первого рода, двойные —
второго рода, тонкие — границы устойчивости. На частях d и e не изображены линии переходов между метастабильными
состояниями.

f 3 = −U . Специфика такой параметризации заключает-
ся в том, что на единичной окружности коэффициент f 1
принимает нулевое значение. Для иллюстрации на рис. 3
приведена расчетная диаграмма при f 11 = 0.5, f 2 = 2,
f 33 = 20. Отметим, что изоструктурные переходы в
фазах R и RT , приведенные в [2], появляются только при
значениях коэффициентов в определенных критических
областях. На рис. 3 такие переходы вообще отсутствуют.
В данном случае на фазовой диаграмме имеют ме-
сто: одна пятифазная точка C−R−O−TO−T , три четы-
рехфазные точки T−TO−T RO−RT , O−TO−RO−T RO
и R−RT−T RO−RO и три трехфазные точки C−T−R,
R−RT−T и R−RO−O.
Построение фазовых диаграмм осуществлено с по-

мощью специально разработанной компьютерной про-
граммы. В каждой точке диаграммы вычислялись рав-
новесные значения параметра порядка и инвариантов
для каждой фазы и определялась ее устойчивость. Затем
каждой точке присваивался код, перечисляющий все
устойчивые фазы и основную фазу, соответствующую
минимуму потенциала. Границы на построенных диа-
граммах — это границы областей постоянного кода.
В заключение отметим, что при поиске новых мате-

риалов естественно ожидать значительного возрастания
диэлектрической проницаемости и пьезоэлектрических
констант кристалла с приближением к линиям фазо-

вых переходов второго рода на фазовой диаграмме.
В триклинной фазе общего положения можно ожи-
дать сглаживание рельефа потенциала, в связи с чем

Рис. 3. Фазовая диаграмма в пространстве параметров U и V .
Обозначение линий то же, что на рис. 2, границы устойчивости
не изображены.
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могут облегчаться процессы вращения и перестройки
между различными доменами 48-кратно выроженного
основного состояния. В реальных кристаллах всегда
присутствуют произвольные механические напряжения
в окрестности дислокаций и доменных границ, а также
произвольно направленные поля, обусловленные междо-
менным взаимодействием, что приводит к понижению
симметрии фаз. Строго говоря, фазовые переходы про-
исходят между различными фазами общего положения.
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