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Методом Монте-Карло с помощью репличного алгоритма выполнены исследования критических свойств и

фазовых переходов трехмерной фрустрированной антиферромагнитной модели Гейзенберга на треугольной

решетке. С помощью метода кумулянтов Биндера четвертого порядка определена критическая температура

и проведен анализ характера фазовых переходов. Обнаружено наличие фазового перехода второго рода

в трехмерной фрустрированной модели Гейзенберга на треугольной решетке. На основе теории конечно-

размерного скейлинга рассчитаны статические магнитные и киральные критические индексы теплоемкости α,

восприимчивости γ , γk , намагниченности β, βk , радиуса корреляции ν , νk , а также индекс Фишера η,

ηk . Показано, что трехмерная фрустрированная антиферромагнитная модель Гейзенберга на треугольной

решетке образует новый класс универсальности критического поведения.

Работа поддержана грантом РФФИ (проект № 07-02-00194), грантом РФФИ — „Юг России“ (проект
№ 06-02-96602), грантом ведущей научной школы (НШ-5547.2006.2).

1. Введение

Исследование фазовых переходов (ФП) и критических

явлений (КЯ) фрустрированных решеточных спиновых

систем является одной из актуальных задач физики

конденсированного состояния [1,2]. В последние 20 лет

интенсивные исследования таких систем ведутся тео-

ретическими, экспериментальными и численными мето-

дами [3–20]. Полученные результаты оказались весьма

противоречивыми и вызвали бурную дискуссию [3–6].
В связи с этим для получения ответа на ряд дискуссион-

ных вопросов существует необходимость проведения бо-

лее тщательных исследований фрустрированных систем

(ФС) с использованием дополнительных современных

идей и методов.

Фрустрированные системы во многом проявля-

ют свойства, отличные от свойств соответствующих

нефрустрированных систем. Это различие выражается в

богатом разнообразии фаз и ФП, что обусловлено силь-

ным вырождением и высокой чувствительностью ФС к

различного рода возмущающим взаимодействиям [21].
Огромный интерес вызывают вопросы, связанные с су-

ществованием нового кирального класса универсально-

сти критического поведения фрустрированных антифер-

ромагнитных решеточных систем на слоистой треуголь-

ной решетке [7–11,19,20], а также изучение природы

ФП в антиферромагнетиках на треугольной решетке.

Это связано с тем, что в антиферромагнетиках на тре-

угольной решетке возможна геометрическая фрустрация

обменного взаимодействия, т. е. такое пространственное

расположение магнитных ионов в кристалле, при кото-

ром невозможно одновременное антипараллельное упо-

рядочение всех взаимодействующих спинов. Такой эф-

фект может привести к формированию неколлинеарной

спиновой структуры, приведенная энергия основного со-

стояния которой выше, чем у коллинеарного магнетика,

а в некоторых случаях полностью препятствует образо-

ванию дальнего порядка [22]. Неколлинеарная структура

основного состояния фрустрированной антиферромаг-

нитной модели Гейзенберга на треугольной решетке

задается киральным параметром порядка [5]. Считается,
что наличие такого порядка может привести к фазовым

переходам второго рода с новым киральным классом

универсальности. Имеющиеся результаты теоретических

исследований не проясняют ситуацию, часть результатов

свидетельствует о наличии в таких системах фазовых

переходов второго рода при определенных значениях

числа компонентов параметра порядка N, а часть указы-

вает на наличие слабо выраженного фазового перехода

первого рода.

В то же время подавляющее большинство числен-

ных данных подтверждает наличие в этих системах

фазового перехода второго рода с образованием нового

кирального класса универсальности [5,7–12,18–20], хотя
имеются отдельные работы, в которых авторы обнару-

живают фазовые переходы первого рода [23]. При этом

критические параметры, полученные разными авторами,

сильно отличаются друг от друга в зависимости от

экспериментального метода и методики расчета. Часть

исследований обнаруживает явно выраженный фазовый
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переход первого рода, а часть — либо слабовыраженный

фазовый переход первого рода, либо переход второго

рода.

Из данных, полученных на сегодняшний день, нельзя

однозначно определить род фазовых переходов и зако-

номерности изменения критического поведения ФС на

треугольной слоистой решетке, и эти вопросы до сих

пор остаются открытыми [7,12,13].
В настоящей работе нами предпринята попытка ис-

следовать критические свойства и изучить природу, ха-

рактер и особенности фазовых переходов в трехмерной

фрустрированной антиферромагнитной модели Гейзен-

берга на треугольной решетке.

2. Модель и метод исследования

Гамильтониан антиферромагнитной трехмерной моде-

ли Гейзенберга на треугольной решетке может быть

представлен в следующем виде [8]:

H = −J
∑

〈i j〉

(Si S j), (1)

где Si — трехкомпонентный единичный вектор

Si = (Sx
i , S

y
i , S

z
i ), J — константа обменного взаимодей-

ствия. Решетка состоит из двумерных треугольных сло-

ев, сложенных по ортогональной оси Z. Схематически
эта модель представлена на рис. 1. Суммирование про-

изводится по ближайшим соседям. Минимум классиче-

ской обменной энергии достигается при условии, что

соседние спины ориентированы под углом 120◦ друг к

другу. Такое состояние является вырожденным. Анти-

ферромагнитное взаимодействие между плоскостями в

реальных гексагональных кристаллах не нарушает эту

Рис. 1. Схематическое изображение антиферромагнетика на

слоистой треугольной решетке.

структуру, упорядочивая спины в соседних плоскостях

антипараллельно [22].

Традиционные теоретические методы исследования

критических свойств фрустрированных спиновых систем

сталкиваются с многочисленными и разнообразными

проблемами. Использование при исследовании таких

систем новых специально разработанных репличных

алгоритмов метода Монте-Карло (МК) позволяет пре-

одолеть эти трудности. Методы МК позволяют строго

и последовательно с контролируемой погрешностью

исследовать термодинамические свойства спиновых си-

стем практически любой сложности [4,9–11,19].

В последние годы методом Монте-Карло стали эффек-

тивным инструментом изучения и критической области.

На их основе изучены целые классы спиновых систем и

рассчитаны критические индексы широкого спектра мо-

делей. Расчет критических параметров выполнен с точ-

ностью, превосходящей точность всех других известных

методов. Для ФС характерна проблема многочисленных

долин локальных минимумов энергии. Обычные методы

МК плохо справляются с решением этих проблем.

Поэтому в последнее время разработано много новых

вариантов алгоритмов метода МК, специально ориенти-

рованных на исследования ФС. Из них наиболее мощны-

ми и эффективными в исследовании КЯ в ФС оказались

репличные алгоритмы метода МК [24]. К настоящему

моменту репличные алгоритмы метода Монте-Карло и

теория конечно-размерного скейлинга стали основными

инструментами исследования критических свойств столь

сложных систем.

В данном исследовании нами использован высоко-

эффективный репличный обменный алгоритм метода

Монте-Карло [24]. Более подробно он описан нами в

работах [10,19].

Расчеты проводились для систем с периодическими

граничными условиями (ПГУ) и линейными размера-

ми L × L × L = N, L = 12−42. При каждом конкрет-

ном значении L для усреднения термодинамических

параметров использовались десять марковских цепей,

стартующих из различных случайных начальных кон-

фигураций. В каждой цепи длина равновесного участ-

ка в 100 раз превышала длину неравновесного. По-

лученные таким образом значения термодинамических

параметров усреднялись по всем 10 конфигурациям.

Эти данные затем использовались для построения гра-

фиков.

3. Результаты моделирования

Для наблюдения за температурным ходом поведения

теплоемкости и восприимчивости нами использовались

выражения [9,25–27]

C = (NK2)
(

〈U2〉 − 〈U〉2
)

, (2)
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χ =

{

(NK)
(

〈m2〉 − 〈|m|2〉
)

, T < TN,

(NK)〈m2〉, T ≥ TN,
(3)

χk =

{

(NK)
(

〈m2
k〉 − 〈|m2

k |〉
)

, T < Tk,

(NK)〈m2
k〉, T ≥ Tk ,

(4)

где K = |J|/kBT , N — число частиц, m — магнитный

параметр порядка, mk — киральный параметр порядка,

χk — киральная восприимчивость.

Параметр порядка системы m вычислялся по форму-

ле [8]

m =
3

N

√

〈M2
A + M2

B + M2
C〉/3, (5)

где MA, MB и MC — намагниченности трех подрешеток

соответственно.

Намагниченность подрешеток определялась следую-

щим образом [8]:

〈|Mr |〉 =
〈√

S2x + S2y + S2z

〉

, r = A, B, C. (6)

Для вычисления кирального параметра порядка систе-

мы mk использовались следующие выражения [8,9]:

mk p =
2

3
√
3

∑

〈i j〉

[Si × S j ]p , (7)

mk =
1

N

∑

p

mk p , (8)

где p = (x , y, z ) нумеруют треугольные плакеты.

Для анализа характера ФП, особенностей поведения

тепловых характеристик вблизи критической точки и

определения критической температуры TN наиболее эф-

фективным является метод кумулянтов Биндера четвер-

того порядка [4,28]

VL = 1− 〈U4〉L

3〈U2〉2L
, (9)

UL = 1− 〈m4〉L

3〈m2〉2L
, (10)

где VL — энергетический кумулянт, UL — магнитный

кумулянт.

Выражения (9) и (10) позволяют определить критиче-

скую температуру TN с большой точностью для ФП пер-

вого и второго рода соответственно. Следует отметить,

что применение кумулянтов Биндера позволяет также

хорошо тестировать тип ФП в системе. Известно, что

ФП первого рода характеризуются следующими отли-

чительными особенностями [29]: величина VL стремится

к некоторому нетривиальному значению V ∗ согласно

выражению

VL = V ∗ + bL−d, (11)

при L → ∞ и T = TN(L), где величина V ∗ отлична

от 2/3, а минимальная величина ULmin (T = Tmin) рас-

ходится ULmin
(T = Tmin) → −∞ при L → ∞; максимумы

Рис. 2. Зависимость магнитного кумулянта UL от температу-

ры kB T/|J|.

Рис. 3. Зависимость энергетического кумулянта VL от темпе-

ратуры kB T/|J|.

теплоемкости C и восприимчивости χ пропорциональны

объему Ld , где d — размерность системы.

Кроме того, в случае ФП второго рода кривые тем-

пературной зависимости кумулянтов Биндера UL имеют

четко выраженную точку пересечения [27].

На рис. 2 представлена характерная зависимость UL от

температуры для различных значений L (здесь и на всех

последующих рисунках статистическая погрешность не

превышает размеров символов, использованных для по-

строения зависимостей). Этот рисунок демонстрирует

точность определения критической температуры. Из

графика видно, что в критической области наблюдается

четко выраженная точка пересечения (TN = 0.957(1),
здесь и далее температура дана в единицах |J|/kB), что

свидетельствует о ФП второго рода.
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На рис. 3 представлена температурная зависимость

энергетического кумулянта IL для разных значений L.
Как видно из графика, величина VL стремится к 2/3,

а величина V ∗ = 2/3, что характерно для ФП второго

рода. Эта величина рассчитана с помощью выраже-

ния (11). Из рис. 4 видно, что для исследуемой модели

V ∗ = 0.6666(1).

На рис. 5 в двойном логарифмическом масштабе пред-

ставлена зависимость χmax от L. Как известно, для ФП

первого рода максимум восприимчивости χmax должен

быть масштабирован с размером системы Ld [30]. Из

рисунка видно, что угол наклона ∼ 2.1, что не равно d .
Этот результат также свидетельствует в пользу наличия

в системе фазового перехода второго рода.

На рис. 6 и 7 представлены характерные зависимости

теплоемкости C и восприимчивости χ от температуры

для систем с линейными размерами L = 12, 18, 24, 30.

Отметим, что в зависимостях теплоемкости C и

восприимчивости χ от температуры для всех систем

вблизи критической температуры наблюдаются хорошо

выраженные максимумы, которые увеличиваются с ро-

стом числа спинов в системе, причем эти максимумы

в пределах погрешности приходятся на одну и ту же

температуру даже для систем с наименьшим значени-

Рис. 4. Зависимость энергетического кумулянта VLmin
от L−3.

Рис. 5. Зависимость максимума восприимчивости χmax от L.

Рис. 6. Зависимость теплоемкости C/kB от температу-

ры kB T/|J| для L = 12, 18, 24 и 30.

Рис. 7. Зависимость восприимчивости χ от температу-

ры kB T /|J| для L = 12, 18, 24 и 30.

ем L. Это свидетельствует, во-первых, о высокой эффек-

тивности использованного способа добавления ПГУ, а

во-вторых, о достижении насыщения по N для многих

исследуемых нами параметров.

Для расчета статистических киральных и магнитных

критических индексов теплоемкости α восприимчиво-

сти γ , γk , намагниченности β, βk и радиуса корреля-

ции ν , νk использовались результаты теории конечно-

размерного скейлинга [30–33]. Из выражений, получен-

ных в рамках этой теории, следует, что в системе с раз-

мерами L × L × L при T = TN и достаточно больших L
выполняются следующие соотношения [26,33–36]:

m ∝ L−β/ν , (12)

mk ∝ L−βk/νk , (13)

χ ∝ Lγ/ν , (14)

Физика твердого тела, 2010, том 52, вып. 8
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Значения критических параметров для трехмерной антиферромагнитной модели Гейзенберга на слоистой треугольной решетке

Критический Данные настоя- Теория Метод МК Эксперимент Чистая

параметр щей работы [17] [12] [18] [13] [20] [8] [9] (см. ссылки в [5]) модель [37]

TN 0.957(1) − − − − 0.954(2) 0.955(2) 0.9577(2) − 1.443

Tk 0.956(2) − − − − − 0.958(2) 0.9577(2) − −
ν 0.65(1) 0.63 0.53 0.55 0.63(5) 0.53(3) 0.59(2) 0.586(8) 0.54(3) 0.7112(5)
α 0.18(2) 0.11 − 0.35 − 0.4(1) 0.24(8) − 0.39(9) −0.1336(15)
β 0.30(2) 0.31 0.28 0.30 − 0.25(2) 0.30(2) 0.285(11) 0.25(1) 0.3689(3)
γ 1.27(2) 1.26 1.03 1.06 1.20(8) 1.1(1) 1.17(7) 1.185(3) 1.10(5) 1.3960(9)
νk 0.65(2) − − − − − 0.60(2) 0.60(2) − −
βk 0.53(2) − − − − − 0.55(2) 0.50(2) 0.44(2) −
γk 0.84(4) − − − − − 0.72(2) 0.82(2) 0.84(7) −
η −0.06(3) 0.0 0.072 0.08 0.08(3) − − − − 0.0375(5)
ηk 0.63(4) − − − − − − − − −

χk ∝ Lγk/νk , (15)

Vn = L1/νgVn
, (16)

Vnk = L1/νk gVn
, (17)

где gVn — некоторая постоянная, а в качестве Vn и Vnk

могут выступать

Vi =
〈mi E〉
〈mi〉 − 〈E〉 (i = 1, 2, 3, 4), (18)

Vk i =
〈mi

k E〉
mi

k

− 〈E〉 (i = 1, 2, 3, 4). (19)

Эти выражения были использованы нами для опреде-

ления β, βk , γ , γk , ν и νk . Аналогичное выражение для

теплоемкости, как было показано в [35], не работает, и

для аппроксимации температурной зависимости тепло-

емкости от L на практике, как правило, используется

выражение [8,9,20]

Cmax(L) = A1 − A2L
α/ν , (20)

где A1 и A2 — некоторые коэффициенты.

Рис. 8. Зависимость параметра Vi от линейных размеров

системы L при T = TN .

На рис. 8 в двойном логарифмическом масштабе

представлены характерные зависимости параметров Vi

при i = 1, 2, 3 от линейных размеров решетки L. Как
видно из рисунка, все точки на графиках в пределах

погрешности хорошо ложатся на прямую. Зависимости

на рисунке, построенные методом наименьших квад-

ратов, параллельны друг другу. Угол наклона прямой

определяет значения 1/ν . Вычисленное таким образом

значение ν использовалось для определения критиче-

ских индексов теплоемкости α, восприимчивости γ и

параметра порядка β . По этой схеме были определены

и киральные критические индексы. Процедура, исполь-

зованная нами для определения индекса Фишера η,

подробно описывается в работах [10,19].
Все значения индексов, полученные таким образом,

представлены в таблице. Здесь также приведены резуль-

таты теоретических [12,13,17,18], численных [8,9,20] и

лабораторных экспериментов [5] других авторов, а также
значения критических параметров для нефрустрирован-

ной модели [37].

Сравнение значений критических параметров с ре-

зультатами исследований для аналогичной модели по-

казывает, что наши данные в пределах погрешности

совпадают с результатами работ [9,13,17]. Часть наших

данных близка к данным работ [5,8,12,18]. Отметим,

что значение кирального индекса Фишера ηk рассчитано

впервые.

Как видно из таблицы, результаты нашей работы

хорошо согласуются как с данными лабораторного экс-

перимента, так и с большинством результатов теоре-

тических и численных экспериментов других авторов,

но отличаются от результатов для нефрустрированной

модели Гейзенберга.

4. Заключение

Исследование критических свойств и фазовых пере-

ходов трехмерной фрустрированной модели Гейзенберга

на треугольной решетке выполнено с использовани-
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ем высокоэффективного репличного алгоритма метода

Монте-Карло. С помощью метода кумулянтов Биндера

четвертого порядка определена критическая темпера-

тура и проведен анализ характера фазовых переходов.

Рассчитаны все основные статистические магнитные и

киральные критические индексы. Расчет критических

индексов теплоемкости α, восприимчивости γ , γk , пара-

метров порядка β, βk , индекса Фишера η, ηk и радиуса

корреляции ν , νk выполнен на основе соотношений

теории конечно-размерного скейлинга и с соблюдением

единой методики в рамках одного исследования. По-

лученные данные свидетельствуют о наличии в трех-

мерной фрустрированной антиферромагнитной модели

Гейзенберга на треугольной решетке фазового перехода

второго рода и принадлежности этой модели к новому

классу универсальности критического поведения.
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