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Неоднородные состояния в тонких пленках несобственного
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Неоднородные структуры в модели с инвариантом Лифшица изучены без использования приближения
постоянной амплитуды, т. е. фазовая и амплитудная функции рассмотрены как равноправные переменные.
Показано, что получающаяся при таком подходе картина распределения амплитуды и фазы параметра
порядка значительно богаче и интересней, чем в приближении постоянной амплитуды. Рассмотрено влияние
осцилляций амплитудной функции на распределение фазы параметра порядка в модели, описывающей
периодические структуры в сегнетоэлектриках. Показано, что учет колебаний амплитуды крайне важен для
нахождения распределения параметра порядка в тонкой пленке. Наряду с численным моделированием про-
ведено аналитическое исследование в пределе малой анизотропии. Исследованы регулярные и хаотические
режимы.

PACS: 61.44.Fw, 77.80.-e

1. Введение

Теория модулированных структур в макроскопических
ферромагнетиках, сегнетоэлектриках и металлических
сплавах имеет богатую историю [1–3]. В то же время ра-
бот, посвященных модулированным структурам в малых
образцах, значительно меньше [4,5]. Стандартный подход
состоит в использовании приближения постоянной ам-
плитудной функции [2], [4]. Наше рассмотрение модули-
рованных структур в ограниченных образцах, естествен-
но, требует отказа от этого приближения: невозможно
в общем случае удовлетворить граничные условия. По-
этому мы должны рассмотреть систему уравнений для
амплитудной и фазовой функций. Решение этой системы
уравнений значительно богаче и содержательней, чем
решения в приближении постоянной амплитуды.

2. Свободная энергия и уравнения для
параметра порядка

Функционал свободной энергии имеет вид [6]
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где ηi — компоненты параметра порядка. После
перехода к переменным модуль — фаза η1 = η cosϕ,
η2 = η sinϕ, введения безразмерных переменных

η = (r/(2u))1/2R, z = (γ/r)1/2ξ и варьирования
функционала свободной энергии получаем безразмерные
уравнения для амплитудной и фазовой функций

R′′ − R3 + (1− ϕ′2 + Tϕ′)R − Rn−1K(cos nϕ + 1) = 0,
(2)

ϕ′′ + 2
R′

R
ϕ′ + Rn−2K sin nϕ = 0, (3)

где T = σ/(γr)1/2, K = 2−n/2rn/2−2nwu1−n/2 — безраз-
мерные параметры, n — целое число, характеризующее
симметрию потенциала.

3. Приближенное аналитическое
решение

Рассмотрим сначала предел нулевой анизотропии
K − 0. Тогда уравнение (3) легко решается

ϕ′ ≡ ψ =
C0

R2
+

T
2
, (4)

где C0 = [ψ(0) − T/2]R(0)2 — константа интегрирова-
ния, определяемая начальными условиями ψ(0) и R(0)
(которые являются, очевидно, граничными!). Подста-
вив (4) в (2), получаем замкнутое уравнение для ам-
плитудной функции R(ξ)

R′′ − R3 +
(
1+

T 2

4

)
− C2

0

R3
= 0. (5)
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Это уравнение можно рассматривать как уравнение
динамики с эффективым потенциалом

U(R) =
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T 2

4

)
R2

2
− R4

4
+

C2
0

2R2
, (6)

причем вид этого потенциала зависит от „начальных“
условий благодаря константе C0. Существует область
значений параметров и граничных условий, при которых
реализуется минимум эффективного потенциала и, сле-
довательно, существуют осциллирующие решения урав-
нения для амплитудной функции. Наличие минимума —
необходимое, но не достаточное условие существования
такого решения: для этого требуется еще, чтобы изоб-
ражающая точка попала в начальный момент в потен-
циальную яму. После того, как найдена амплитудная
функция R(ξ), фазовая функция может быть получена
из (4). Фазовая функция состоит из двух слагаемых:
медленно меняющийся вклад второго слагаемого в (4)
и более или менее размытые скачки фазы благодаря
первому слагаемому. Важно, что величина скачка в
точности равна π. Первый интеграл уравнения (5) имеет
вид

dR
dξ

=
√
2(E −U). (7)

Вычисляя фазовую функцию в окрестности минимума
амплитудной функции, получаем скачок фазы на π
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где Re — экстремальное значение амплитудной функ-
ции, R0 — начальное значение, Re � R0. Только веду-
щие члены учтены при этом вычислении. Заметим, что
данная модель, рассматриваемая в приближении посто-
янной амплитуды, имеет хорошо известные решения —
топологические солитоны, обеспечивающие скачки фазы
на π. [7]. Однако мы получили такие же скачки фазы в
пределе нулевой анизотропии K = 0. Как видно из (8),
скачки в нашем случае возникают в результате обхода
сингулярности 1/R2. Мы могли бы привести аналити-
ческие решения уравнения для амплитудной функции в
пределе нулевой анизотропии (5), но для того, чтобы по-
нять влияние анизотропии на характер решения, удобно
применить общий численный подход при произвольном
параметре анизотропии.

4. Численное решение

Эффективный потенциал U(R) представлен на рис. 1.
Результаты численного решения уравнений в пределе

Рис. 1. Эффективный потенциал для n = 4, K = 0, T = 1,
R(0) = 0.3, R′(0) = 0, ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = 0.3. Вертикальная
черточка соответствует величине R(0). Прямая, параллель-
ная оси абсцисс, показывает уровень интеграла движения
(„энергии“), соответствующий осциллирующей амплитудной
функции R(x).

Рис. 2. Пространственная зависимость амплитудной функции
для n = 4, K = 0, T = 1, R(0) = 0.3, R′(0) = 0, ϕ(0) = 0,
ϕ′(0) = 0.3.

Рис. 3. Пространственная зависимость фазовой функции
для n = 4, K = 0, T = 1, R(0) = 0.3, R′(0) = 0, ϕ(0) = 0.
ϕ′(0) = 0.3 (1) и 0.7 (2).
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Рис. 4. Пространственные зависимости амплитудной функции
для n = 4, K = 1.6, T = 1, R(0) = 0.3, R′(0) = 0, ϕ(0) = 0,
ϕ′(0) = 0.75 (1) и функции C2 (2).

Рис. 5. Пространственная зависимость фазовой функции
для n = 4, K = 1.6, T = 1, R(0) = 0.3, R′(0) = 0, ϕ(0) = 0.
ϕ′(0) = 0.3 (1) и 0.75 (2).

K = 0 представлены на рис. 2, 3. Почти гармонические
колебания амлитудной функции на рис. 2, 3 соответ-
ствуют малой начальной амплитуде, в то время как
на рис. 4, 5 мы видим последовательность солитонов,
соответствующих начальной амплитуде вблизи максиму-
ма потенциала. Видно, что характер точных решений
при K = 0 находится в согласии с приближенными
результатами аналитического решения.
Результаты численного решения при учете анизо-

тропии представлены на рис. 4, 5. Следует отметить
следующие важные отличия от случая K = 0.
1) Нарушена строгая пространственная периодич-

ность.
2) На рис. 4 видна амплитудная и частотная модуля-

ция пространственных структур.
3) Направление ступенчатого пространственного из-

менения фазовой функции может меняться после неко-
торого числа ступенек. Число ступенек между изме-
нениями направления оказывается практически случай-
ным (рис. 5).

5. Обсуждение

Таким образом, главное отличие решения в случае
ненулевого параметра анизотропии K выражается в ха-
отизации направления скачков амплитудной модуляции
амплитудной функции. Можно попытаться дать этому
явлению простое качественное объяснение. Мы ввели
выше константу интегрирования C0 для случая K = 0.
Введем теперь функцию

C(ξ) =
[
ψ(ξ) − T

2

]
R(ξ)2. (9)

Дифференцирование показывает, что эта функция пере-
ходит в константу в пределе K → 0
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Можно показать, что изменение направления скачков
имеет место в точках, где меняет знак функция C(ξ).

6. Заключение

В настоящей работе показано, что приближение по-
стоянной амплитуды для модели несоразмерного се-
гнетоэлектрика дает недостаточное описание простран-
ственных конфигураций параметра порядка. Наш анализ
позволил получить значительно более полную карти-
ну, описывающую возможные конфигурации, включая
хаотический режим. Заметим, что учет дискретности
решетки, приводящий к обобщению стандартного отоб-
ражения Чирикова, не дал интересных результатов: ко-
лебания фазы играют роль более мощного хаотизатора,
чем дискретность отображения.

Авторы благодарят Ю.А. Фирсова, В.В. Брыксина и
Б.Н. Шалаева за плодотворные дискуссии.
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