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В теории малоуглового рассеяния [1] традиционно

используется концепция амплитуды рассеяния: интен-

сивность определяется как квадрат модуля амплитуды

рассеяния. При этом предполагают, что на образец пада-

ет плоская волна, а амплитуда рассеяния определяется

как коэффициент при расходящейся сферической волне

eikr/r в выражении для волновой функции. Рассеянная

волна совпадает со сферической при удалении от рас-

сеивателя с характерным размером a на расстояние

r ≫ R = a2/λ, где λ — длина волны излучения (условие
дифракции Фраунгофера). При рассеянии тепловых ней-

тронов с λ = 1�A на образце с размером a ∼ 1mm полу-

чаем r ≫ R ∼ 104 m, т. е. условие, которому невозможно

удовлетворить в эксперименте. С другой стороны, если

концентрация неоднородностей в образце мала и их

положения с хорошей точностью являются случайными

и нескоррелированными, то однократное малоугловое

рассеяние происходит независимо на отдельных неодно-

родностях, и соответственно именно размер неоднород-

ности должен входить в условие применимости теории.

Причина этого состоит в том, что при рассеянии плос-

кой волны на неупорядоченной системе когерентность

разрушается. Существует мнение, что, если падающая

волна излучается некогерентным источником, вместо

размера образца в условие дифракции Фраунгофера вхо-

дит поперечная длина когерентности, равная lt = λ/α,

где α — угловой размер источника, т. е. r ≫ l2t /λ. Мы

показываем, что это неверно и данное условие не

возникает в последовательной теории.

Будем рассматривать рассеяние монохроматической

плоской волны. В этом случае волновая функция удо-

влетворяет уравнению Липпмана–Швингера

ψ(r) = exp(ikr3) + ψs(r)

= exp(ikr3) −
m
2π

∫

d3x
exp(ik|r− x|)

|r− x|
U(x)ψ(x),

(1)

где U(x) — потенциал взаимодействия нейтрона с неод-
нородностями вещества. Проблема выбора потенциала
была рассмотрена в работе [2]. Поскольку кинетическая
энергия нейтрона много больше энергии U(x), исполь-
зуем приближение высоких энергий [3], а именно при
начальном импульсе k = ke3 в правой части (1) выберем
волновую функцию в виде

ψ(x) = ψe(x) = eikr 3F(x),

F(x) = exp

(

−
im
k

x3
∫

−∞

dx3U(x)

)

. (2)

Учитывая, что U(x)F(x) = ik
m

∂
∂x3

F(x), из (1), (2) получа-
ем

ψs (r) = −
m
2π

∫

d3x
exp(ik|r− x| + ikx3)

|r− x|

ik
m

∂

∂x3

F(x).

(3)
Поскольку расстояние до детектора много больше

размера образца, т. е. r ≫ x , раскладываем по малому
параметру x/r

|r− x| = r − nx +
x2
⊥

2r
+

(nx)x2
⊥

2r2
+ . . . , (4)

где n = r/r , x2
⊥ = x2 − (nx)2, и оставляем в знамена-

теле (3) первый член разложения, а в числителе в
показателе экспоненты два первых члена и получаем

ψs(r) = −
ik
2π

eikr

r

∫

d3xeikx3−iknx ∂

∂x3

F(x). (5)

Отсюда следует стандартное выражение для амплитуды
рассеяния

ψs(r) = f
eikr

r
,

f =
k

2πi

∫

d2ρe−iqρ [F(ρ, x3 f (ρ)) − 1] , (6)

где q = kn− ke3 — вектор рассеяния, а x3 f (ρ) — коор-
дината x3 выхода из мишени прямолинейной траектории
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с прицельным параметром ρ. При этом мы пренебрегли

членом ikx2
⊥/2r в показателе экспоненты, что можно

сделать, если kx2
⊥/2r ≪ 1, т. е. r ≫ πx2

⊥/λ. Так как ин-

тегрирование в (1) производится по образцу, в качестве

x⊥ нужно взять поперечный размер образца, и мы

получаем условие дифракции Фраунгофера. Далее пока-

жем, что для того, чтобы получить правильное условие

применимости теории, необходимо вести разложение

пропагатора в выражение для наблюдаемой величины

(потока на детекторе). Кроме того, в эксперименте

на образец падает не плоская волна, а излучение от

некогерентного источника размера R. Чтобы это учесть,

рассмотрим рассеяние сферической волны, а потом

просуммируем потоки рассеянных волн на детекторе по

сферическим волнам, исходящим из источника.

Сначала получим эйкональное решение для случая

сферической волны. Пусть источник находится в точ-

ке r0. Запишем стационарное уравнение Шредингера

(

−
1

2m
+ U

)

ψ =
k2

2m
ψ (7)

и аналогично случаю плоских волн [3] представим

волновую функцию в виде

ψ(r) =
exp(ik|r− r0|)

|r− r0|
F(r), (8)

где F(r) — функция, медленно меняющаяся по срав-

нению с первым множителем. Положим s = |r− r0|,
n = r− r0/|r− r0| и перейдем к сферическим коорди-

натам с центром в точке r0. Для лапласиана имеем

1 = 1s + 1n, где 1s = 1
s

∂2

∂s2 s , а 1n — лапласиан по

угловым переменным.

Подставляя выражение (8) для волновой функции в

уравнение (7) и учитывая, что

1
(exp(iks)

s
F(r)

)

=1s

(exp(iks)

s
F(r)

)

+
exp(iks)

s
1nF(r)

=
exp(iks)

s

(

(

∂

∂s
+ ik

)2

+ 1nF(r)

)

,

получаем уравнение для F(r)

(

−
1

2m

(

∂2

∂s2
+ 2ik

∂

∂s
+ 1n

)

+ U

)

F(r) = 0. (9)

Удерживая, как обычно [3], член k ∂
∂s , имеем

F(r) = exp

(

ik
m

s
∫

s 0

dsU(s, n)

)

. (10)

Полученное решение можно рассматривать как ре-

шение с граничным условием в точке r = r0 или как

решение неоднородного уравнения

(

−
1

2m
+ U −

k2

2m

)

ψ =
4π

m
δ(r− r0). (11)

Метод эйконала дает выражение (10) для рассеянной

волны, применимое только вблизи области действия

потенциала. Обычно [3] это решение распространяется

на все пространство после его подстановки в правую

часть уравнения Липпмана–Швингера (1). Удобнее, од-
нако, сделать дополнительные преобразования на основе

так называемых формул Кирхгофа–Грина, которые часто
используются в оптике [4]. Проведем вывод формулы

Кирхгофа–Грина исходя из уравнения Шредингера. Ис-

пользуя уравнение (11) и тождество для сферической

волны

(

−
1x

2m
−

k2

2m

)

exp(ik|r− x|)

|r− x|
=

4π

2m
δ(r − x), (12)

где 1x — лапласиан относительно переменной x, имеем

exp(ik|r− x|)

|r− x|

(

−
1x

2m
+ U −

k2

2m

)

ψ(x)

+ ψ(x)

(

1x

2m
+

k2

2m

)

exp(ik|r− x|)

|r − x|

=
exp(ik|r− x|)

|r− x|

4π

2m
δ(x− r0) − ψ(x)

4π

2m
δ(r − x). (13)

Преобразуем левую часть (13), выделяя дивергенцию

1

2m
∇x

(

ψ(x)∇x
exp(ik|r− x|)

|r− x|
−

exp(ik|r− x|)

|r− x|
∇xψ(x)

)

+
exp(ik|r− x|)

|r− x|
U(x)ψ(x)

=
2π

m

(

exp(ik|r− x|)

|r− x|
δ(x− r0) − ψ(x)δ(r − x)

)

, (14)

проинтегрируем это уравнение по объему и используем

теорему Гаусса. Получаем

1

4π

∫

S

dS

(

ψ(x)∇
exp(ik|r− x|)

|r− x|
−

exp(ik|r− x|)

|r − x|
∇ψ(x)

)

+
m
2π

∫

T

d3x
exp(ik|r−x|)

|r−x|
U(x)ψ(x)

exp(ik|r− x|)

|r− x|
− ψ(r).

(15)

Здесь dS направлен по внешней нормали к объему

интегрирования T , который содержит точки r и r0.

Нерассеянная волна ψ0(x) удовлетворяет аналогично-

му уравнению при U(x) = 0, т. е.

1

4π

∫

S

dS

(

ψ0(x)∇
exp(ik|r−x|)

|r − x|
−

exp(ik|r−x|)

|r− x|
∇ψ0(x)

)

=
exp(ik|r− r0|)

|r− r0|
− ψ0(r). (16)
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Вычитаем (16) из (15) и получаем представление для

рассеянной волны ψs(r) = ψ(r) − ψ0(r)

ψs(r) = −
1

4π

∫

S

dS

(

ψs(x)∇x
exp(ik|r− x|)

|r− x|

−
exp(ik|r− x|)

|r− x|
∇xψs(x)

)

−
m
2π

∫

T

d3x
exp(ik|r− x|)

|r− x|
U(x)ψ(x). (17)

Пусть объем интегрирования T ограничен сферой

большого радиуса R > max(r, r0) и поверхностью St в

области мишени. Если область St стянуть в точку, то

второй член справа в (17) дает обычное выражение

для рассеянной волны. Это означает, что вклад от

поверхности большой сферы равен нулю. Если теперь

поверхность St примыкает к области действия потенциа-

ла и проходит там, где потенциал обращается в нуль, то

остается

ψs (r) =
1

4π

∫

St

dSx

(

ψs(x)∇x
exp(ik|r− x|)

|r− x|

−
exp(ik|r− x|)

|r− x|
∇xψs (x)

)

(18)

Здесь использована нормаль, внешняя к области дей-

ствия потенциала.

Объединяя (8), (10) и (18), получаем

ψs(r) =
1

4π

∫

St

dSx

(

exp(ik|x− r0|)

|x− r0|
∇x

exp(ik|r− x|)

|r − x|

−
exp(ik|r− x|)

|r− x|
∇x

exp(ik|x− r0|)

|x− r0|

)

(eiϕ(x) − 1),

(19)

ϕ(x) =
k
m

ξ1
∫

ξ0

dξU(ξ, n) =
k
m

∞
∫

−∞

dξU(ξ, n). (20)

Здесь ξ0 и ξ1 — точки начала и конца действия потенци-

ала U(ξ, n) на прямой, соединяющей точки x и r0.

Ясно, что вклад в интеграл вносит только выходная

для пучка поверхность. Подобная формула, но для

амплитуды рассеяния, т. е. с плоскими волнами в ка-

честве начального и конечного состояний, получена в

работе [5].

Если траекторию в фазе (20) заменить на траекторию

вдоль общей оси симметрии установки, то для малоуг-

лового рассеяния фаза изменится на величину порядка

угла расположения излучателя, чем в данном случае

можно пренебречь. Выбирая это направление в качестве

оси z , а выходную поверхность ортогональной этой оси,

получаем

ϕ(x⊥) =
k
m

∞
∫

−∞

dzU(x), x = (x⊥, z ). (21)

Поскольку расстояния от образца до источника и детек-

тора много больше размера a образца, т. е.

r ≫ a, r0 ≫ a, (условия I)

в знаменателе в (19) можно пренебречь x (но не в

числителе, так как k|r− x| ≫ 1 и k|x− r0| ≫ 1), при

этом получаем

ψs(r) =

∫

d2x⊥

4π
nz

(

exp(ik|x− r0|)

|x− r0|
∇x

exp(ik|r− x|)

|r− x|

−
exp(ik|r− x|)

|r− x|
∇x

exp(ik|x− r0|)

|x− r0|

)

× (eiϕ(x⊥) − 1) ≈
ik

4πrr0

∫

d2x⊥eik|x−r0|eik|r−x|

× (− cos ϑr + cos ϑ0)(e
iϕ(x⊥) − 1), (22)

где nz — единичный вектор вдоль оси z , а ϑr и ϑ0 —

углы между nz и направлением из выходной поверх-

ности образца на детектор и источник соответственно.

Для малоуглового рассеяния ϑr ≈ 0 и ϑ0 ≈ π. Таким

образом, окончательно на немалых расстояниях, но не

в зоне Фраунгофера и для малых углов падения и

рассеяния имеем

ψs(r) =
k

2πirr0

∫

d2x⊥eik|x−r0|eik|r−x|(eiϕ(x⊥) − 1). (23)

Важным достоинством полученного выражения является

то, что интегрирование ведется по поверхности, т. е.

интеграл двумерный, а не трехмерный, как в уравнении

Липпмана–Швингера.

Поток в плоскости детектора с достаточной точно-

стью равен

J(r) =
k
m

〈∣

∣

∣

∣

exp(ik|r− r0|)

|r− r0|
+ ψs(r)

∣

∣

∣

∣

2〉

. (24)

Здесь усреднение
〈
∣

∣

exp(ik|r−r0|)
|r−r0|

+ ψs(r)
∣

∣

2〉
проводится по

расположению рассеивающих зерен в образце.

Представим нейтронооптический потенциал среды,

в которой распространяются нейтроны, как U(x) =
= 6RnRV (x− R), где V (x) — потенциал зерна (рас-
сеивателя) с

”
центром“ в точке x = 0, nR — число

заполнения узла R, равное единице, если в узле R

находится центр зерна, и нулю в обратном случае. Здесь

предполагается, что центры зерен могут располагаться в

узлах некоторой решетки, элементарная ячейка которой

имеет объем �, а среднее значение 〈nR = f 〉. В пределе

�→ 0, f → 0, f /� = c = const получается случайное
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распределение зерен в непрерывном пространстве. Здесь

c — концентрация рассеивателей. Положим

J(r) = J0 + J1,

J0 =
k
m

∣

∣

∣

∣

∣

exp(ik|r− r0|)

|r − r0|
+ 〈ψs(r)〉

∣

∣

∣

∣

∣

2

, (25)

J1 =
k
m
〈|ψs (r) − 〈ψs (r)〉|

2〉 =
k
m
〈|1ψs(r)|

2〉. (26)

Пусть для определенности мишень имеет форму пла-

стинки и полностью перекрывает пучок. Тогда J0 пред-

ставляет практически нерассеянный пучок, а рассеянные

нейтроны представлены членом J1. Нерассеянный пучок

нельзя выразить через среднюю амплитуду рассеяния на

образце, однако в малоугловом эксперименте прямой

пучок и не измеряется [1]. Проведем анализ формулы

для рассеянного пучка и покажем, что в типичных усло-

виях расчет малоуглового рассеяния можно начинать с

амплитуды рассеяния на всем образце.

Подставляя выражение (23) для волновой функции

в (26), имеем

J1 =
k
m

(

k
2πrr0

)2

×

∫

S

d2x⊥d2y⊥eik(|r−x|−|r−y|+|r0−x|−|r0−y|)Z(x, y), (27)

Z(x, y) =
〈

(

eiϕ(x⊥) − 〈eiϕ(x⊥)〉
)(

e−iϕ(y⊥) − 〈e−iϕ(y⊥)〉
)

〉

.

(28)

В пределе малых концентраций, когда корреляции в

расположении рассеивателей отсутствуют, усреднение

можно провести точно [6], что дает

Z(x, y) = exp

(

c
∫

d3R

×

(

e

i
ν

(

∞
∫

−∞

dx3V (x−R)−

∞
∫

−∞

dy3V (y−R)
)

−1

)

)

− exp

[

c
∫

d3R

(

e

i
ν

∞
∫

−∞

dx3V (x−R)

− 1

)

+ c
∫

d3R

(

e
− i

ν

∞
∫

−∞

dy3V (y−R)

− 1

)]

. (29)

Основное свойство Z(x, y) состоит в том, что

Z(x, y) = 0, если |(x− y)⊥| > 2a0, где a0 — радиус

рассеивающего зерна. Если положения зерен скорре-

лированы, то вместо 2a0 в выражение войдет длина

корреляции rcorr в направлении, ортогональном пучку.

Для анализа в выражении (27) интеграла
∫

S
d2x⊥d2y⊥

поместим S в начало координат, введем новые пе-

ременные ρ = (x⊥ + y⊥)/2 и ξ = x⊥ = y⊥ и разло-

жим k(|r− x| − |r− y| + |r0 − x| − |r0 − y|) по малым

ξ/|r− ρ| и ξ/|r0 − ρ| согласно формуле (4). В резуль-

тате с учетом членов до ξ3 включительно

k (|r− x| − |r− y| + |r0 − x| − |r0 − y|)

= −q(ρ)ξ +

(

cos ϑ sin2 ϑ

8r2
+

cos ϑ0 sin
2 ϑ0

8r20

)

kξ3,

cos ϑ = (r− ρ)ξ/(|r− ρ|ξ),

cos ϑ0 = (r0 − ρ)ξ/(|r0 − ρ|ξ). (30)

Здесь каждому значению ρ на поверхности S соответ-

ствует свой вектор рассеяния q(ρ)

q(ρ) = k

(

r− ρ

|r− ρ|
−

ρ − r0

|ρ − r0|

)

. (31)

Если выполняется условие

ε =
1

8r2
kr3corr ≪ 1, (условие II)

то вторым слагаемым в (30) можно пренебречь. В экс-

перименте при рядовых значениях λ = 1�A, rcorr =
= 10µm = 10−3 cm, r = 300 cm имеем вполне удовле-

творительное значение ε ∼ 10−6. Тогда для потока рас-

сеянного излучения имеем

J1 =
k
m

(

k
2πrr0

)2 ∫

S

d2x⊥d2y⊥e−iq(ρ)ξ

×
〈(

eiϕ(x⊥) − 〈eiϕ(x⊥)〉
)(

e−iϕ(y⊥) − 〈e−iϕ(y⊥)〉
)〉

.

(32)
Вектор q(ρ) переходит в стандартный вектор рассе-

яния при ρ = 0. Получим условие, при котором q(ρ)
можно заменить на q(0). Поскольку мы рассматриваем

малоугловое рассеяние, угол рассеяния θ ≪ 1 и, следо-

вательно, вектор q(ρ) лежит в плоскости, ортогональ-

ной падающей волне. Так как максимальное значение

ξ ∼ rcorr, изменение показателя экспоненты при замене

q(ρ) на q(0) не превосходит |q(ρ) − q(0)|rcorr, оно долж-

но быть много меньше единицы. Отсюда получаем, что

достаточно выполнения условий

k

∣

∣

∣

∣

∣

r − ρ

|r − ρ|
−

r

|r|

∣

∣

∣

∣

∣

≪
1

rcorr
,

k

∣

∣

∣

∣

∣

ρ − r0

|ρ − r0|
+

r0

|r0|

∣

∣

∣

∣

∣

≪
1

rcorr
,

т. е. расстояния от образца до детектора и источника

должны удовлетворять условиям

r ≫ 2rcorr
a
λ
, r0 ≫ 2rcorr

a
λ
. (условие III)

10 Физика твердого тела, 2014, том 56, вып. 1



146 Ф.С. Джепаров, Д.В. Львов

Эти условия являются значительно более сильными,

чем условие II, однако в экспериментах они всегда

должны выполняться. Покажем это для случая рассеяния

на системе случайно расположенных неоднородностей

с размером l . В этом случае rcorr ∼ l, характерный

угол при однократном рассеянии θ = λ/l, а неопределен-
ность угла рассеяния из-за конечного размера образца

1θ = 1θ1 + 1θ2 = a/r + a/r0. Измерение малоуглового

рассеяния возможно при выполнении условий 1θ1 ≪ θ,

1θ2 ≪ θ, что с точностью до незначительного коэффи-

циента совпадает с условиями III. С учетом условий III

из (32) окончательно получаем искомое выражение для

потока на детекторе

J1 =
k
m

(

k
2πrr0

)2 ∫

S

d2x⊥d2y⊥e−iq(ξ )

×
〈(

eiϕ(x⊥) − 〈eiϕ(x⊥)〉
)(

e−iϕ(y⊥) − 〈e−iϕ(y⊥)〉
)〉

,

(33)

где вектор рассеяния q = k(r/|r|+ r0/r0). Это выра-

жение можно получить, разложив выражение (23) для

волновой функции по малым x/r0 и x/r и пренебрегая

квадратичными членами в показателе экспоненты, что

дает

ψs (r) =
k

2πirr0
eikr 0eikr

∫

d2x⊥e−iqx(eiϕ(x⊥) − 1).

После подстановки этого выражения в (26) сразу полу-

чаем (33), но при этом выводе необходимо выполнение

условий дифракции Фраунгофера для образца, которые

значительно жестче условий I–III и в эксперименте не

выполняются.

Если на образец падает излучение от некогерентного

источника, то направление падающей волны будет из-

меняться в пределах угла α, где α — угловой размер

источника, видимый с позиции образца. Соответственно

вектор рассеяния q будет лежать в диапазоне ширины

kα относительно среднего значения. Поэтому выраже-

ние (32) надо переписать в виде

J1 =
k
m

(

k
2πrr0

)2 ∫

S

d2ρd2ξe−iq(ρ)ξ

×
〈(

eiϕ(ρ+ξ/2) − 〈eiϕ(ρ+ξ /2)〉
)

×
(

e−iϕ(ρ−ξ/2) − 〈e−iϕ(ρ−ξ/2)〉
)〉

(34)

и дополнительно проинтегрировать по q(ρ) в указанном

диапазоне, что приведет к тому, что интеграл по ξ будет

браться по области размера 1/kα ∼ λ/α = lt . Вследствие

этого расстояние, на котором могут наблюдаться ин-

терференционные эффекты, ограничивается поперечной

длиной когерентности lt . Но поскольку условие приме-

нимости теории III определяется интегралом по ρ, оно

является одинаковым для сферической падающей волны

и для волны от некогерентного источника.

Применимость амплитуды рассеяния в приложении к

опытам с двухкристальным дифрактометром была пока-

зана в [7]. В настоящей работе мы, опираясь на формулы

Кирхгофа−Грина [4,5] и проводя разложение функции

Грина в выражении для наблюдаемой величины (что
было предложено в работе [8] для случая однократного

рассеяния), построили теоретическое описание интен-

сивности малоуглового рассеяния исходя из выражения

для волновой функции в эйкональном приближении.

Получено такое же выражение для интенсивности, как

следует из концепции амплитуды рассеяния, но при

условиях I−III, которые значительно мягче условия

дифракции Фраунгофера.

Авторы благодарят В.М. Каганера за полезные обсуж-

дения.
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