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Для случая прямоугольной квантовой проволоки рассмотрены механизмы процессов Ландау−Румера
и двухфононного распада звуковых квантов. Рассчитаны коэффициенты поглощения ограниченных аку-
стических фононов гиперзвука нижайшей гибридной ширинной моды для проволоки GaAs со свободной
поверхностью и разными поперечными размерами. Проведено сравнение фононного и электронного меха-
низмов поглощения гиперзвука в прямоугольной проволоке и безграничном твердом теле. Учет кубического
ангармонизма в проволоке приводит в предельном случае низких температур к экспоненциальной темпера-
турной зависимости поглощения гиперзвука для процесса Ландау−Румера и доминирующему поглощению
за счет распадного процесса с понижением степени его частотной зависимости. При достаточно высоких
температурах фононное поглощение превосходит электронное поглощение в невырожденной квантовой
проволоке.

PACS: 43.35.-c, 43.35.+d, 63.22.+m

1. Введение

Акустические методы широко используются в физике
твердого тела и различных областях науки и техники.
При этом возрастает роль квантовой акустики, связан-
ной с распространением высокочастотных гиперзвуко-
вых волн [1–4]. Основополагающие идеи относительно
механизмов поглощения гиперзвука, связанных с фо-
нон-фононным взаимодействием при ωτ � 1, содержат-
ся в работах Ландау и Румера [5] и Слонимского [6],
где в приближении кубического ангармонизма и в изо-
тропном объемном случае впервые рассмотрены трех-
фононные процессы „присоединения“ звукового кванта
к тепловому фонону с рождением нового теплового фо-
нона (механизм Ландау−Румера) и спонтанный распад
звукового кванта на два фонона (ω — частота звука,
τ — время жизни фонона в кристалле). Последовавшие
важные уточняющие и обобщающие теоретические и
экспериментальные работы для трехмерного вещества
составляют содержание оригинальных монографий и
обзоров [1–4]. При достаточно низких температурах
2� ~ω в поглощении гиперзвука превалирует двухфо-
нонный распадный процесс [1,2,4,6–11] с предсказанной
в [6] частотной зависимостью ω5, что было впервые
экспериментально подтверждено для кристаллов CaF2 в
работах [10,11].

Достижения современных технологий стимулируют
исследования акустических свойств низкоразмерных ма-
териалов [12,13]. В работе [14] рассматривался электрон-
ный механизм поглощения гиперзвука [1] применитель-
но к модели прямоугольной квантовой проволоки —
одной из возможных структур мезо- и наноэлектроники.
Целью настоящей работы является изучение фононно-
го механизма поглощения гиперзвука в прямоугольной
квантовой проволоке. Важнейшей особенностью тонкой

проволоки является наличие в ней квантово-размерных
ограничений для фононов, которые будем называть
„ограниченными фононами“ в отличие от объемных
(безграничных) фононов массивных кристаллов [15].
В данной работе учтен кубичный ангармонизм огра-
ниченных акустических фононов прямоугольной кван-
товой проволоки. Численные расчеты проведены на-
ми для проволоки GaAs различных поперечных раз-
меров.

2. Дисперсионное уравнение
для ограниченных акустических
фононов гибридных ширинных мод

Рассмотрим модель прямоугольной проволоки со сво-
бодной поверхностью и неограниченной длиной в на-
правлении оси z, толщиной 2a вдоль оси x и шири-
ной 2d в направлении оси y. Начало координат выбрано
в плоскости xy, в геометрическом центре попереч-
ного сечения прямоугольной проволоки (−a ≤ x ≤ a,
−d ≤ y ≤ d, длина проволоки L� 2a, 2d). Точного ана-
литического решения задачи теории упругости для
произвольной прямоугольной геометрии проволоки не
существует [16,17]. Воспользуемся методом приближен-
ного разделения переменных в решениях для состав-
ляющих вектора u смещений и в граничных условиях
для компонент тензора напряжений σik , предложенным
Морсом [16] и справедливым при (d/a) ≥ 2. Соглас-
но [16,17], существует система ширинных и толщинных
гибридных акустических мод, что подтверждено экспе-
риментально [16]. При этом нижайшими по энергии
являются ширинные моды, поскольку ширина больше
толщины рассмотренной проволоки. Составляющие век-
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тора смещений u для ширинных мод ищем в виде

ux =
(

q
k1

Acos(k1y) + C cos(k2y)
)

sin(qx)

× exp
[
iγ(z − ct)

]
, (1)

uy =
(
Asin(k1y) + B sin(k2y)

)
cos(qx)

× exp
[
iγ(z − ct)

]
, (2)

uz = i

(
− γ

k1

Acos(k1y) +
1
γ

(k2B + qC) cos(k2y)
)

× cos(qx) exp
[
iγ(z − ct)

]
, (3)

где γ = 2π/λ, λ — длина волны, γ — составляющая
волнового вектора в направлении оси z проволоки, c —
фазовая скорость звука,

k2
1 + q2 = γ2η2

1, η1 =
√

(c/cd)2 − 1, (4)

k2
2 + q2 = γ2η2

2, η2 =
√

(c/cs)2 − 1, (5)

cd и cs — скорость продольного и поперечного звука.
Для свободной поверхности ширинные моды опреде-
ляются соответствующими граничными условиями —
нулевыми значениями компонент тензора напряжений

σyy, σxy и σz y при y = ±d, (6)

σxx, σyx и σz x при x = ±a, (7)

при этом в (7) для ширинных мод два последних условия
для σyx и σz x при x = ±a выполняются приближенно.
Тензор напряжений σik определяется через тензор де-
формации uik согласно [18]

σik =
E

1 + σ

(
uik +

σ

1− 2σ
ull δik

)
, (8)

где E — модуль Юнга, σ — коэффициент Пуассона;
в (8) по „немому“ индексу l = x, y, z производится
суммирование. Для случая малых деформаций тензор
деформации

uik =
1
2

(
∂ui

∂xk

+
∂uk

∂xi

)
. (9)

Из граничных условий (6) и формул (8), (9) следует
линейная система однородных уравнений для ампли-
туд A, B и C ширинных мод. Значение q можно опреде-
лить лишь из одного условия (7) σxx

∣∣
x=±a

= 0, поскольку
для случая (d/a) ≥ 2 уже приближенно выполняются
два других условия: σyx

∣∣
x=±a
≈ 0 и σz x

∣∣
x=±a
≈ 0. Тогда

qa = nπ, n = 0, 1, 2, . . . , (10)

и основной ширинной моде соответствует n = 0,
т. е. q = 0.

Рис. 1. Дисперсионные кривые 1, 2 для нижайших ширин-
ных мод акустических фононов квантовой проволоки GaAs.
a — 28.3×56.6 Å, b — 50×150 Å.

Условие квантования акустических фононных мод
имеет вид [17]

1
4ad

a∫
−a

dx

d∫
−d

dy
(
u∗xux + u∗yuy + u∗zuz

)
=

~
2Mωγ

, (11)

где ωγ = cγ — частота ширинной моды с волновым
вектором γ в направлении оси z проволоки, M — масса
проволоки.

Законы дисперсии ωγ можно определить из условия
существования нетривиального решения линейной си-
стемы однородных уравнений для амплитуд A, B и C
ширинных мод (при k2 6= 0). Дисперсионное уравнение
имеет вид

tg
(
π
√
χ − ψ

)
tg
(
π
√
δχ − ψ

) = −ψ
√
χ − ψ

√
δχ − ψ

(0.5χ − ψ)2
, (12)
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где

ωγ =
πcs

d
√
χ, γ =

π

d

√
ψ −

(dq
π

)2
, (13)

δ = (cs/cd)2 = (1− 2σ )/2(1 − σ ). (14)

Из-за периодичности тригонометрических функций
в (12) имеются кратные решения для частоты огра-
ниченных фононов ωγm = cmγ (m = 1, 2, . . .) при фик-
сированном γ и n (т. е. q). Кроме возможной дис-
персии фазовой скорости cm(γ) характерным для ги-
бридных мод является наличие одновременно продоль-
ных и поперечных компонент вектора смещений u
(см. (1)−(3)). На рис. 1, a и b показаны дисперси-
онные кривые, рассчитанные согласно (12)−(14) для
двух нижайших ширинных мод (q = 0, m = 1, 2) гиб-
ридных акустических фононов прямоугольного волно-
вода — квантовой проволоки GaAs с поперечными
размерами 2a×2d = 28.3×56.6 Å (a) и 50×150 Å (b)
(cd = 5.2 · 105 cm/s, cs = 3.0 · 105 cm/s [19]).

3. Энергия возмущения
и коэффициент поглощения
гиперзвука

Для учета кубичного ангармонизма следует рассмот-
реть выражение для плотности упругой энергии с
точностью до членов третьего порядка включительно
относительно тензора конечной деформации ui j [18]

W =
1
2

ci jkl ui j ukl + ci jklmnui j uklumn, (15)

где тензоры ci jkl и ci jklmn определяют упругие постоян-
ные второго и третьего порядка соответственно,

ui j =
1
2

(ζi j + ζ j i + ζkiζk j), (16)

ζi j =
∂ui

∂x j
. (17)

В (15), (16) имеется в виду суммирование по правилу
Эйнштейна (i , j = 1, 2, 3).

Для кристалла кубической симметрии

W =
1
2

c11(u2
11 + u2

22 + u2
33) + 2c44(u2

23 + u2
13 + u2

12)

+ c12(u11u22 + u22u33 + u33u11)

+
1
6

c111(u2
11 + u2

22 + u2
33) +

1
2

c112

[
u2

11(u22 + u33)

+ u2
22(u33 + u11) + u2

33(u11 + u12)
]

+ 2c144(u11u2
32 + u22u

2
13 + u33u2

12)

+ 2c166

[
u2

23(u22 + u33) + u2
13(u33 + u11)

+ u2
12(u11 + u22)

]
+ c123u11u22u33 + 8c456u23u13u12.

(18)

После подстановки (16), (17) в (18) оставляем лишь чле-
ны, кубичные относительно ζi j . Квантованные векторы
смещений

ûi = ui

{
b̂γ exp[iγ(z − ct)] + h.c.

}
, (19)

где b̂γ и b̂+
γ — операторы уничтожения и рождения

ограниченных фононов. В приближении кубичного ан-
гармонизма (после подстановки (16), (17) в (18)) при
замене

ζi j → ζ̂i j =
∂ûi

∂x j
(20)

получим оператор плотности энергии Ŵ, который опи-
сывает трехфононные процессы.

3.1. М е х а н и з м Л а н д а у− Р у м е р а . Процесс по-
глощения звука рассматриваем [1,5] как результат столк-
новения квантов звука нижайшей моды с частотой
ωγ = cγ дисперсионной кривой 1 рис. 1, a, b с тепловыми
квантами моды 2 с частотой ω1γ1

= c1γ1 (рис. 1, a, b). Для

этого в Ŵ положим

ζ̂i j = ζ̂
(1)
i j + ζ̂

(2)
i j + ζ̂

(s)
i j , (21)

где ζ̂
(1)
i j и ζ̂

(2)
i j относим к тепловым волнам моды 2,

а ζ̂ (s)
i j — к звуковой волне моды 1 (рис. 1, a, b). Рассмот-

ренный подход соответствует случаю [5], когда γ l � 1,
где l — средняя длина свободного пробега фононов в
направлении оси проволоки.

Пусть в некотором начальном состоянии тепло-
вые волны представлены числами заполнения фоно-
нов N1, N2, а звуковая волна — числом N. Ко-
нечное состояние, соответствующее поглощению зву-
ка, определяется числами N− 1, N1 − 1, N2 + 1. Для
обратного процесса имеет место переход N,N1,N2 →
→ N + 1,N1 + 1,N2 − 1. Поглощение звука определяет-
ся разностью вероятностей этих переходов в первом
порядке нестационарной теории возмущений. Основное
приближение [5], которое используется при расчете
матричных элементов перехода

a∫
−a

dx

d∫
−d

dy

L/2∫
−L/2

dz〈N− 1,N1 − 1,N2 + 1|Ŵ|N,N1,N2〉,

a∫
−a

dx

d∫
−d

dy

L/2∫
−L/2

dz〈N + 1,N1 + 1,N2 − 1|Ŵ|N,N1,N2〉

(22)
и полной вероятности поглощения, состоит в том, что
волновые числа звуковой волны полагаются малыми по
сравнению с волновыми числами тепловых волн:

γ, k1,2 � γ1,2, q1,2. (23)

После вычислений находим окончательный результат
для коэффициента фононного поглощения по механизму
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Ландау−Румера

α
(a)
ph =

~
2ρ3ad

1
ωγ |Bγ |

×
∑

i

∣∣M(γ, k1, k2, γ
∗
i )
∣∣2

ω2
1γ∗

i

∣∣B(1)
γ∗i

∣∣2
[(
− ∂N1

∂ω1

)
γ∗i

]
∣∣∣( ∂2ω1

∂γ2
1

)
γ∗i

∣∣∣ · 8.686 dB/cm,

(24)
где ρ — плотность массы проволоки, γ∗i — простые
корни уравнения

ωγ

γ
− ∂ω1

∂γ1

= 0, (25)

M(γ, k1, k2, γ
∗
i ) =

2∑
j =1

ν j k j

[
c11F11(γ∗i ) + 2c44F44(γ

∗
i )

+c12F12(γ∗i ) +c111F111(γ
∗
i )+c112F112(γ∗i )−c166F166(γ∗i )

]
+ γ

( 2∑
j =1

µ j

)[
c11Q11(γ∗i )+2c44Q44(γ∗i ) + c12Q12(γ∗i )

− c111Q111(γ∗i )− c112Q112(γ∗i ) + c166Q166(γ∗i )
]
, (26)

ν1 =1, ν2 = β, µ1 = −(γ/k1), µ2 = (k2/γ)β, (27)

β = − sin(k1d)
sin(k2d)

2γ2

(γ2 − k2
2)
, (28)

k1,2 определяется формулами (4), (5) при q = 0, выра-

жения для Bγ , B(1)
γ∗i

и коэффициентов F,Q при упругих
постоянных в (26) приводятся в Приложении.

Подставляя в N1 его значение по формуле Планка,
получим[
−(∂N1/∂ω1)

]
γ∗i

=
~
2

exp(~ω1γ∗
i

/2)

×
[
exp(~ω1γ∗

i

/2)− 1
]−2

, 2 = kBT, (29)

kB — постоянная Больцмана, T — абсолютная темпера-
тура. При (~ω1γ∗

i

/2)� 1

α
(a)
ph ∝ 2, (30)

что совпадает с объемным изотропным случаем ме-
ханизма Ландау−Румера [5] при учете дисперсионных
эффектов при температурах выше температуры Дебая.
В низкотемпературной области, когда (~ω1γ∗

i

/2)� 1,

α
(a)
ph ∝ 2−1 exp(−~ω1γ∗

i

/2), (31)

т. е. поглощение резко уменьшается по экспоненциаль-
ному закону, в то время как в объемном случае [5]
α

(a)
ph ∝ 24. При определенных размерах проволоки и

достаточно больших значениях γ α
(a)
ph может возрастать

с γ быстрее, чем по линейному закону в [5].
3.2. Д в у х ф о н о н н ы й р а с п а д . В соответствии с

учетом кубичного ангармонизма в операторе Ŵ рас-
смотрим поглощение квантов звука нижайшей гибрид-
ной моды с частотой ωγ = cγ дисперсионной кри-
вой 1 рис. 1, a, b вследствие распада на два ги-
бридных фонона с частотами ωγ1

= c1γ1 и ωγ2
= c2γ2

той же дисперсионной кривой. Тогда в (21) ζ̂
(1)
i j и

ζ̂
(2)
i j относятся к фононам той же моды 1. По-

глощение звука определяется разностью вероятно-
стей переходов |N,N1,N2〉 → |N− 1,N1 + 1,N2 + 1〉 и
|N,N1,N2〉 → |N + 1,N1 − 1,N2 − 1〉 в первом порядке
нестационарной теории возмущений, где N и N1, N2 —
числа заполнения квантов звука с частотой ωγ и фоно-
нов с частотами ωγ1

, ωγ2
. В рамках принятой модели

для проволоки распадный процесс носит коллинеарный
характер, т. е. могут рождаться фононы с параллельны-
ми или антипараллельными квазиволновыми векторами.
Согласно законам сохранения,

γ = γ1 ± γ2, ωγ = ωγ1
+ ωγ2

. (32)

При вычислении матричных элементов перехода для
достаточно малых ширин проволоки ограничимся при-
ближением

γd� 1, γ1,2d� 1. (33)

На первом слева практически линейном участке закона
дисперсии (рис. 1, a, b) c1 ≈ c2 ≈ c. При этом δ-функ-
цию, выражающую закон сохранения энергии, следует
заменить на лорентцевскую функцию, учитывающую
затухание фононов [1,8],

τ −1 = τ −1
γ1

+ τ −1
γ2

. (34)

Времена жизни τγi
коротковолновых гибридных фононов

в проволоке, обусловленные всевозможными столкнови-
тельными процессами, остаются неизвестными. Имея в
виду далее лишь ориентировочную оценку распадного
механизма, будем считать τ = const, как это принима-
лось для времен жизни тепловых фононов, например,
в [3]. При ωγτ � 1, как показывает расчет, можно пре-
небречь вкладом распада на антипараллельные фононы.

Приведем окончательный результат для коэффициента
поглощения α

(d)
ph , обусловленного коллинеарным распа-

дом на два фонона:

α
(d)
ph =

~
6πρ3ad

|D|2
|B|3

ω4
γτ

c8

×
{

1+2π2
( 2

~ωγ

)2
− 24ζ (3)

( 2

~ωγ

)3
+ 12

( 2

~ωγ

)2

×
∞∑

n=1

1
n2

(
1 +

22
n~ωγ

)
exp
(
−

n~ωγ

2

)}
· 8.686 dB/cm,

(35)

где ζ (3) ≈ 1.202 — значение дзета-функции Римана [20],
выражения для D и B через упругие постоянные и
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скорости звука приводятся в Приложении. В предельном
случае низких температур (2/~ωγ)� 1

α
(d)
ph ≈

~
6πρ3ad

|D|2
|B|3

ω4
γτ

c8
· 8.686 dB/cm, (36)

т. е. в проволоке α
(d)
ph ∝ ω4

γ в отличие от закона ω5
γ в

объемном случае [6]. При (2/~ωγ) > 1 удобно исполь-
зовать эквивалентное (35) выражение

α
(d)
ph ≈

~
πρ3ad

|D|2
|B|3

ω4
γ τ

c8

×
{

2

~ωγ

+
∞∑

n=1

B2n

(2n + 2)!

(~ωγ

2

)2n−1
}
· 8.686 dB/cm,

(37)
где B2n — числа Бернулли [20]. Тогда при достаточно
высоких температурах (2/~ωγ)� 1

α
(d)
ph ≈

1
πρ3ad

|D|2
|B|3

ω3
γ2τ

c8
· 8.686 dB/cm, (38)

и степень частотной зависимости понижается до n = 3,
α

(d)
ph ∝ 2, сумма степеней частотной и температурной

зависимостей в (36) и (38) равна четырем.
Приведенные в данном разделе и Приложении фор-

мулы могут быть использованы для оценки фононного
поглощения в проволоке из материала кубической сим-
метрии для разных поперечных размеров при (d/a) ≥ 2.

4. Численные результаты
для фононного поглощения
гиперзвука в прямоугольной
квантовой проволоке GaAs

Рассмотрим поглощение гиперзвука фононами в пря-
моугольной квантовой проволоке GaAs с поперечными
размерами 2a×2d = 28.3×56.6 Å (a) и 50×150 Å (b).
Аппроксимируем дисперсионные кривые 2 рис. 1, a, b
тепловых волн полиномом

~ω1 =
5∑

m=0

amγ
m
1 (39)

с коэффициентами am, зависящими от поперечных
размеров проволоки. Используя (24)−(29), (П1)−(П12),
(39), с помощью численных методов найдем
коэффициент фононного поглощения гиперзвука α(a)

ph (γ)
нижайшей дисперсионной кривой 1 (рис. 1, a, b) по
механизму Ландау−Румера в прямоугольной квантовой
проволоке GaAs при температуре T = 300 K и значениях
упругих постоянных второго и третьего порядков [21]:
c11 = 11.81 · 1011 dyn/cm2, c44 = 5.94 · 1011 dyn/cm2,
c12 = 5.32 · 1011 dyn/cm2, c111 = −6.22 · 1012 dyn/cm2,
c112 = −3.87 · 1012 dyn/cm2, c166 = −2.69 · 1012 dyn/cm2.

На рис. 2, a, b представлены зависимости α
(a)
ph (γ). Вели-

чина α
(a)
ph и отклонение от линейной зависимости α

(a)
ph

от γ при увеличении волнового вектора существенно
определяются квантово-размерными эффектами. На
рис. 2, a, b представлены зависимости по формулам (35)
(или, что равнозначно, по (37)), (П13)−(П18) коэффи-

циента поглощения α(d)
ph (γ) той же моды гиперзвука для

распадного механизма при τ = 2 · 10−10 s, T = 300 K
(кривые 2). Для сравнения с фононным механизмом
поглощения на рис. 2, a, b показаны также рассчитанные
согласно [14] зависимости (кривые 3) коэффициента
электронного поглощения αel(γ) гиперзвука вдоль
оси проволоки в невырожденном n-GaAs при той же
температуре T = 300 K и концентрации электронов
n = 1014 cm−3. Таким образом, при комнатных темпера-
турах в невырожденной проволоке GaAs важную роль
играет фононное поглощение гиперзвука.

Рис. 2. Коэффициент фононного поглощения гиперзвука
нижайшей моды 1 α

(a)
ph (γ) (1), α(d)

ph (γ) (τ = 2 · 10−10 s) (2) и
электронного поглощения αel(γ) (3) в невырожденной кван-
товой проволоке GaAs при T = 300 K. a — 28.3×56.6 Å,
b — 50×150 Å.
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Рис. 3. Температурные зависимости фононного поглоще-
ния гиперзвука нижайшей моды 1 α

(a)
ph (T) (1), α(d)

ph (T) (τ , s:

a — 2 · 10−9, b — 10−8) (2) и электронного погло-
щения αel(T) (3) для вырожденной квантовой проволоки
GaAs. a — 28.3×56.6 Å, b — 50×150 Å. Штрихпунктирные
линии — α

(v)
el (T).

На рис. 3, a, b приведены температурные зависимости
фононного (кривые 1, 2) и электронного [14] (кри-
вые 3) поглощений для вырожденного случая проволоки
GaAs тех же самых размеров при низких температурах
и n = 1.7 · 1018 cm−3, γ = 0.27 · 106 cm−1, τ = 2 · 10−9 s
(рис. 3, a) и n = 1.5 · 1017 cm−3, γ = 0.21 · 106 cm−1,
τ = 10−8 s (рис. 3, b). При определении фононного по-
глощения учтена также зависимость от температуры
упругих постоянных второго порядка [21]. Из рис. 3, a, b
следует, что при 2� ~ωγ α

(d)
ph > α

(a)
ph , т. е. домини-

рует распадный механизм; при T → 0 α
(a)
ph → 0, в то

время как α
(d)
ph 6= 0. Для вырожденного электронного

газа при низких температурах электронный механизм
поглощения гиперзвука конкурирует с фононным рас-

падным механизмом. На рис. 3, a, b штрихпунктирные
линии соответствуют медленным температурным зави-
симостям [1,15] электронного поглощения объемных
(неограниченных) продольных акустических фононов
гиперзвука α(v)

el (T) в массивных кристаллах GaAs. Кроме

того, в рассмотренных условиях α
(a)
ph , αel � α

(v)
el . При

T → 0 αel → 0, тогда как α(v)
el 6= 0.

5. Выводы

1) Фононное поглощение гиперзвука в прямоуголь-
ной квантовой проволоке существенно определяется
квантово-размерными эффектами, что обусловлено ха-
рактерными особенностями гибридных ограниченных
акустических фононов.

2) Полученные спектральные и температурные зави-
симости фононного поглощения гиперзвука нижайшей
моды в прямоугольной квантовой проволоке свидетель-
ствуют об уменьшении поглощения в низкотемператур-
ной области и превосходстве механизма двухфононного
распада при 2� ~ωγ .

3) При достаточно высоких температурах доминирует
фононный механизм поглощения в прямоугольной кван-
товой проволоке GaAs, а при низких температурах сле-
дует учитывать для вырожденной квантовой проволоки
электронное поглощение и двухфононный распад.

Приложение

Bγ =
2
d

{
f 2(k1, d) + 2βg1(k1, k2, d)

+ β2 f 2(k2, d) +
γ2

k2
1

f 1(k1, d)

− 2k2

k1

βg2(k1, k2, d) +
k2

2

γ2
β2 f 1(k2, d)

}
; (П1)

f i (k j , d) = d

[
1− (−1)i ·

sin(2k j d)
2k j d

]
, i , j = 1, 2; (П2)

gi (k1, k2, d) =
sin(k1 − k2)d

k1 − k2

+ (−1)i · sin(k1 + k2)d
k1 + k2

;

(П3)

B(1)
γ1 отличается от Bγ заменой γ → γ1 и c→ c1.

F11 = qnl(3ν̃nl f
(+)
nl − µ̃nl f

(−)
nl ),

F44 =
[
(γ∗i )2ν̃nl + γ∗i ρnlql

]
f (−)

nl ; (П4)

F12 = (γ∗i )2(ν̃nl f
(−)
nl + µ̃nl f

(+)
nl )− 2γ∗i ρnlqn f (+)

nl ; (П5)

F111 = qnl

(
ν̃nl f

(+)
nl −

1
3
µ̃nl f

(−)
nl

)
,

F112 =
[
(γ∗i )2µ̃nl − 2γ∗i ρnlqn

]
f (+)

nl ; (П6)
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F166 =
[
(γ∗i )2ν̃nl + µ̃nlqnl − 2ρnlql

]
f (−)

nl ; (П7)

Q11 = (γ∗i )2(ν̃nl f
(−)
nl − 3µ̃nl f

(+)
nl ),

Q44 = (µ̃nlqnl − γ∗i ρnlql ) f (−)
nl ; (П8)

Q12 =
[
2γ∗i ρnlqn − qnl(ν̃nl − µ̃nl)

]
f (+)

nl ; (П9)

Q111 = (γ∗i )2

(
µ̃nl f

(+)
nl −

1
3
ν̃nl f

(−)
nl

)
,

Q112 = (ν̃nlqnl − 2γ∗i ρnlqn) f (+)
nl ; (П10)

Q166 =
[
(γ∗i )2ν̃nl + qnl µ̃nl − 2γ∗i ρnlql

]
f (−)

nl ; (П11)

где
qnl = qnql , ν̃nl = ν̃nν̃l , µ̃nl = µ̃nµ̃l ,

ρnl = ν̃nµ̃l (n, l = 1, 2),

f (−)
nl = d−1g1(qn, ql , d), f (+)

nl = d−1g2(qn, ql , d); (П12)

величины qn, ν̃n, µ̃n отличаются от kn, νn, µn (n = 1, 2)
заменой γ → γ1, c→ c1 и определяются для моды 2
(рис. 1, a, b) в точках γ∗i (γ, k1,2 � γ∗i , qi ). В (П4)−(П12)
по повторяющимся индексам n, l выполняется суммиро-
вание.

D = (3c11 + c111)D1 + c12(D2 + D3) + c112D3; (П13)

D1 = ν jη j νnlηnl − µµ̃,

D2 = ν jη j µ̃ − µνnlηnl + (µ − ν jµ j )ρ̃,

D3 = µµnlηnl, j , n, l = 1, 2. (П14)

В (П14) имеется в виду суммирование по повторяющим-
ся индексам j , n, l ;

νnl = νnνl , µnl = µnµl , ηnl = ηnηl ; (П15)

µ =
∑

j

µ j , µ̃ =
∑
n,l

µn,l , ρ̃ = 2
∑
n,l

νnµl , ηn; (П16)

ν1 = 1, ν2 = −2η1η
−1
2 (1− η2

2)−1,

µ1 = −η−1
1 , µ2 = −2η1(1− η2

2)−1; (П17)

B = 4
[
η−2

1 + 4(1 + η2
1 − η2

2)(1− η2
2)−2

]
. (П18)
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