
�¨áì¬  ¢ ���, 1997, â®¬ 23, ò 1 12 ï¢ àï

01;03

� áç¥â ¥áâ æ¨® à®© â¥¯«®¯à®¢®¤®áâ¨

¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �ãàì¥ (Fo < 0.001)

c© �.�. �®£¨®¢, �.�. �®à®å®¢, �.�. �¥¯ª¨ 

�®¬áª¨© ¯®«¨â¥å¨ç¥áª¨© ã¨¢¥àá¨â¥â

�®áâã¯¨«® ¢ �¥¤ ªæ¨î 25 ®ªâï¡àï 1996 £.

�®« £ ï, çâ® ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �ãàì¥ â¥¯«®¯¥à¥®á ®¯à¥¤¥«ï¥âáï

â¥¯«®¢®© ¥¬ª®áâìî ¯à®£à¥¢ ¥¬®£® á«®ï â®«é¨®© δ =
√
a · τ , ¯®«ãç¥®

ãà ¢¥¨¥ â¥¬¯¥à âãà®£® ¯®«ï, à¥è¥¨¥ ª®â®à®£® ¢ë¯®«ï¥âáï ¢ ª®-
¥çëå ª¢ ¤à âãà å ¨ ¨¬¥¥â ¤®áâ â®ç® ¯à®áâ®© ¢¨¤. �à®¢¥¤¥® á®¯®-
áâ ¢«¥¨¥ à¥§ã«ìâ â®¢ à áç¥â  ¯® ¯à¥¤«®¦¥®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ á â®çë¬¨

à¥è¥¨ï¬¨ �.�. �ëª®¢ , ¨§ ª®â®àëå á«¥¤ã¥â ¢®§¬®¦®áâì ¯®«ãç¥¨ï

¯à¨¥¬«¥¬®© â®ç®áâ¨ à áç¥â®¢ ¯à¨ Fo < 0.001 ¨ Bi < 20. �à¨ íâ®¬

§ ç¥¨ï ¡¥§à §¬¥à®© â¥¬¯¥à âãàë ¥ § ¢¨áïâ ®â ä®à¬ë â¥«  ¨ à áç¥â

¯® ¯à¥¤« £ ¥¬®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¬®¦® ¢ë¯®«ïâì ¤«ï ¯« áâ¨ë, æ¨«¨¤à 
¨«¨ è à .

� à §«¨çëå â¥å®«®£¨ïå ¨ â¥¨ç¥áª¨å ãáâà®©áâ¢ å ¢á¥ ¡®«ìè¥¥

¯à¨¬¥¥¨¥  å®¤ïâ ¡ëáâà®¯à®â¥ª îé¨¥ â¥¯«®¢ë¥ ¯à®æ¥ááë. �â®
¨¬¯ã«ìáë¥ ¬¥â®¤ë ®¡à ¡®âª¨ â®ª¨å ¯«¥®ª, ¯¥àá¯¥ªâ¨¢ë¥ ª®-
áâàãªæ¨¨ áâàã©ëå ¯à¨â¥à®¢ ¨ â. ¯. �ãé¥áâ¢¥® , çâ® å à ªâ¥àë¥
¢à¥¬¥  â¥¯«®¢®£® ¯à®æ¥áá  ¯à¨ íâ®¬ á®áâ ¢«ïîâ 0.01–1 ¬á. � áç¥â
â¥¯«®¯¥à¥®á  â¥¯«®¯à®¢®¤®áâìî ¯à¨ áâ®«ì ¬ «ëå ¢à¥¬¥ å ¯à®-
¢®¤¨âáï à §«¨çë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨.

�®-¯¥à¢ëå, ç¨á«¥ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨, ¢®-¢â®àëå, à §«¨çë¬¨   -
«¨â¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨ (¬¥â®¤ �ãàì¥, ¬¥â®¤ � ¯« á  ¨ â. ¯.).
� ¦¤ë© ¨§ íâ¨å ¬¥â®¤®¢ ¢ ¯à¨æ¨¯¥ ¯®§¢®«ï¥â ¤®áâ¨£ãâì âà¥¡ã¥-
¬®© â®ç®áâ¨ ¢ëç¨á«¥¨©, ¤¥«® § ª«îç ¥âáï «¨èì ¢ ¢®§¬®¦®áâ¨
¯à ªâ¨ç¥áª®© à¥ «¨§ æ¨¨ ¨ ¤®áâã¯®áâ¨ ¤«ï è¨à®ª®£® ªàã£  ¨¦¥-
¥àëå à ¡®â¨ª®¢.

�¡« áâì ¬ «ëå ç¨á¥« �ãàì¥ (Fo < 0.001), å à ªâ¥à ï

¤«ï ¡ëáâà®¯à®â¥ª îé¨å â¥¯«®¢ëå ¯à®æ¥áá®¢, ï¢«ï¥âáï ¢¥áì¬ 

”¥ã¤®¡®©” ¤«ï ¯à¨¬¥¥¨ï   «¨â¨ç¥áª¨å ¬¥â®¤®¢. � ª,  ¯à¨-
¬¥à, ¢ ¬¥â®¤¥ �ãàì¥ áãé¥áâ¢¥® ¢®§à áâ ¥â ç¨á«® ç«¥®¢ àï¤ ,
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ª®â®àë© ¥®¡å®¤¨¬® ¢ëç¨á«ïâì ¤«ï ¤®áâ¨¦¥¨ï ¯à¨¥¬«¥¬®© áâ¥-
¯¥¨ â®ç®áâ¨. �«®¦® ®¯¥à¨à®¢ âì á ¨â¥£à «®¬ ¢¥à®ïâ®áâ¥© ¢

¬¥â®¤¥ � ¯« á  ¯à¨ ¢ë¯®«¥¨¨ ¯à ªâ¨ç¥áª¨å à áç¥â®¢. �®íâ®¬ã
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ®¯à¥¤¥«¥ë© ¨â¥à¥á  å®¦¤¥¨¥ ®¢ëå ¬¥â®¤®¢

¨ ¯à¨¥¬®¢ à¥è¥¨ï ¥áâ æ¨® àëå § ¤ ç â¥¯«®¯à®¢®¤®áâ¨ ¤«ï

¡ëáâà®¯à®â¥ª îé¨å ¯à®æ¥áá®¢.
�¤¥áì à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯à¨¡«¨¦¥ë© ¬¥â®¤ â ª®£® à áç¥â , ®á-

®¢ ë©   á«¥¤ãîé¨å ¤®¯ãé¥¨ïå.
�¯ëâ ¤¨ £®áâ¨ª¨ â¥¯«®¢®£® à¥¦¨¬  ¯« §¬¥ëå áâàã© [1] ¯®-

§¢®«ï¥â áç¨â âì ¤®áâ â®ç® ®¡®á®¢ ®© ¬¥â®¤¨ªã, ®á®¢ ãî  

¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ â ª  §ë¢ ¥¬ëå ¤ âç¨ª®¢ â¥¯«®¢®£® ¯®â®ª . �à®-
áâ¥©è ï â¥®à¨ï â ª®£® ¤ âç¨ª ,  §ë¢ ¥¬®£® ¥¬ª®áâë¬ ¤ âç¨ª®¬,
®á®¢     ¯à¨¬¥¥¨¨ á®®â®è¥¨ï ¤«ï â¥¯«®¢®£® ¯®â®ª 

q = C · ρ · δ ·
∂T

∂τ
. (1)

�¤¥áì C, ρ — â¥¯«®¥¬ª®áâì ¨ ¯«®â®áâì ¬ â¥à¨ «  ¤ âç¨ª ; δ —
â®«é¨  ¯« áâ¨ë çã¢áâ¢¨â¥«ì®£® í«¥¬¥â  ¤ âç¨ª .

� áá¬®âà¨¬ äã¤ ¬¥â «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ â¥¯«®¯à®¢®¤®áâ¨

ρ ·C ·
∂T

∂τ
= div(q). (2)

�«¥¤ãîé¨© è £ ¢ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¨ ãà ¢¥¨ï (2) § ª«îç ¥âáï

®¡ëç® ¢ â®¬, çâ® ¤«ï â¥¯«®¢®£® ¯®â®ª  ¯à¨¨¬ ¥âáï â ª  §ë¢ ¥-
¬ ï ”£¨¯®â¥§  �ãàì¥”:

q = −λ · grad(T ), (3)

£¤¥ λ — ª®íää¨æ¨¥â â¥¯«®¯à®¢®¤®áâ¨ ¬ â¥à¨ « .
�®¤áâ ¢«ïï (3) ¢ (2), ¯®«ãç ¥¬ ¨§¢¥áâ®¥ ãà ¢¥¨¥ ¥áâ æ¨®-

 à®© â¥¯«®¯à®¢®¤®áâ¨

∂T

∂τ
= a ·

∂2T

∂x2
. (4)

�¤¥áì a = λ/(ρ · C) — â¥¬¯¥à âãà®¯à®¢®¤®áâì â¥« .
�®¦® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® ¤«ï ¬ «ëå ¢à¥¬¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯à ¢-

¤ ë¬ ¯à¨ïâì ¢ ä®à¬ã«¥ (2) ¢ëà ¦¥¨¥ ¤«ï â¥¯«®¢®£® ¯®â®ª  (1).
�®£¤  ¨¬¥¥¬

∂T

∂τ
= δ

∂

∂x

(
∂T

∂τ

)
. (5)
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�¡®§ ç¨¢ Ψ = ∂T
∂τ

¯®«ãç ¥¬ ®¡ëª®¢¥®¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥

ãà ¢¥¨¥ ¤«ï äãªæ¨¨ Ψ, à¥è¥¨¥ ª®â®à®£® ¨¬¥¥â ¢¨¤

Ψ(x, δ) = C1 · exp
(x
δ

)
. (6)

�à¨¬¥¬ ¢ ãà ¢¥¨¨ (6) δ =
√
aτ , â®£¤  ¯à¨ £à ¨ç®¬ ãá«®¢¨¨

âà¥âì¥£® à®¤  ¨  ç «ì®¬ ãá«®¢¨¨ ¯à¨ τ = 0 T = T0 ¯®«ãç¨¬

¢ëà ¦¥¨¥

θ(X,Fo) =
ϑ(x, τ)

ϑ0
=
T (x, τ)− T¦
T0 − T¦

= 1−
exp[(X − 1)/

√
Fo ]

1 + [1/(Bi
√

Fo )]
. (7)

�¤¥áì ®¯à¥¤¥«¥ë ¯ à ¬¥âàë: Fo = aτ
R2 — ç¨á«® �ãàì¥; Bi =

αR
λ

— ç¨á«® �¨®; X = x
R

— ¡¥§à §¬¥à ï ª®®à¤¨ â .

�«ï ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¢®§¬®¦®áâ¨ ¯à¨¬¥¨¬®áâ¨ ¯®«ãç¥®£® ¢ëà -
¦¥¨ï ¤«ï à áç¥â  â¥¬¯¥à âãà®£® ¯®«ï ¯à¨ ¬ «ëå ç¨á« å �ãàì¥

à áç¥â ¯® íâ®¬ã ãà ¢¥¨î á®¯®áâ ¢«ï«áï á à¥è¥¨¥¬, ¯à¨¢¥¤¥ë¬
¢ [2].

�¥§ã«ìâ âë á®¯®áâ ¢«¥¨ï ¤«ï ç¨á«  �ãàì¥ Fo = 0.0003 ¨

à §«¨çëå ç¨á¥« �¨® ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ â ¡«¨æ¥. � ª ¢¨¤®, ¨¬¥¥âáï ¥-
§ ç¨â¥«ì®¥ à §«¨ç¨¥ à áç¥â  ¯® ä®à¬ã«¥ (7) á â®çë¬ à¥è¥¨¥¬,
®¤ ª® ¡®«¥¥ £à®¬®§¤ª¨¬.

�à ªâ¨ç¥áª ï ¯®«ì§  ¯®«ãç¥®£® à¥è¥¨ï § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬,
çâ® ®® ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ãî ®æ¥ªã ¢¥«¨ç¨ë

â¥¯«®¢®£® ¯®â®ª  ¯à¨ ¬ «ëå Fo. �®«ãç ¥¬

q = −λ
∂ϑ

∂x
=

√
λρC

τ

{
ϑ0

[
−θ(X,Fo) + 1

]}
. (8)

�¥âàã¤® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® à¥è¥¨¥ (7) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¥¤¥«ìë¬
á«ãç ï¬: ¯à¨ Fo→ 0 θ(X,Fo)→ 1; ¯à¨ Fo→∞ θ(X,Fo)→ 0.

� â ¡«¨æ¥ ¯à¨¢¥¤¥® áà ¢¥¨¥ à¥§ã«ìâ â®¢ à áç¥â®¢ ¡¥§à §¬¥à-
®© â¥¬¯¥à âãàë ¯® ä®à¬ã«¥ (7) á à áç¥â ¬¨ ([2], á. 209, ä-«  (40)).
� ª ¢¨¤®, ¤® § ç¥¨© ç¨á¥« �¨® Bi = 20 à áç¥â ¯® ¯à¨¡«¨¦¥®©
ä®à¬ã«¥ (7) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¢¯®«¥ ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ìãî â®ç®áâì

à áç¥â . �à¨ç¥¬ íâ®â ¢ë¢®¤ á¯à ¢¥¤«¨¢ ¤«ï ¢á¥å â¥« ª ®¨ç¥áª®©

ä®à¬ë (¯« áâ¨ , è à, æ¨«¨¤à).
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�à ¢¥¨¥ à áç¥â  ¯® ä®à¬ã«¥ (7) á â®çë¬¨ à¥è¥¨ï¬¨ [2]

Bi
�®à¬ã«  (7) � ë¥ [2]

Fo = 0.0003 ¯« áâ¨  æ¨«¨¤à è à

0.1 0.998 0.999 0.999 0.999
0.5 0.991 0.996 0.991 0.991
1 0.983 0.980 0.987 0.981
4 0.935 0.927 0.925 0.926

10 0.852 0.833 0.830 0.831
20 0.743 0.705 0.701 0.703

� «®£¨çë¥ áà ¢¥¨ï ¡ë«¨ á¤¥« ë ¯à¨ ¤àã£¨å ç¨á« å �ãàì¥.
� ª ç¥áâ¢¥ ¢¥àå¥© £à ¨æë ®¡« áâ¨ ¯à¨¬¥¨¬®áâ¨ ¯®«ãç¥®©

ä®à¬ã«ë ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¨ïâ® § ç¥¨¥ Fo 6 0.001.
�áå®¤ï ¨§ ä ªâ  á®£« á¨ï ¯à¨¡«¨¦¥®£® ¨ â®ç®£® à¥è¥¨©

¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®© ®¡« áâ¨ ç¨á¥« �¨® ¨ �ãàì¥, ¬®¦¥¬ á¤¥« âì ¥ª®-
â®àë¥ § ª«îç¥¨ï ¨ ® á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ â¥å ¤®¯ãé¥¨©, ª®â®àë¥ ¡ë«¨
á¤¥« ë ¯à¨ ¢ë¢®¤¥ ¨áå®¤®£® ãà ¢¥¨ï, ¢ à¥§ã«ìâ â¥ à¥è¥¨ï

ª®â®à®£® ¯®«ãç¥  ä®à¬ã«  (7).
�à¨æ¨¯¨ «ìë¬ §¤¥áì, ª®¥ç®, ï¢«ïîâáï ¤¢  ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢ 

— íâ® ”á¯¥æ¨ä¨ç¥áª ï” § ¯¨áì ¢ëà ¦¥¨ï ¤«ï â¥¯«®¢®£® ¯®â®ª  ¢
¢¨¤¥ (1) ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¢ëà ¦¥¨ï ¤«ï ¬ áèâ ¡  δ. �â® ¯®§¢®«ï¥â
á¨§¨âì ¯®àï¤®ª ¯®«ãç ¥¬®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢¥¨ï. � -
«®£¨çë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¨ ¤®¯ãé¥¨ï á¤¥« ë ¢ [3] ¯à¨ à áç¥â¥ â¥-
¯«®¢®£® ¯®â®ª , ®¤ ª® ¯à¨ íâ®¬ ¯®àï¤®ª ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢-
¥¨ï,  ®¡®à®â, ¯®¢ëè¥ ¤® âà¥âì¥© áâ¥¯¥¨ ®â®á¨â¥«ì® â¥¬¯¥-
à âãàë. �®¦® áç¨â âì ¤«ï ¨áá«¥¤ã¥¬®£® ¤¨ ¯ §®  ¡¥§à §¬¥àëå
¯ à ¬¥âà®¢, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¯à®æ¥áá ¥áâ æ¨® à®£® â¥¯«®®¡¬¥ 

â¥¯«®¯à®¢®¤®áâìî, á¤¥« ë¥ ¤®¯ãé¥¨ï ¢¯®«¥ ®¯à ¢¤ ë¬¨.

�¯¨á®ª «¨â¥à âãàë
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