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Решением уравнений Гамильтона получены шесть интегралов движения релятивистского заряда в поле
поперечной линейно поляризованной электромагнитной волны, распространяющейся с произвольной фазовой
скоростью u > c. На их основе в неподвижной системе координат анализируется траектория движения заряда
в зависимости от фазы волны. Координаты, время и фаза связаны эллиптическими функциями.

Известно движение заряда в поле линейно поляри-
зованной волны, распространяющейся с фазовой ско-
ростью u = c в системе отсчета, в которой заряд в
среднем покоится [1,2]. Оно может быть также описано
инвариантами движения, которые известны для этого
случая [3]. В бесстолкновительной плазме u > c, и
представляет интерес обобщение инвариантов для этого
условия. Предположим, что линейно поляризованная
волна задана векторным потенциалом, направленным по
оси X,

Ax = −
cE
ω

sin ξ, ξ = ωt − kz. (1)

Функция Гамильтона релятивистского заряда в элек-
тромагнитном поле имеет вид [4]

ε =

√
m2c4 + c2

(
P̄−

e
c
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откуда получим систему канонических уравнений
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1) Интегрируя первое и второе уравнения (4), полу-
чим

px −
eE
ω

sin ξ = Ψ1, py = Ψ2. (5)

Первое уравнение (4) умножим на скорость
Vx = dx/dt из (3), после привлечения других уравнений
(4) и интегрирования получим

ε − upz = Ψ3. (6)

Приведенные интегралы хорошо известны [5,6].

2) Из интеграла Ψ3 выразим продольный импульс

pz =
−uΨ3 +

√
c2Ψ2

3 + (u2 − c2)(m2c4 + c2 p2
⊥(ξ))

u2 − c2
,

p2
⊥ = p2

x + p2
y. (7)

Знак ”+” перед корнем выбирается в соответствии с
пределом для u → c. Подставим в третье уравнение
(4) вычисленную производную dpz/dt, причем p2

⊥(ξ)
выразим через интегралы Ψ1, Ψ2. После интегрирования
имеем
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0

c2(Ψ1 + (eE/ω) sin ξ)dξ√
c2Ψ2

3+(u2−c2)[m2c4+c2Ψ2
2+c2(Ψ1+(eE/ω) sin ξ)2]

= kx+ Ψ4. (8)

Интеграл Ψ3 разделим на энергию ε, откуда
ε = Ψ3/(1 − uVz/c2). Из второго уравнения (3)
ε = pyc2/Vy. Приравнивая энергии и интегрируя,
получим

yΨ3 = Ψ2c2
(

t − u
z
c2

)
+ Ψ5. (9)

Из определения фазы следует dξ/ωdt = 1 − pzc2/uε
или dξ/ω(1 − pzc2/uε) = dt. В левую часть подставим
энергию ε = Ψ3 + upz, pz выразим через поперечный
импульс p⊥(ξ), как ранее, тогда
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 dξ= t+Ψ6.

(10)

122



Инварианты движения заряда в поле линейно поляризованной волны 123

Зависимость продольного импульса, координаты и времени от фазы: 1–3 — Ψ1 = Ψ2 = mc.
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3) Инварианты Ψ4 и Ψ6 содержат эллиптические
интегралы. Левая часть (8) с использованием извест-
ных подстановок [7] выражается через эллиптические
интегралы первого, третьего рода и арксинусы. Из вида
интеграла Ψ4 следует, что вдоль оси X заряд имеет
постоянную составляющую импульса, связанную с ин-
вариантом Ψ1, и наложенные осцилляции, вызванные
переменным полем. Причем рост амплитуды осцилляций
замедляется с увеличением напряженности поля волны.
Изменение координаты X и амплитуда осцилляций тем
меньше, чем больше отличается фазовая скорость волны
от скорости света в вакууме.

В пределе u = c в Ψ5 образуется величина ξ/ω, про-
порциональная фазе волны [3], где слагаемое с продоль-
ной координатой z определяет запаздывание. Если u 6= c,
то отмеченное слагаемое теряет смысл запаздывания, так
как последнее должно быть обратно пропорционально
фазовой скорости волны u. Инвариант Ψ6 содержит эл-
липтический интеграл первого рода и позволяет связать
фазу и время. Из выражения (7) следует, что продольный
импульс в общем случае имеет постоянную составляю-
щую и осцилляции с частотами ω и 2ω. Преобладание
одной из частот зависит от соотношения начального
импульса Ψ1 и величины eE/ω. Для больших импульсов
Ψ1 влияние электрической составляющей поля волны
на скорость Vx мало́, в переменную составляющую pz

дает вклад только изменяющееся магнитное поле, и
преобладает частота ω. В случае малого импульса
Ψ1 дополнительно проявляется действие электрической
составляющей, изменяющей скорость в силе Лоренца, и
в спектре увеличивается амплитуда частотной составля-
ющей 2ω.

На рисунке приведены зависимости от фазы ξ для pz,
kx+ Ψ4, t + Ψ6 при значениях Ψ3 = mc2, eE/ω = mc/2,
k ≈ 0.02 rad/cm, ω = 109 rad/s, фазовых скоростей на
кривых 1, 4 u = 1.05 s, на кривой 2 u = 1.2 s, на
кривых 3, 5 u = 1.5 s, m и e — масса и заряд электрона.
Полученные соотношения могут быть применены к ана-
лизу возбуждения лонгмюровских волн импульсами по-
перечных электромагнитных волн, который в настоящее
время проведен на основе релятивистской гидродинами-
ки, преимущественно в одномерном случае [8].
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