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Получены выражения для силы и скорости термофоретического движения сферической капли в вязкой
жидкости при произвольных перепадах температуры между поверхностью частицы и областью вдали от нее
с учетом зависимости вязкости от температуры, представленной в виде экспоненциально-степенного ряда.

Постановка задачи

Термофоретическое движение капли возникает во
внешнем заданном поле градиента температуры относи-
тельно неподвижной жидкости. Под действием термока-
пиллярной силы и силы вязкого сопротивления среды
капля приобретает постоянную скорость — скорость
термофореза. Это движение в общем случае связано
с возникновением касательных напряжений на поверх-
ности капли за счет изменения коэффициента поверх-
ностного натяжения σ с температурой T (эффект Ма-
рангони [1,2]) и с тепловым скольжением окружающей
среды вдоль поверхности частицы Kts. В работе [3]
коэффициент теплового скольжения определен для ряда
жидкостей (например, для капель ртути, движущихся
в воде Ke

ts = Ke
ts = 0.13; для капель ртути, движущихся

в глицерине Ke
ts = Ke

ts = 2.5 · 10−5). Здесь и далее
индексы e и i будем относить соответственно к вязкой
жидкости и частце; индексом ∞ обозначены параметры
жидкости вдали от капли, а индексом s — значения
физических величин, взятых при средней температуре
поверхности частицы, равной Ts. Заметим, что до на-
стоящего времени пока удалось рассчитать с разумной
степенью точности коэффициент теплового скольжения
для газов [4]. Это связано с отсутствием строгой мате-
матической теории неоднородных жидкостей.
Рассматривается установившееся движение нагретой

капли вязкой несжимаемой жидкости в другой, не
смешивающейся с ней вязкой несжимаемой жидкости,
заполняющей все пространство. Под нагретой частицей
понимают частицу, средняя температура поверхности
которой по величине значительно превышает темпе-
ратуру окружающей среды. Нагрев поверхности капли
может быть обусловлен, например, протеканием объ-
емной химической реакции, процессом радиоактивного
распада вещества частицы; поглощением электромаг-
нитного излучения и т. д. Нагретая поверхность капли
оказывает значительное влияние на теплофизические
характеристики окружающей среды и тем самым су-
щественно может повлиять на распределение полей
скорости и давления в ее окрестности. На бесконечности
жидкость покоится и имеется заданный постоянный
градиент температуры. Предполагается, что плотности,

теплопроводности, теплоемкости жидкостей вне и вну-
три капли постоянны, коэффициент вязкости капли
по величине больше коэффициента вязкости внешней
жидкости, коэффициент поверхностного натяжения —
произвольная функция температуры, движение капли
достаточно медленное (малые числа Пекле и Рейнольд-
са) и она сохраняет сферическую форму (искажение
сферической формы будет рассмотрено ниже).
В отличие от изученного ранее [1–8] в работе

рассматривается термофоретическое движение сфериче-
ской капли при произвольных перепадах температуры
между поверхностью частицы и областью вдали от нее.
В уравнении гидродинамики принимается во внимание
зависимость вязкости от температуры, представленная
в виде экспоненциально-степенного ряда, а в уравнении
теплопроводности учитываются конвективные члены.
В [9,10] для гидродинамической задачи, а в [11] для

тепловой показано, что вдали от сферы инерционные
и конвективные члены становятся одного порядка с
членами молекулярного переноса, поэтому обычный
метод разложения по малому параметру дает известную
погрешность, так как уже во втором приближении не
позволяет строго удовлетворить граничным условиям
на бесконечности и получить точное единое решение,
однородно справедливое для всей области течения.
В работе [12] показано, что нагрев поверхности капли

и учет движения среды существенно влияют на ее силу
сопротивления. Целью данной работы является изучение
влияния движения среды на величину силы и скорости
термофореза нагретой капли при произвольных перепа-
дах температуры в ее окрестности в заданном внешнем
поле градиента температуры.
Из всех параметров переноса жидкости только коэф-

фициент вязкости сильно зависит от температуры [13].
Для учета зависимости вязкости от температуры вос-
пользуемся формулой (1), которая позволяет описывать
изменение вязкости в широком интервале температур
с любой необходимой точностью (при Fn = 0 эту
формулу можно свести к известному соотношению Рей-
нольдса [13])

µe = µ∞

[
1+

∞∑
n=1

Fn

( Te

T∞
−1
)n
]
exp

{
−A
( Te

T∞
−1
)}

. (1)
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Таблица 1.

Глицерин: A = 17.29, F1 = −1.228, F2 = 7.022, T∞ = 303K

T, ◦C µcal, Pa · s µexp, Pa · s |µexp − µexp|
µexp

100%

30 0.600000 0.600 0.00
40 0.327979 0.330 0.61
50 0.182001 0.180 1.11
60 0.102619 0.102 0.60
70 0.058797 0.059 0.34
80 0.034212 0.035 2.25
90 0.020189 0.021 3.86

Пр име ч а н и е. µcal — динамическая вязкость, рассчитанная по фор-
муле (1); µexp — экспериментальное значение.

Таблица 2.

Вода: A = 5.779, F1 = −2.318, F2 = 9.118, T∞ = 273K

T, ◦C µcal, Pa · s µexp, Pa · s |µexp − µexp|
µexp

100%

0 0.0017525 0.0017525 0.00
10 0.0013151 0.0012992 1.22
20 0.0010089 0.0010015 0.74
30 0.0007943 0.0007971 0.35
40 0.0006433 0.0006513 1.22
50 0.0005359 0.0005441 1.51
60 0.0004581 0.0004630 1.06
70 0.0004002 0.0004005 0.07
80 0.0003556 0.0003509 1.35
90 0.0003199 0.0003113 2.76

Известно, что вязкость жидкости уменьшается с тем-
пературой по экспоненциальному закону [13]. Анализ
имеющихся полуэмпирических формул показал, что
выражение (1) позволяет наилучшим образом описать
изменение вязкости в широком интервале температур
с любой необходимой точностью. Без учета коэффи-
циентов Fn относительная погрешность может соста-
вить до 40%. Для иллюстрации в табл. 1, 2 приведены
значения Fn для двух жидкостей: глицерина и воды.
Относительная погрешность не превышает 3%. Коэффи-
циенты Fn рассчитывались с помощью математического
пакета Maple V.
Выберем начало неподвижной системы координат в

мгновенном положении центра сферической капли ра-
диуса R. Будем предполагать, что капля движется с
постоянной скоростью U в отрицательном направлении
оси OZ. Распределения скорости и давления должны
быть симметричными относительно оси, проходящей
через центр капли и параллельной вектору скорости U.
В рамках сформулированных допущений в сферической
системе координат уравнения и граничные условия для
скорости и температуры запишутся в виде [14,15]

∇Pe = µe1Ue + 2(∇µe∇)Ue + [∇µe rotUe], divUe = 0,
(2)

µi1Ui = ∇Pi , divUi = 0, (3)

ρece(Ue∇)Te = λe1Te, (4)

ρi ci (Ui∇)Ti = λi1Ti + qi , (5)

r = R, Te = Ti , λe
∂Te

∂r
= λi

∂Ti

∂r
,

Ue
r = Ui

r = −U cos2,

Ue
2 −Ui

2 = Ke
ts

νe

RTe

∂Te

∂2
− Ki

ts
νi

RTi

∂Ti

∂2
(ν = µ/ρ), (6)

µe

[
r
∂

∂r

(
Ue
2

r

)
+

1
r
∂Ue

r

∂2

]
− 1

r
∂σ

∂Ti

∂Ti

∂2

= µi

[
r
∂

∂r

(
Ui
2

r

)
+

1
r
∂Ui

r

∂2

]
,

r → ∞, Ue → 0, Pe → P∞,

Te → T∞ + |∇T|r cos2, (7)

r → 0, |Ui | 6= ∞, Pi 6= ∞, Ti 6= ∞. (8)

Здесь qi (r, 2) — плотность тепловых источников, неод-
нородно распределенных в объеме капли. В частности,
если нагрев капли происходит за счет поглощения элек-
тромагнитного излучения, то степень неоднородности
зависит от оптических констант материала вещества
капли (mi = ni + ia i , mi , ni и ai — комплексный показа-
тель преломления, показатель преломления и показатель
поглощения вещества капли) и параметра дифракции
xd = 2πR/λ (λ — длина волны). Выражение для плот-
ности энергии излучения в капле, трансформируемой
в тепло, можно представить в виде [16]

qi =
4πRni ai

ne
IBi ,

где I — интенсивность падающего излучения; Bk —
функция координат, рассчитываемая по теории Ми.
В [16] приведены результаты численных расчетов

распределения величины Bk для капель воды. Расчеты
показали, что неоднородность распределения поглощен-
ной в капле энергии увеличивается с увеличением
ее радиуса, с уменьшением коэффициента поглощения
и наибольшая неоднородность поглощенной энергии
имеет место в направлении распространения излучения.
В граничных условиях (6) на поверхности (r = R)

капли учтены условие непроницаемости для нормальных
компонентов скоростей, равенство температур, непре-
рывность потоков тепла, равенство касательных скоро-
стей для внутренней и внешней среды и непрерывность
касательных составляющих тензора напряжений.
На большом расстоянии от капли (r → ∞) справед-

ливы граничные условия (7), а конечность физических
величин, характеризующих частицу при r → 0, учтена
в (8).
Определяющими параметрами в задаче являются ма-

териальные постоянные ρe, µ∞, λe, ce и сохраняющиеся
в процессе движения сферической капли R, |∇T|, T∞
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и U . Из этих параметров можно составить три безраз-
мерные комбинации: ε = R|∇T|/T∞ � 1, характеризую-
щая перепад температуры на размере частицы, и числа
Рейнольдса и Пекле.
Обезразмерим уравнения (2)–(5) и граничные усло-

вия (6)–(8), вводя безразмерные скорость, температуру
и давление следующим образом: Vk = Uk/U , tk = Tk/T∞,
pk = Pk/P∞ (P∞ = (µ∞U)/R, k = e, i ). Здесь в ка-
честве единицы изменения расстояния выбран радиус
капли R, температуры T∞, давления P∞ и скорости U ,
где U ∼ |µ∞|∇T||/(ρeT∞).

При ε � 1 решение уравнений гидродинамики и теп-
лопереноса следует искать в виде

V = V(0) + εV(1) + . . . ,

p = p(0) + εp(1) + . . . , t = t(0) + εt(1) + . . . . (9)

Вид граничных условий (6)–(8) указывает на то, что
выражение для компонент скорости Vr и V2 ищется
в виде разложения по полиномам Лежандра и Геген-
бауэра. Сила, действующая на частицу, определяется ин-
тегрированием тензора напряжений по ее поверхности.
Учитывая свойства полиномов Лежандра и Гегенбауэра,
можно принять, что величина этой силы определяется
первыми членами разложений, поэтому можем записать

Vr = G(y) cos2, V2 = −g(y) sin2, (10)

где G(y) и g(y) — произвольные функции, зависящие от
обезразмеренной радиальной координаты y = r /R.
При исследовании движения неравномерно нагретых

капель в вязкой среде во внешнем постоянном поле
градиента температуры необходимо учитывать наряду
с зависимостью коэффициента динамической вязкости от
температуры и зависимость коэффициента поверхност-
ного натяжения от температуры. Это связано с неод-
нородностью распределения плотности тепловых источ-
ников qi в объеме капли. В работе использовался про-
извольный вид зависимости коэффициент поверхностно-
го натяжения от температуры. Кроме этого, впервые
предпринята попытка учесть влияние движения среды
на силу и скорость термокапиллярного дрейфа нагретой
капли в вязкой жидкости. Поэтому полученные в конеч-
ном итоге формулы носят наиболее общий характер и
справедливы при любых перепадах температуры между
поверхностью частицы и областью вдали от нее.

Поля температур вне и внутри нагретой
капли

При нахождении силы, действующей на неравномерно
нагретую каплю, и скорости ее движения мы огра-
ничимся поправками первого порядка малости. Чтобы
их найти, нужно знать поля температур вне и внутри
капли. Для этого необходимо решить уравнения (4), (5)
с соответствующими граничными условиями. Уравнения
теплопроводности в обезразмеренном виде равны

εPr∞(Ve∇)te = 1te, (11)

εPr∞β(Vi∇)ti + Q = 1ti , (12)

y = 1, ti = te, λe
∂te
∂y

= λi
∂ti
∂y
,

y → ∞, te → 1 + εy cos2, (13)

y → 0, ti < ∞.

Здесь Pr∞ = µ∞ce/λe — число Прандтля; β = χe/χi ,
χ — коэффициент температуропроводности; Q =
= −qi R2/(λi T∞). Подставляя (9) в уравнения (11), (12),
получаем следующую систему уравнений до первого
порядка малости включительно: нулевое приближение
(ε = 0)

1t(0)e = 0, (14)

1t(0)i = Q0, (15)

y = 1, t(0)e = t(0)i , λe
∂t(0)e

∂y
= λi

∂t(0)i

∂y
,

y → ∞, t(0)e → 1,

y → 0, t(0)i < ∞.

первое приближение (∼ ε)

Pr∞

(
Ve

r
∂t(0)e

∂y
+

Ve
2

y
∂t(0)e

∂2

)
= 1t(1)e , (16)

Pr∞β

(
Ve

r
∂t(0)e

∂y
+

Ve
2

y
∂t(0)e

∂2

)
+ Q1 = 1t(1)i , (17)

y = 1, t(1)i = t(1)e , λi
∂t(1)i

∂y
= λe

∂t(1)e

∂y
,

y → ∞, t(1)e → y cos2,

y → 0, t(1)i < ∞.

При получении уравнения, описывающего распределе-
ние температуры внутри капли, предполагалось, что

−
∞∑

n=0

qi (r, 2)
R2

λi T∞
=

∞∑
n=0

εnQnPn(x),

где

Qn = − R2

T∞
2n + 1
2λi

+1∫
−1

qi (r, 2)Pn(x)dx, x = cos2.

Найдем нулевые приближения. Общие решения урав-
нений (14), (15) имеют вид

t(0)e (y) = 1 +
γ

y
+

∞∑
n=1

0n

yn+1
Pn(x), (18)
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t(0)i (y) = B0 +
1

4πRT∞λi y

∫
V

qi dV +

y∫
1

ψ0

y
dy− 1

y

y∫
1

ψ0dy,

(19)
где

ψ0 = − R2

2λi T∞
y2

+1∫
−1

qi (r, 2)dx.

В (19) интегрирование ведется по всему объему кап-
ли. Постоянные интегрирования γ , 0n и B0 определяются
при подстановке (18), (19) в соответствующее граничное
условие. После подстановки получаем

γ = ts − 1, B0 = 1 +
(
1− λe

λi

)
γ,

0n = 0 при n ≥ 1, ts = Ts/T∞, Ts — средняя температура
поверхности капли, определяемая формулой (10):

Ts

T∞
= 1 +

1
4πRλeT∞

∫
V

qi dV. (20)

В (20) интегрирование также ведется по всему объему
капли.
При λe < λi в коэффициенте динамической вязкости

можно пренебречь зависимостью по углу 2 в системе
капля–жидкая среда и считать, что вязкость зависит
только от температуры t(0)e (y), т. е. µe(te) = µe(t

(0)
e ).

С учетом этого выражение (1) принимает вид

µe = µ∞ exp
{
−A

γ

y

}[
1 +

∞∑
n=1

Fn
γn

yn

]
. (21)

Формула (21) в дальнейшем используется при на-
хождении полей скорости и давления в окрестности
нагретой капли.
Найдем первые приближения. Подставляя (18), (19) в

(16), (17), получаем

−ω Ve
r

y2
= 1t(1)e , (22)

Pr∞β
Vi

r

y2

( y∫
1

ψ0dy − γ
λe

λi

)
+ Q1 cos2 = 1t(1)i , (23)

где ω = Pr∞γ .
Из (22), (23) видим: чтобы найти t(1)e , t(1)i , необходимо

сначала определить поле скорости вне и внутри капли,
т. е. решить гидродинамическую задачу.

Определение силы сопротивления

Подставляя (22) в уравнения гидродинамики, учиты-
вая (10), разделяя переменные, получаем уравнение,
аналогичное [17]. В итоге имеем следующие выражения

для компонент массовой скорости и давления, удовле-
творяющие краевым условиям (7), (8):

Ve
r (y, 2) = cos2(A1G1 + A2G2),

Ve
2(y, 2) = − sin2(A1G3 + A2G4),

pe(y, 2) = 1 + ηe cos2(A1G5 + A2G6), (24)

Vi
r (y, 2) = cos2(A3 + A4y

2),

Vi
2(y, 2) = − sin2(A3 + 2A4y

2),

pi (y, 2) = p0i + 10ηi cos2y2A4, η = µ/µ∞, (25)

где

G1 = − 1
y3

∞∑
n=0

1
(1)
n

(n + 3)yn
, G2 = −1

y

∞∑
n=0

1
(2)
n

(n + 1)yn

− α

y3

∞∑
n=0

[
(n + 3) ln

1
y
− 1

]
1

(1)
n

(n + 3)2yn
,

G3 = G1 +
y
2

GI
1,

G5 =
y2

2
GIII

1 + y

(
3 +

1
2

∞∑
n=0

sn
γn

yn

)
GII

1

+
(
2 +

∞∑
n=0

sn
γn

yn

)
GI

1, G4 = G2 +
y
2

GI
2,

G6 =
y2

2
GIII

2 + y

(
3 +

1
2

∞∑
n=0

sn
γn

yn

)
GII

2

+
(
2 +

∞∑
n=0

sn
γn

yn

)
GI

2, (26)

sn = AFn−1 − nFn −
n∑

k=1
sn−kFk, F0 = 1, Fn при n < 0

равны нулю. В (26) GI
k, GII

k и GIII
k — первая, вторая и

третья производные по y от соответствующих функций
(k = 1, 2).
Значения коэффициентов 1

(1)
n и 1

(2)
n находятся с по-

мощью следующих рекуррентных соотношений:

1(1)
n = − 1

n(n + 5)

n∑
k=1

[(n + 4− k)

× {α(1)
k (n+5−k)− α

(2)
k }+ α

(3)
k ]γk1

(1)
n−k (n≥1), (27)

1(2)
n = − 1

(n + 3)(n− 2)

[
−6α(4)

n γn +
n∑

k=1

{(n + 2− k)

× [(n + 3− k)α(1)
k − α

(2)
k ] + α

(3)
k }γk1

(2)
n−k

+α

n∑
k=0

{(2n+5−2k)α(1)
k −α(2)

k }γk1
(1)
n−k−2

]
(n ≥ 3).

(28)
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При вычислении коэффициентов 1(1)
n и 1(2)

n по форму-
лам (27), (28) необходимо учитывать, что

1
(1)
0 = −3, 1

(2)
0 = −1, 1

(2)
2 = 1, α

(1)
0 = α

(4)
0 = 1,

α
(2)
0 = 4, α

(3)
0 = −4, α(1)

n = Fn,

α(2)
n = (4− n)Fn + AFn−1, α(4)

n = An/n!,

α(3)
n = 2AFn−1 − 2(2 + n)Fn,

1
(2)
1 = −γ[6α(4)

1 + 2(3α(1)
1 − α

(2)
1 ) + α

(3)
1 ],

α =
γ

15

{−6γα(4)
2 +

[
3(4α(1)

1 − α
(2)
1 ) + α

(3)
1

]
1

(2)
1

− [2(3α(1)
2 − α

(2)
2 ) + α

(3)
2

]
γ
}
.

Подставляя (24) в (22), имеем следующее уравнение
для функции t(1)e :

1t(1)e = − ω

y2
G(y) cos2. (29)

Здесь G(y) = A1G1+A2G2. Решение для t(1)e ищем в виде

t(1)e = τe(y) cos2. (30)

Подставляя (30) в (29), убеждаемся, что переменные
разделяются и для t(1)e получаем уравнение

d2τe

dy2
+

2
y

dτe

dy
− 2

y2
τe = − ω

y2
G. (31)

Общее решение уравнения (31), удовлетворяющее
краевому условию при y → ∞, имеет вид

t(1)e (y, 2) =
{
0

y2
+ y + ω

2∑
k=1

Akτk

}
cos2, (32)

где

τ1(y) =
1
y3

∞∑
n=0

1
(1)
n

(n + 1)(n + 3)(n + 4)yn
,

τ2(y) = −1
y

{
−1
2

+
1

(2)
1

6y
ln y −

∞∑
n=2

1
(2)
n

(n2 − 1)(n + 2)yn

− α

y2

∞∑
n=0

[
(n + 1)(n + 3)(n + 4) ln

1
y
−(3n2+ 16n +19)

]

× 1
(1)
n

(n + 1)2(n + 3)2(n + 4)2yn

}
.

Решение для t(1)i ищем в виде

t(1)i = τi (y) cos2. (33)

Подставляя (33) в (23), имеем следующее уравнение
для функции t(1)i :

Pr∞β
Vi

r

y2

( y∫
1

ψ0dy− γ
λe

λi

)
+ Q1 cos2

=
d2τi

dy2
+

2
y

dτi

dy
− 2

y2
τi . (34)

Общее решение уравнения (34), удовлетворяющее
краевому условию при y → 0, имеет вид

t(1)i = cos2

[
By +

C
y2

+ ω
βλe

2λi

(
A3 − A4

2
y2

)

+
1
3

{
y

y∫
1

ψ1

y2
dy − 1

y2

y∫
1

ψ1ydy

}

+
1
3

{
y

y∫
1

�

(
A4 +

A3

y2

)
dy− 1

y2

y∫
1

�(A3y + A4y
3)dy

}]
,

(35)
где

ψ1 = − 3R2

2λi T∞
y2

+1∫
−1

qi xdx,

C =
RJ

3T∞λi
− ω

6
βλe

λi

(
A3 +

A4

2

)
, V =

4
3
πR3,

J =
1
V

∫
V

qi zdV, � = Pr∞β

y∫
1

ψ0dy,

z = r cos2,
∫
V

qi zdV

— дипольный момент плотности тепловых источников.
Постоянные интегрирования 0, B определяются из

граничных условий на поверхности (равенство темпера-
тур и потоков тепла). В частности,

0 = −1
δ

(
1− λe

λi

)
+

RJ
λi δT∞

− ω

δ

[
A1

(
τ1 − λe

λi
τ I
1

)
+ A2

(
τ2 − λe

λi
τ I
2

)]
,

где δ = 1 + 2(λe/λi ), τ I
1 , τ

I
2 — первая производная по y

от функций τ1, τ2.
Таким образом, в первом приближении по ε нами

определены поля температур вне и внутри капли. Сле-
довательно, можно, используя граничные условия на
поверхности частицы для компонентов скоростей, найти
постоянные интегрирования A1, A2, A3 и A4, входящие
в выражения (24), (25).
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Приведем явный вид коэффициента A2, поскольку, как
будет показано ниже, именно через этот коэффициент
выражается общая сила, действующая на каплю,

A2 = − 1
1

(
N3 +

µe

3µi
N4

)

− ε
2G1

3U1

[
3
λe

δλi
+

RJ
δT∞λi

− ω

δ

λe

λi

2τ1 + τ I
1

G1

]

×
(

Ke
ts
νs

e

ts
− Ki

ts
νs

i

ts
+

R
3µs

i

∂σ

∂ti

)
,

где

1 = N1 +
µe

3µi
N2 +

2
3µ∞

ρeR
ω

δ

λe

λi
[G182 − G281]

×
(

Ke
ts
νs

e

tsR
− Ki

ts
νs

i

tsR
+

1
3µs

i

∂σ

∂ti

)
,

8k = 2τk + τ I
k (k = 1, 2).

Сила, действующая на каплю, определяется интегри-
рованием тензора напряжений по ее поверхности [18]
и равна

F =
∮
S

{−Pe cos2+ σ e
rr cos2

− σ e
r2 sin2

}
r 2 sin2d2dϕ

∣∣
y=1

. (36)

Здесь

σ e
rr = 2µe

∂Ue
r

∂r
, σ e

r2 = µe

(
∂Ue

2

∂r
+

1
r
∂Ue

r

∂2
− Ue

2

r

)
.

Подставляя в (36) выражения (24), после интегриро-
вания получаем

F = 4πRµ∞UA2 exp{−Aγ}. (37)

С учетом явного вида коэффициента A2 полная сила,
действующая на нагретую каплю во внешнем заданном
поле градиента температуры, будет аддитивно склады-
ваться из силы вязкого сопротивления среды Fµ, тер-
мофоретической силы Fth, силы Fq, пропорциональной
дипольному моменту плотности тепловых источников,
неоднородно распределенных в объеме капли, и силы Fd,
обусловленной движением среды (т. е. учета конвектив-
ных членов в уравнении теплопроводности),

F = Fµ + εF(1), F(1) = Fth + Fq + Fd, (38)

где Fµ = −6πRµ∞U f µnz, Fth = −6πRµ∞ f thnz,
Fq = −6πRµ∞ f qJnz, Fd = −6πRµ∞ f mnz .
Значения коэффициентов f µ, tth, f q и f m могут быть

оценены из следующих выражений:

f µ =
2
31

[
N3 +

µs
e

3µs
i

N4

]
exp{−Aγ},

f th =
4G1

31R
λs

e

λs
i δ

(
Ke

ts
νs

e

ts
− Ki

ts
νs

i

ts
+

R
3µs

i

∂σ

∂ti

)
exp{−Aγ},

f q =
4
91

G1

λs
i T∞δ

(
Ke

ts
νs

e

ts
− Ki

ts
νs

i

ts
+

R
3µs

i

∂σ

∂ti

)
exp{−Aγ},

f m = − 4
91R

ω

δ

λs
e

λs
i

[2τ1 + τ I
1 ]

×
(

Ke
ts
νs

e

ts
− Ki

ts
νs

i

ts
+

R
3µs

i

∂σ

∂ti

)
exp{−Aγ}.

При оценке коэффициентов f µ, tth, f q и f m необхо-
димо учитывать, что индексом s обозначены значения
физических величин, взятые при средней температу-
ре поверхности капли Ts, которая определяется по
формуле (20); функции N1,N2,N3,N4, τ1, τ2, τ

I
1 , τ

I
2 ,G1

и G2 берутся при y = 1 (N4 = 2GI
1 + GII

1 , N3 = −GI
1,

N2 = [G2(2GI
1+GII

1 )−G1(2GI
2+GII

2 )], N1 = G1GI
2−G2GI

1).
Приравнивая полную силу к нулю, получаем выраже-

ние для скорости упорядоченного движения капли во
внешнем заданном поле градиента температуры

U = −εU (1)nz, U (1) = Uth + Uq + Ud, (39)

где Uth = hth, Uq = hqJ, Ud = hm (hth = f th/ f µ ,
hq = f q/ f µ , hm = f m/ f µ).

В случае, когда величина нагрева поверхности капли
достаточно мала, т. е. средняя температура поверхно-
сти капли незначительно отличается от температуры
окружающей среды на бесконечности (γ → 0), за-
висимостью коэффициента вязкости от температуры
можно пренебречь и тогда G1 = 1, GI

1 = −3, GII
1 = 12,

G2 = 1, GI
2 = −1, GII

2 = 2, N1 = 2, N2 = 6, N3 = 3,
N4 = 6, τ1 = −1/4, τ I

1 = 3/4, τ2 = 1/2 и τ I
2 = −1/2. Фор-

мулы (38), (39) переходят в известные в литературе
выражения [1–6].
Формулы (38), (39) позволяют при известном рас-

пределении по объему нагретой капли тепловых ис-
точников учесть влияние движения среды на величину
силы сопротивления, действующей на каплю, а также
нагрев поверхности частицы на термокапиллярную силу
и скорость при произвольных перепадах температуры
между поверхностью частицы и областью вдали от нее,
а также экспоненциальный вид зависимости вязкости от
температуры во внешнем постоянном поле градиента
температуры. Полученные выше формулы (38), (39)
носят наиболее общий характер.
Из этих формул видно, что на величину и направ-

ление силы F(1) и скорости U(1) оказывают влияние
и направление дипольного момента плотности тепловых
источников

∫
V

qi zdV. Если, например, нагрев поверхно-

сти капли происходит за счет поглощения электромаг-
нитного излучения, то дипольный момент может быть
как отрицательным (бо́льшая часть тепловой энергии
выделяется в той части частицы, которая обращена
к потоку излучения), так и положительным (бо́льшая
часть тепловой энергии выделяется в теневой части
частицы). Это зависит от оптических свойств капли.
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Зависимости функции ϕ, ϕ∗ от средней температуры поверх-
ности Ts.

Учитывая, что величина поверхностного натяжения для
большинства жидкостей уменьшается с температурой,
т. е. ∂σ/∂ti < 0, а величина же

∫
V

qi zdV может быть как

положительной, так и отрицательной, то будет меняться
и величина и направление силы F(1) и скорости U(1).
Кроме того, из полученных формул вытекает, что

сила F(1) и скорость U(1) существенно зависят и от
теплопроводности капли. При λi , стремящимся к бес-
конечности, F(1) и U(1) при фиксированной величине
дипольного момента плотности тепловых источников
стремятся к нулю.
В пределе при µi → ∞ полученные выше формулы

могут быть использованы для оценки силы и скорости
движения твердой неравномерно нагретой сферической
частицы в вязкой жидкости, в которой поддерживается
постоянный градиент температуры.
Для иллюстрации вклада нагрева поверхности капли

в скорость ее дрейфа на рисунке приведены кривые,
связывающие значения функции ϕ = hth/hth|Ts=273 K

со средней температурой поверхности капли Ts. Чис-
ленные оценки проводились для капель ртути, взве-
шенных в воде при T∞ = 273K, R = 15µm
(∂σ/∂T = −2 · 10−4 N/mK, Pr∞ = 12.99). Значение
функции ϕ∗ оценивалось по формуле (39) при малых
относительных перепадах температуры (γ → 0), но
коэффициенты молекулярного переноса брались при
средней температуре поверхности капли Ts.
Чтобы оценить, какой вклад движение среды вносит

в термокапиллярный дрейф капли, необходимо кон-
кретизировать природу тепловых источников. В этом
случае можно найти выражение для дипольного мо-
мента плотности тепловых источников. Для качествен-
ного анализа мы рассмотрим самый простой случай.
Будем предполагать, что нагрев частицы происходит за
счет поглощения электромагнитного излучения и капля
поглощает излучение как черное тело. Когда частица
поглощает излучение как черное тело, поглощение из-
лучения происходит в тонком слое толщиной δR � R,

прилегающем к нагреваемой части поверхности части-
цы. При этом плотность тепловых источников внутри
слоя толщиной δR определяется с помощью следующей
формулы:

qi (r, 2) =



− I
δR

cos2,
π

2
≤ 2 ≤ π, R− δR ≤ r ≤ R,

0, 0 ≤ 2 ≤ π

2
,

(40)
где I — интенсивность падающего излучения, которая
связана со средней относительной температурой поверх-
ности частицы следующим соотношением:

ts = 1 +
R

4λi T∞
I .

С учетом (40) интегралы, входящие в выражения для
силы, действующей на нагретую каплю, и скорости ее
дрейфа вычисляются непосредственно∫

V

qi (r, 2)zdV = −2
3
πR3I ,

∫
V

qi (r, 2)dV = πR2I .

Соответственно формулы (38), (39) можно предста-
вить в более компактном виде

F = −6πRµ∞Uϕµnz − ε6πRµ∞ f phnz,

Uph = −εhphnz, (41)

где

ϕµ =
2

31h

[
N3 +

µs
e

3µs
i

N4

]
exp{−Aγ}, hph = f ph/ϕµ,

f ph =
4
3µs

i

G1

1hδ

λs
e

λs
i

×
[
1− R

6λs
eT∞

I

(
Pr∞
2

2τ1 + τ I
1

G1
+ 1

)]
∂σ

∂ti
exp{−Aγ},

1h = N1 +
µs

e

3µs
i

N2 +
R2

6µ∞
ρe

µs
i

Pr∞
δλs

i

I
∂σ

∂ti
[G182 − G281].

При выводе формул (41) мы учли, что коэффициент
теплового скольжения очень мал [3], поэтому для про-
ведения численных оценок мы его опустили. Если не
учитывать влияния движения среды (ω = 0), то имеем

F = −6πRµ∞Uϕ∗
µnz − ε6πRµ∞ f ∗phnz,

U∗
ph = −εh∗phnz, (42)

где

ϕ∗
µ =

2
31∗

h

[
N3 +

µs
e

3µs
i

N4

]
exp{−Aγ}, h∗ph = f ∗

ph/ϕ
∗
µ ,

f ∗ph =
4
3µs

i

G1

1∗
hδ

λs
e

λs
i

[
1− R

6λs
eT∞

I

]
∂σ

∂ti
exp{−Aγ},

1∗
h = N1 +

µs
e

3µs
i

N2.
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Таблица 3.

Ts,
◦C f ph f av

ph

0 1 1
10 0.75679462 1.13172965
20 0.55865389 1.25217591
30 0.40612812 1.35890535
40 0.29192483 1.44815402
50 0.20865530 1.52363269
60 0.14791875 1.58086862
70 0.10410262 1.62387314
80 0.07247662 1.65233041
90 0.04977532 1.66842426

Таблица 4.

Ts,
◦C hph hav

ph

0 1 1
10 1.04610555 1.1018381
20 1.06591031 1.1918477
30 1.06609551 1.2690664
40 1.04899473 1.3307655
50 1.01989975 1.3807801
60 0.97702898 1.4155379
70 0.92304912 1.4387383
80 0.85740504 1.4502438
90 0.78130662 1.4518747

Из сравнения формул (41) и (42) видим, что в (42)
отсутствует выражение, учитывающее влияние движе-
ния среды (учет конвективных членов в уравнении
теплопроводности). Конвективный член зависит от сред-
ней температуры поверхности капли и числа Прандтля,
т. е. пропорционален произведению числа Прандтля на
относительный перепад температуры между поверхно-
стью капли и областью вдали от нее. Поэтому если
мы рассматриваем движение капли при значительных
относительных перепадах температуры, учитывая, что
в жидкости числа Прандтля могут принимать также
большие значения, то учет конвективных членов в урав-
нении теплопроводности (учет влияния движения среды)
может существенно сказаться на качественной картине
ее термокапиллярного дрейфа. В газе учет движения
среды не может качественно повлиять на саму карти-
ну дрейфа капли, поскольку в газах число Прандтля
порядка единицы. В случае малых относительных пере-
падов температуры (γ → 0) влияние движения среды
необходимо учитывать, если рассматривается термока-
пиллярный дрейф капли в вязких жидкостях с большими
числами Прандтля.
Аналогично можно получить формулы и в случае

движения твердой частицы сферической формы.
Для иллюстрации вклада движения среды в силу

и скорость термокапиллярного дрейфа нагретой капли
в табл. 3, 4 приведены числовые значения функций

f ph = f ph/ f ph|Ts=273K и hph = hph/hph|Ts=273K с ин-
тенсивностью падающего излучения. Численные оценки
проводились для капель ртути, взвешенных в воде при
T∞ = 273K. Значения f avph и havph оценивались по
формулам (41) при малых относительных перепадах
температуры (γ → 0), но коэффициенты молекулярного
переноса брались при средней температуре поверхности
капли Ts.

Искажение формы поверхности

Форма поверхности капли заранее неизвестна и долж-
на быть определена из решения, поэтому граничные
условия (5)–(7) для рассматриваемой задачи поставлены
на неизвестной границе. Поскольку мы ограничиваемся
поправками первого порядка малости, то можем запи-
сать

σ = σ0 + εσ (1), (43)

где σ0 — нулевой член в разложении функции σ (x) по
полиномам Лежандра Pn(x), x = cos2.
Форму поверхности капли ищем в виде [14]

r = R[1 + εξ ]. (44)

Разложим искомые величины σ (2) и ξ(2) в ряды по
полиномам Лежандра

σ =
∞∑

n=0

σnPn(cos2), ξ =
∞∑

n=0

ξnPn(cos2). (45)

Из условия неизменности объема капли следует, что
ξ0 = 0. Учитывая, что начало системы координат поме-
щено в центр масс нагретой частицы,

π∫
0

ξ sin22d2 = 0, (46)

следовательно,
ξ1 ≡ 0. (47)

При решении задачи мы не учитывали граничное
условие для нормальных компонент тензора напряже-
ний. С точностью до членов, пропорциональных ε,
граничное условие для нормальных напряжений на по-
верхности капли можно записать в виде [17]

σ e(1)
n − σ i (1)

n = σ0H
(1) + 2

σ (1)

R
. (48)

Здесь

2H =
1
R1

+
1
R2

=
2
R

+ εH(1),

R1 и R2 — главные радиусы кривизны поверхности
капли; H — средняя кривизна поверхности, которая
в осесимметричном случае равна [17]

H(1) = − 2
R
ξ − 1

Rsin2
∂

∂2

(
sin2

∂ξ

∂2

)
. (49)
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Воспользовавшись (45), (47), получим выраже-
ние (49) в виде

H(1) =
∞∑

n=2

(n + 2)(n− 1)
R

ξnPn(cos2). (50)

Таким образом, учитывая (50), из (48) видим, что
в рассматриваемом приближении неравномерно нагре-
тая капля при своем движении сохраняет сферическую
форму.
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