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Впервые найдено строгое решение задачи о временно́й эволюции формы
периодической волны на поверхности вязкой бесконечно глубокой жидкости
в квадратичном по амплитуде волны приближении.

1. Несмотря на длительную историю исследования волн конечной
амплитуды, до сих пор все строгие исследования сделаны в рамках
приближения идеальной жидкости (см., например, [1–7] и указанную
там литературу). Наиболее корректные попытки учета влияния вязко-
сти на нелинейную эволюцию формы свободной поверхности вязкой
жидкости выполнены в приближении малой вязкости в рамках теории
пограничного слоя [8–10], пригодной лишь при больших значениях чис-
ла Рейнольдса. Тем не менее вполне реальна корректная аналитическая
формулировка задачи определения формы волны, распространяющейся
по поверхности бесконечно глубокой вязкой жидкости в приближении,
квадратичном по амплитуде волны [11].

Проблема исследования волнового движения конечной амплитуды в
вязкой жидкости актуальна в связи с многочисленными академически-
ми, техническими и технологическими приложениями. Так, в [12–14]
в линейном приближении по амплитуде волн в вязкой жидкости
предсказано существование неустойчивости поверхности жидкости по
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отношению к упругим напряжениям, по отношению к содержащимся
в жидкости инактивным ПАВ (поверхностно-активным веществам) и
существование колебательной неустойчивости жидкости при конечной
скорости перераспределения электрического заряда по поверхности
жидкости. Детальный теоретический анализ этих эффектов возможен
лишь в приближениях более высокого порядка малости по амплитуде
волн, чем первый. В связи со сказанным и была поставлена настоящая
задача.

2. Пусть в декартовой системе координат OXYZ в поле тяжести g,
когда g ‖ −nz, несжимаемая жидкость с плотностью ρ, кинематической
вязкостью ν и поверхностным натяжением γ заполняет полупростран-
ство z 6 0. Внешнее давление постоянно и равно P0. Будем искать
формы профиля волны, свободно распространяющейся по поверхности
жидкости вдоль OX в квадратичном приближении по амплитуде волны.

Пусть u = u(x, z, t) и v = v(x, z, t) — горизонтальная и вер-
тикальная компоненты поля скоростей жидкости, а nx и nz — орты
горизонтали и вертикали. Тогда аналитическое выражение для профиля
волны ξ = ξ(x, t) и поля скоростей U(r, t) = unx + vnz должны быть
решением начально-краевой задачи:

∂U
∂t

+ rot (U) × U = − grad

(
1
ρ

p +
U2

2
+ gz

)
+ ν1U; divU = 0;

z = ξ :
∂ξ

∂t
+ u

∂ξ

∂x
= v ;

p− 2ρνn · ((n · ∇)U
) − P0 = γ div (n);

τ · ((n · ∇)U
)

+ n · ((τ · ∇)U
)

= 0;

z → −∞ : U → 0;

t = 0 : ξ = F(x);

z 6 ξ : U = U0 = U0(x, z) = u0(x, z)nx + v0(x, z)nz.

Здесь t — время; τ и n — орты касательной и нормали к поверхности.
3. Процедура разделения сформулированной проблемы на задачи

первого и второго порядка малости подробно описана в [11]. Задача пер-
вого приближения хорошо известна, и на ее решении останавливаться
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не будем. Главный ее результат — дисперсионное уравнение:

ν2(q2 + k2)2 + ω2
0 = 4qν2k3; ω2

0 = k(g + k2γ/ρ); q =
√

k2 + S/ν,

где S— комплексная частота. В нелинейном анализе используется лишь
одно решение дисперсионного уравнения, лежащее на верхнем листе
римановой поверхности. Далее оно обозначается как S.

Если искомое векторное поле скоростей второго приближения
U2(r, t) представить через два скалярных ϕ2 ≡ ϕ2(r, t) и ψ2 ≡ ψ2(r, t):

U2(r, t) = N̂1ϕ2 + N̂2ψ2; N̂1 ≡ nx
∂

∂x
+ nz

∂

∂z
; N̂2 ≡ −nx

∂

∂z
+ nz

∂

∂x
,

то математическая постановка задачи второго приближения, соглас-
но [11], принимает вид:

∂ψ2

∂t
− ν1ψ2 = a2

(
η0 exp(2L) +

(
η1 cos(h) + η2 sin(h)

)
exp(2L)

+
(
51 cos(2θ + h) +52 sin(2θ + h)

)
exp(L + 1)

)
exp(2T); 1ϕ2 = 0;

z = 0 :
∂ξ2

∂t
− ∂ϕ2

∂z
− ∂ψ2

∂x
= a2

(
H1 cos(2θ) − H2 sin(θ)

)
exp(2T); (1)

−ρgξ2 − ∂ϕ2

∂t
− 2ρν

(
∂2ϕ2

∂z2
+
∂2ψ2

∂x∂z

)
+ γ

∂2ξ2

∂x2

= a2 (Z1 + Z1 cos(2θ) − Z2 sin(2θ)) exp(2T); (2)

2
∂2ϕ2

∂x∂z
+
∂2ψ2

∂x2
− ∂2ψ2

∂z2

= a2
(
2H2 − ~1 + G1 cos(2θ) − G2 sin(2θ)

)
exp(2T); (3)

z → −∞ :
∂ϕ2

∂x
− ∂ψ2

∂z
→ 0;

∂ϕ2

∂z
+
∂ψ2

∂x
→ 0. (4)

SR = Re(S); SI = Im(S); qR = Re
[√

k2 + S/ν
]
; qI = Im

[√
k2 + S/ν

]
;

D0 = SR + 2νk2; C1 = q2
R − q2

I ; C2 = 2qRqI ; C3 = C1 − k2;

l = kz; L = qRz; h = qI z; θ = SI t − kx; T = SRt;
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η0 = −(νk)2C22qI ; η1 =
νk

(k + qR)2 + q2
I

(SI B1 − D0B2) ;

η2 =
νk

(k + qR)2 + q2
I

(D0B1 + SI B2) ;

51 =
νk

(3k + qR)2 + q2
I

(D0M2 + SI M1) ;

52 =
νk

(3k + qR)2 + q2
I

(D0M1 − SI M2) ;

B1 = (k+qR)C3+qIC2; B2 = (k+qR)C2−qIC3; M1 = (3k+qR)C3+qIC2;

M2 = (3k + qR)C2 − qIC3; H1 = k(D0 − 2νkqR); H2 = k(SI − 2νkqI );

Z1 = νk2ρ
(
D0 + 2ν(q2

I − q2
R)

) − ρ

2

(
S2

I − S2
RD0

)
; G1 = −k(2H2 + ~1);

Z2 = νk2ρ (SI − 4νqI qR) + ρSI
(
SR + νk2) ; G2 = k(2H1 + ~2);

~1 = kSI −qI (k
2−q2

I +3q2
R)ν ; ~2 = kSR+ν

(
k2(2k − qR) + qR(3q2

I − q2
R)

)
.

Соотношение (1) — кинематическое условие на свободной поверхно-
сти; (2) — условие для давления на свободной поверхности; (3) —
условие зануления касательных натяжений на свободной поверхности;
(4) — условие отсутствия движения на бесконечной глубине. Входящая
в определение T величина SR меньше нуля и характеризует декремент
затухания волны в линейном приближении.

4. Частное решение полной задачи об определении профиля вол-
ны, распространяющейся по поверхности вязкой бесконечно глубокой
жидкости, верное с точностью до величин второго порядка малости по
отклонению формы поверхности от равновесной плоской, получается в
виде:

ξ = a cos(θ) exp(T) + a2
(
31 cos(2θ) − 32 sin(2θ)

)
exp(2T); (5)

J1 = Re
[√

2(k2 + q2
I )

]
; J2 = Im

[√
2(k2 + q2

I )
]
;

α1 = q2
I + q2

R; α2 = q2
I − q2

R; D1 = k − qR; D2 = 3k + qR; D3 = k + qR;

D4 = 4qI

(
k3 − 3k2qR + k(q2

I − 5q2
R) − qRα1

)
;

D5 = 4kqI

(
5k4 − 8k3qR + 2k2(3q2

I − 7q2
R) + α2

1

)
;
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D6 = 2
(
3k4 + 4k2q2

I + q4
I + 4k(k2 + 2q2

I )qR − 2k2q2
R − 4kq3R − q4

R

)
;

D8 = 3k2 + α1;

D7 = 21k6 + 22k5qR + k4(27q2
I − 25q2

R)

+ 6kqRα
2
1 + α3

1 + k2α1(7q2
I + 3q2

R) + 4k3(15q2
I qR − 7q3

R);

b1 = 2
(
3k3 + k2qR + 3kα2 − qRα1

)
;

b2 = 21k5 + k4qR + 2α2k2(13k + qR) + α2
1(5k + qR);

b3 = −qI

(
7k2 − q2

I + 2kqR − q2
R

)
;

b4 = 2k2
(
9k3 + 5kq2I + 15k2qR + q2

I qR + 7kq2R + q3
R

)
;

b5 = −2qI

(
k2 + q2

I + 6kqR + q2
R

)
; b6 = −qI

(
k4 + 32k3qR + 2k2α2 + α2

1

)
;

�1 = kν
(
q2

I + D2
2

)−1
;

b7 = −3k2 + 5kq2I − k2qR + q2
I qR + 3kq2R + q3

R;

�2 = �1
(
4(S2

R + S2
I ) + 4ν(q2

I + D1D2)SR

− 8νqI D3SI + ν2(q2
I + D2

1)(q
2
I + D2

2)
)−1

;

δ1 = 2kρ�1
(
(D1D2 − q2

I )SR + 4kqI SI + 2νk2(D1D2 − q2
I )

)
;

δ2 = 2kρ�1
(−4kqI SR + (D1D2 − q2

I )SI − 8νk3qI

)
;

d1 = −�2
(
D4(S2

R + S2
I ) + νD5SR − ν(q2

I + D2
3)

2(D1D2 − q2
I )SI

+ 8ν2k3qI (D
2
1 + q2

I )(D2D3 + q2
I )

)
;

d2 = �2
(
D6(S2

R + S2
I ) + νD7SR − 4νkqI (q

2
I + D2

3)
2SI

+ 2ν2k2(q2
I + D2

1)((D8 + 4kqR)2 − 4k2q2
I )

)
;

χ1 = −2�2
(
b1(S2

R + S2
I ) + νb2SR + ν(q2

I + D2
3)b3SI + ν2(q2

I + D2
1)b4

)
;

χ2 = − 2�2
(
b5(S2

R + S2
I ) + νb6SR + ν(q2

I + D2
3)b7SI

+ 2ν2k2qI (D
2
1 + q2

I )(D1D2 − q2
I )

)
;

K1 = 2ρ(χ1+H1); K2 = 2ρ(χ2+H2); K3 = 4kρ(d1qI +d2D3−G2+2kH1);
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K4 = −4kρ(d2qI − d1D3 + G1 + 2kH2);

K5 = 2k
(−Z1 + δ1 + 2νρ(qI χ2 + kχ1 − qRχ1 + 2kH1)

)
;

K6 = 2k
(−Z2 + δ2 − 2νρ(qRχ2 + qIχ1 − kχ2 − 2kH1)

)
;

K7 = −8νk2ρ
(
d1qI + d2D3 − G2 + 2k(χ1 + 2H1)

)
;

K8 = 8νk2ρ
(
d2qI − d1D3 + G1 + 2k(χ2 + 2H2)

)
;

K9 = 8k3
(
Z1 − δ1 + 2νρ [d1qI − G2 − qIχ2 + D3(d2 + χ1) + 2kH1]

)
;

β1 = 4ρ; β2 = 16νk2ρ;

K10 = 8k3
(
Z2 − δ2 + 2νρ{d2qI + G1 + kχ2 − D3(d1 − χ2) + 2kH2}

)
;

β3 = 2k(ρg + 4k2γ);

Ŝ =
[
S2

R SRSI S2
I SR SI 1

]
; Ĵ =

[
J2R JRJI J2I JR JI 1

]T
;

ζ̂1 =




β1 0 −β1 0 0 4k2β1
0 −4β1 0 0 0 0

−β1 0 β1 0 0 −4k2β1
β2 0 −β2 −4kβ2 0 4k2β2
0 −2β2 0 0 4kβ2 0
β3 0 −β3 0 0 −4k2β3



;

ζ̂3 =




0 0 0 K1 −K2 K5

0 0 0 −2K2 −2K1 −2K6

0 0 0 −K1 K2 −K5

0 0 0 0 0 K7

0 0 0 0 0 K8

0 0 0 K3 K4 K9




T

;

ζ̂2 =




0 2β1 0 0 0 0
2β1 0 −2β1 0 0 8k2β1
0 −2β1 0 0 0 0
0 2β2 0 0 −4kβ2 0
β2 0 −β2 −4kβ2 0 4k2β2
0 2β3 0 0 0 0



;
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ζ̂3 =




0 0 0 K2 K1 K6

0 0 0 2K1 −2K2 2K5

0 0 0 −K2 −K1 −K6

0 0 0 0 0 −K8

0 0 0 0 0 K7

0 0 0 −K4 K3 K10




T

;

31 =
(Ŝζ̂1Ĵ)(Ŝζ̂3Ĵ) + (Ŝζ̂2Ĵ)(Ŝζ̂4Ĵ)

(Ŝζ̂1Ĵ)2 + (Ŝζ̂2Ĵ)2
; 32 =

(Ŝζ̂1Ĵ)(Ŝζ̂4Ĵ) − (Ŝζ̂2Ĵ)(Ŝζ̂3Ĵ)
(Ŝζ̂1Ĵ)2 + (Ŝζ̂2Ĵ)2

.

Набор величин, заключенных в квадратные скобки, нужно понимать как
матрицу. Символом T обозначена операция транспонирования матрицы.
В формулах для 31 и 32 выражения в круглых скобках представляют
собой произведения матриц.

Полученное решение интересно сравнить с результатами А.Х. Най-
фе, который исследовал аналогичную задачу, сформулированную для
идеальной жидкости [4]. В этом случае, согласно [4], прямое разложение
решения в квадратическом по амплитуде отклонения поверхности от
равновесной формы приближении приводит к следующему результату:

ξ = a cos(θ0) + a230 cos(2θ0); 30 =
(ρgk + γk3)
2(ρg − 2γk2)

;

θ0 = kx − ω0t. (6)

Если γ = 0, то решение (6) превращается в волну Стокса [1,2].
Несложно показать, что при ν → 0 выражение для профиля волны
в вязкой жидкости (5) переходит в соответствующее для идеальной
жидкости (6).

При сравнении решений для вязкой жидкости (5) и для идеальной
жидкости (6) выяснилось, что они наиболее существенно различаются
при значениях безразмерных параметров, соответствующих резонанс-
ному взаимодействию мод. Для невязкой жидкости из (6) видно,
что при γk2 = 0.5ρg добавка, квадратичная по амплитуде волны
первого приближения, становится бесконечно большой и получается,
что главная мода резонансно раскачивает волну с вдвое меньшей
длиной.

На рисунке в безразмерных переменных, в которых k = g = ρ = 1,
построены амплитуды вторых слагаемых решений (5) и (6) при

Письма в ЖТФ, 2002, том 28, вып. 19



8 Д.Ф. Белоножко, А.И. Григорьев, С.О. Ширяева

Зависимости входящих в (5) и (6) амплитуд безразмерных квадратичных
добавок W(γ) к профилю волны от величины безразмерного поверхностного
натяжения при a = 0.01: 1 — для идеальной жидкости W(γ) = a230(γ);
2 и 3 — для вязкой жидкости при ν = 10−3: 2 — W(γ) = a231(γ, ν);
3 — W(γ) = a232(γ, ν).

безразмерных значениях ν = 10−3 и a = 0.01 в зависимости от
безразмерного поверхностного натяжения γ . Выбранный набор безраз-
мерных переменных позволяет сравнить вязкую и невязкую модели
межмодового резонанса для волны на поверхности воды с длиной
2.4 cm и амплитудой 0.3mm. Из рисунка видно, что в далекой по γ

от резонанса области безразмерных параметров решения (5) и (6)
совпадают. Вблизи резонансного безразмерного значения γ = 0.5
в решении задачи с учетом вязкости становится отличным от нуля
коэффициент 32 при sin(2θ). Это смещает фазу волны, найденной во
втором порядке приближений, по отношению к фазе основной волны.

Амплитуда квадратичной добавки
√
32

1 + 32
2 остается меньше амплиту-

ды основной волны a = 0.01 даже при резонансном значении γ = 0.5.
Это означает, что решение (5) в данном случае пригодно при всех
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значениях γ , тогда как решение (6), основанное на приближении
невязкой жидкости, предсказывает резонансно-высокую амплитуду.

5. Заключение. Полученное корректное в квадратичном по амплиту-
де волн приближении асимптотическое решение задачи распростране-
ния волн по поверхности бесконечно глубокой жидкости произвольной
вязкости позволяет обобщить понятие „волны Стокса“ (определенное
для идеальной жидкости) на случай вязкой жидкости. Сравнение
найденного решения с решением для идеальной жидкости показывает,
что даже малая вязкость играет существенную роль в формировании
профиля волны при резонансном межмодовом взаимодействии волн.

Работа выполнена при поддержке гранта Президента РФ
00–15–9925.
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