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Асимптотический аналитический расчет нелинейных осцилляций сферической заряженной капли при

многомодовой начальной деформации равновесной показал, что если в спектре изначально возбужденных

мод содержатся две с последовательными номерами, то среди прочих возбуждается трансляционная мода

осцилляций. При этом центр заряда капли совершает колебания возле положения равновесия, что приводит

к генерации электромагнитного излучения дипольного типа. Показано, что интенсивность такого излучения

на много порядков превышает интенсивность излучения капли, обнаруживаемую в расчетах первого порядка

малости и связанную с осцилляциями заряженной поверхности капли.

Введение

Расчет нелинейных, а также линейных осцилляций

и устойчивости заряженных капель представляет ин-

терес в связи с многообразием ситуаций, в которых

встречается такой объект (см., например, обзоры [1,2]
и указанную в них литературу). В частности, в связи

задачей зондирования грозовых облаков [3–5] возника-

ет проблема расчета интенсивности электромагнитного

излучения, генерируемого осциллирующими каплями.

Проблема расчета интенсивности электромагнитного

излучения от колеблющейся заряженной капли в линей-

ном по амплитуде осцилляций приближении впервые

была сформулирована в [6], там же были приведены

первые оценки применительно к конвективным облакам.

В [7] идеи [6] были развиты. Но в [5] было отмечено,

что в [6] (и соответственно в [7]) при расчете интен-

сивности радиоизлучения от линейно осциллирующей

капли была взята неверная асимптотика функций Хан-

келя для малых значений аргумента. В итоге расчетная

интенсивность электромагнитного излучения получи-

лась существенно завышенной. Предварительные оценки

излучения от нелинейно- осциллирующей заряженной

капли [8] указали на его существенно большую (на
порядки) интенсивность. Этой проблеме и посвящено

настоящее рассмотрение.

Постановка задачи

Рассмотрим эволюцию во времени сферической рав-

новесной формы поверхности капли с радиусом R иде-

альной, несжимаемой, проводящей жидкости с плотно-

стью ρ, коэффициентом поверхностного натяжения σ .

Примем, что капля находится в вакууме, ее полный

заряд равен Q. В начальный момент времени t = 0 рав-

новесная сферическая форма капли претерпевает вирту-

альное осесимметричное возмущение конечной ампли-

туды, существенно меньшей радиуса капли. Зададимся

целью найти во втором порядке малости по отношению

амплитуды начальной деформации к исходному радиусу

сферической капли спектр возникающих осцилляций и

интенсивность электромагнитного излучения при коле-

баниях центра заряда капли относительно положения

равновесия.

Все рассмотрение проведем в сферической системе

координат r, θ, ϕ с началом в центре масс капли.

Примем, что начальное возмущение поверхности кап-

ли осесимметрично, а поэтому форма капли осесим-

метрична как в начальный, так и во все последующие

моменты времени. Уравнение, описывающее поверх-

ность капли, в безразмерных переменных, в которых

R = ρ = σ = 1, имеет вид

r(θ, t) = 1 + ξ(θ, t), |ξ ≪ 1|. (1)

Принятое пренебрежение зависимостью начального воз-

мущения ξ(θ, t) формы капли от азимутального уг-

ла ϕ существенно упрощает и так довольно громоздкую

математическую процедуру отыскания решения, но не

ограничивает общности рассуждений.

Волновое движение жидкости в капле будем полагать

потенциальным и примем, что поле скоростей движения

жидкости в капле V(r, t) = ∇ψ(r, t) полностью опреде-

ляется функцией потенциала скорости ψ(r, t).
Математическая формулировка сформулированной за-

дачи имеет вид

1ψ(r, t)=0, 1E(r, t)=
1

c2

∂2E(r, t)
∂t2

, divE(r, t)=0, (2)

r → 0 : ψ(r, t) → 0, (3)

r → ∞ : E(r, t) → 0, (4)

r = 1 + ξ(θ, t) :

∂ξ(θ, t)
∂t

=
∂ψ(r, t)
∂r

− 1

r2
∂ξ(θ, t)
∂θ

∂ψ(r, t)
∂θ

, (5)
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1P− ∂ψ(r, t)
∂t

− 1

2

(

∇ψ(r, t)
)2

+
1

8π

(

E(r, t)
)2

= ∇n(r, t),

E(r, t) = −∇8(r, t), (6)

8(r, t) = 8s(t). (7)

Кроме того, запишем условия неизменности полного

объема капли (следствие несжимаемости жидкости),
неподвижности центра масс, а также условие сохранения

полного заряда капли:

∫

V

r2dr sin θdθdϕ =
4

3
π,

∫

V

r r2dr sin θdθdϕ = 0, (8)

V = [0 ≤ r ≤ 1 + ξ(θ, t), 0 ≤ θ ≤ π; 0 ≤ ϕ ≤ 2π],

− 1

4π

∮

S

(−n,∇8)dS = Q,

S = [r = 1 + ξ(θ, t), 0 ≤ θ ≤ π; 0 ≤ ϕ ≤ 2π] . (9)

Начальные условия зададим в виде начальной деформа-

ции равновесной сферической формы капли, и для упро-

щения математической процедуры решения приравняем

нулю начальную скорость движения поверхности:

t = 0 :

ξ(θ) = ξ0P0(µ) + ξ1P1(µ) + ε
∑

n∈4

hnPn(µ),

µ ≡ cos θ,

∑

n∈4

hn = 1,
∂ξ(θ)

∂t
= 0, (10)

где 4 — множество значений номеров изначально

возбужденных мод осцилляций.

В выражениях (5)−(10) введены обозначения: 1P —

перепад постоянных давлений внутри капли и вне капли

в состоянии равновесия, n — единичный вектор нормали

к поверхности (1), E(r, t) — вектор напряженности элек-

трического поля собственного заряда капли, 8(r, t) —

электрический потенциал, 8s(t) — постоянный вдоль

поверхности капли потенциал, ε — амплитуда началь-

ного возмущения формы поверхности капли, Pn(µ) —

полиномы Лежандра порядка n, hn — коэффициенты,

определяющие парциальный вклад n-й колебательной

моды в суммарное начальное возмущение равновесной

сферической поверхности, ξ0 и ξ1 — константы, опреде-

ляемые из условий постоянства объема и неподвижности

центра масс в начальный момент времени, с точностью

до слагаемых третьего порядка малости по ε, равные

ξ0 ≈ −ε2
∑

i∈4

h2
i

(2i + 1)
+ O(ε3),

ξ1 ≈ −ε2
∑

i∈4

9ihi−1hi

(2i − 1)(2i + 1)
+ O(ε3). (11)

В уравнениях (2), (4), (7), (9) предполагается, что

в любой момент времени электрический заряд рас-

пределен по поверхности капли и находится в равно-

весии: приповерхностные токи отсутствуют, а харак-

терное время перераспределения заряда много меньше

характерного гидродинамического времени осцилляции

поверхности:

ε∗λ ≪ (ρR3/σ )1/2,

где λ — удельное сопротивление жидкости, ε∗ —

диэлектрическая проницаемость жидкости.

Метод многих временных масштабов

Для отыскания решения поставленной задачи с точно-

стью до квадратичных по малому параметру ε слагаемых

воспользуемся классическим методом многих масшта-

бов [9,10]. Для этого искомые функции ξ(θ, t), ψ(r, t),
8(r, t) представим в виде рядов по степеням малого

параметра ε и будем считать зависящими не просто от

времени t, а от разных его масштабов, определенных

через малый параметр ε: Tm ≡ εmt,

ξ(θ, t) =

∞
∑

m=0

εmξ (m)(θ, T0, T1, T2, . . .),

ψ(r, t) =
∞
∑

m=0

εmψ(m)(r, θ, T0, T1, T2, . . .),

8(r, t) =

∞
∑

m=0

εm8(m)(r, θ, T0, T1, T2, . . .). (12)

Производные по времени будем вычислять, имея в ви-

ду полный набор различных его масштабов, по правилу

∂

∂t
=

∂

∂T0

+ ε
∂

∂T1

+ ε2
∂

∂T2

+ O(ε3).

Подставляя разложения (12) в краевую задачу (2)−(9) и
приравнивая в каждом из уравнений слагаемые одного

порядка малости, несложно получить набор краевых

задач для последовательного определения неизвестных

функций ξ (m), ψ(m), 8(m).

В силу линейности уравнений (2)−(4) им долж-

на удовлетворять каждая из функций ψ(r, t), 8(r, t) в

разложениях (12), поэтому выражения для отдельных

поправок ищутся в виде

ψ(m)(r, θ, T0, T1, T2, . . .)

=

∞
∑

n=1

D(m)
n (r, θ, T0, T1, T2, . . .)r

nPn(µ),

8(m)(r, θ, T0, T1, T2, . . .)

=
∞
∑

n=0

8(m)
n (r, θ, T0, T1, T2, . . .)r

−(n+1)Pn(µ). (13)

Журнал технической физики, 2016, том 86, вып. 3



Электромагнитное излучение, создаваемое нелинейными осцилляциями заряженной капли 43

В виде рядов по полиномам Лежандра представляются

и последовательные поправки к форме поверхности

капли ξ (m):

ξ (m)(r, θ, T0,T1, T2, . . .)

=
∞
∑

n=1

M(m)
n (r, θ, T0, T1, T2, . . .)Pn(µ). (14)

Задача нулевого порядка малости по ε

В нулевом порядке малости по ε из задачи получим

решение, описывающее равновесное состояние системы

ξ (0)(r, θ, T0, T1, T2, . . .)=0, ψ(0)(r, θ, T0, T1, T2, . . .)=0,

8(0)(r, θ, T0, T1, T2, . . .) =
Q
T
. (15)

При этом потенциал невозмущенной поверхности капли

8
(0)
s = Q.

Задача первого порядка малости по ε

В первом порядке малости по ε для определения

коэффициентов D(m)
n , F (m)

n , M(m)
n , в решениях (13), (14)

(при m = 1) из уравнений (5)−(9) получается система

r = 1:
∂ξ (1)

∂T0

=
∂ψ(1)

∂r
,

−∂ψ(1)

∂T0

+
1

4π

∂8(0)

∂r

(

∂8(1)

∂r
+
∂28(0)

∂r2
ξ (1)

)

=−(2+Lθ)ξ
(1),

8(1) +
∂8(0)

∂r
ξ (1) = 8(1)

s ,

π
∫

0

[

∂8(1)

∂r
+

(

∂28(0)

∂r2
+ 2

∂8(0)

∂r

)]

sin θdθ = 0,

π
∫

0

ξ (1) sin θdθ = 0,

2π
∫

0

π
∫

0

ξ (1) cos θ sin θdθ = 0,

Lθ ≡
1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

. (16)

Здесь 8
(1)
s поправка первого порядка малости к величине

потенциала капли.

Выражения для поправок первого порядка к коэф-

фициентам разложений (13), (14) несложно найти из

системы (16) в виде

M(1)
0 (T0, T1, T2, . . .) = 0, M(1)

1 (T0, T1, T2, . . .) = 0,

M(1)
n (T0, T1, T2, . . .) = An(T1, T2, . . .) exp(iωnT0) + c.c.,

(n ≥ 2), (17)

D(1)
n (T0, T1, T2, . . .) =

1

n
∂M(1)

n (T0, T1, T2, . . .)

∂T0

, (n ≥ 1),

F(1)
n (T0, T1, T2, . . .)=QM(1)

n (T0, T1, T2, . . .), (n≥0), (18)

An(T1, T2, . . .) ≡ an(T1, T2, . . .) exp[ibn(T1, T2, . . .)],

8(1)
s =0, ω2

n =n(n − 1)
(

(n + 2) −W
)

, W =
Q2

4π
. (19)

Аббревиатура
”
c.с.“ означает — слагаемые, комплексно

сопряженные к выписанным. Зависимости функций an

и bn от параметров T1, T2 и т. д. определяются в следу-

ющих порядках малости. Чтобы завершить рассмотре-

ние задачи в линейном по ε приближении, достаточно

принять, что an и bn — константы и определить их

из начальных условий (10). Посмотрим, какова будет

погрешность такого приближения и на каких временных

интервалах оно будет справедливым. Очевидно, что

an(T1, T2, . . .) ≈ an + O(εt),

bn(T1, T2, . . .) ≈ bn + O(εt). (20)

В линейном по ε приближении разложение (12) для

возмущенной поверхности с учетом решения (15) имеет
вид

ξ(θ, t) ≈ εξ (1)(θ, t, an, bn) + εO(εt). (21)

Ошибка в этом разложении окажется порядка первого

члена, если t ∼ O(ε−1). Для значений t ≥ O(ε−1) данное
разложение становится непригодным. Таким образом,

выражение (21) справедливо на временном интервале

t ≤ O(1), в этом случае ошибка составляет величи-

ну ∼ ε2. Однако с целью оценки тенденций развития

процесса выражением (21) можно пользоваться и на

временных интервалах t ≤ O(ε−1), постоянно контро-

лируя качество выполнения требования соизмеримости

поправки первого порядка по сравнению с начальным

возмущением. Более детальная информация о пределах

применимости выписанного разложения может быть по-

лучена при анализе в следующем квадратичном порядке

малости.

Подставляя разложение (21) с учетом (14), (17)−(20)
в начальные условия (10), (11) и приравнивая друг другу

величины одного порядка малости, найдем

an =
1

2

∑

m∈4

hmδmn, bn = 0, (n ≥ 1),

где δmn — символ Кронекера. В итоге функция, описыва-

ющая эволюцию формы поверхности капли со временем,

в линейном по ε приближении имеет вид

ξ(θ, t) ≈ ε
∑

m∈4

hm cos(ωmt)Pm(µ) + O(ε2). (22)

Согласно этому решению, в первом порядке по ε по-

верхность капли совершает в окрестности равновесной

сферы колебания, соответствующие суперпозиции всех

изначально возбужденных мод.
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Задача второго порядка малости по ε

Для определения поправок второго порядка малости

к найденному решению (т. е. для отыскания функций

ξ (2)(θ, t), ψ(2)(r, t), 8(2)(r, t)) приведем систему уравне-

ний, получающуюся (5)−(9) приравниванием слагаемых

при ε2,

r = 1 :

∂ξ (2)

∂T0

+
∂ξ (1)

∂T1

=
∂ψ(2)

∂r
+
∂2ψ(1)

∂r2
ξ (1) − ∂ξ (1)

∂θ

∂ψ(1)

∂θ
− ∂ψ(2)

∂T0

− ∂ψ(1)

∂T1

− ∂2ψ(1)

∂r∂T0

ξ (1) − 1

2

(

(

∂8(1)

∂r

)2

+

(

∂8(1)

∂θ

)2
)

+
1

8π

[

2
∂8(0)

∂r
∂8(2)

∂r
+

(

∂8(1)

∂r

)2

+

(

∂8(1)

∂θ

)2

+ 2
∂8(0)

∂r

× ∂28(0)

∂r2
ξ (2) + 2

(

∂8(0)

∂r
∂28(1)

∂r2
+
∂28(0)

∂r2
∂8(1)

∂r

)

ξ (1)

+

(

∂8(0)

∂r
∂38(0)

∂r3
+

(

∂28(0)

∂r2

)2
)

(

ξ (1)
)2
]

+ (2 + Lθ)ξ
(2) − 2ξ (1)(1 + Lθ)ξ

(1) = 0,

8(2)+

[

∂8(0)

∂r
ξ (2) +

∂8(1)

∂r
ξ (1) +

1

2

∂28(0)

∂r2

(

ξ (1)
)2
]

= 8(2)
s ,

π
∫

0

[

∂8(2)

∂r
+

(

∂28(1)

∂r2
+ 2

∂8(1)

∂r

)

ξ (1)

+

(

∂28(0)

∂r2
+2

∂8(0)

∂r

)

ξ (2)+

(

1

2

∂38(0)

∂r3
+2

∂28(0)

∂r2
+
∂8(0)

∂r

)

×
(

ξ (1)
)2

− ∂8(1)

∂θ

∂ξ (1)

∂θ

]

sin θdθ = 0,

π
∫

0

(

ξ (2)(θ, t) +
(

ξ (1)(θ, t)
)2
)

sin θdθ = 0,

2π
∫

0

π
∫

0

(

2ξ (2)(θ, t)+3
(

ξ (1)(θ, t)
)2
)

cos θ sin θdθ=0, (23)

где 8
(2)
s — поправка второго порядка малости к потен-

циалу поверхности.

Подставляя разложения (13), (14) (при m = 2), а так-

же решения (15) и (17)−(19) в систему уравнений (23),
получим дифференциальные уравнения для нахождения

коэффициентов M(2)
n (T0, T1, T2, . . .).

Требование исключения из решений этих уравнений

секулярных членов показывает, что an и bn не зависят

от времени T1. Их зависимость от более медленных

времен T2, T3 и т. д. может быть определена лишь в

следующих порядках приближений.

Решения полученных из системы (23) уравнений за-

писываются в виде

M(2)
0 (T0, T2, . . .) = −

∞
∑

n=1

1

(2n + 1)

{

An(T2, . . .)An(T2, . . .)

+ [An(T2, . . .)]
2 exp(i2ωnT0) + с.c.

}

,

M(2)
1 (T0, T2, . . .) = −

∞
∑

n=0

9n
(2n + 1)(2n − 1)

×
{

An(T2, . . .)A(n−1)(T2, . . .) exp
(

i(ωn + ωn−1)T0

)

+ An(T2, . . .)An−1(T2, . . .) exp
(

i(ωn − ωn−1)T0 + с.c.
}

,

M(2)
n (T0, T2, . . .)=

{

[

cn(T2, . . .)

an(T2, . . .)
+idn(T2, . . .)

]

× An(T2, . . .) exp(iωnT0)+с.c.

}

+Nn(T0, T2, . . .), (n ≥ 2),

Nn(T0, T2, . . .) ≡
∞
∑

m=1

∞
∑

l=1

{

λ
(+)
mlnAm(T2, . . .)Al(T2, . . .)

× exp
(

i(ωm + ωl)T0

)

+ λ
(−)
mln Am(T2, . . .)Al(T2, . . .)

× exp
(

i(ωm − ωl)T0

)

+ с.c.
}

,

λ
(±)
mln ≡ γmln ± ωmωlηmln

ω2
n − (ωm ± ωl)2

; γmln ≡ Kmln

[

ω2
m(n − m + 1)

+ 2n
(

l(l + 1)−1
)

+
(

l(m + 1)−m(2m−2n+7) + 3
)

n
W
2

]

+ αmln

(

1

m
ω2

m + n
W
2

)

,

ηmln ≡ Kmln

(n
2
− m + 1

)

+ αmln
1

m

(

1 +
n
2l

)

,

Kmln = [Cn0
l0,m0]

2,

αmln = −
√

m(m + 1)l(l + 1)Cn0
m0,l0C

n0
m−1,l1, (24)

Cnq
mk,l p — коэффициенты Клебша−Гордана, отличные

от нуля, только когда индексы удовлетворяют соотно-

шениям |m − l| ≤ n ≤ m + l, m + l + n — четное [11].
Горизонтальная черта сверху над An в (24) обозначает

комплексное сопряжение.

Коэффициенты в разложениях (13) для потенциа-

ла скорости ψ(m)(r, t) и электростатического потенциа-
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ла 8(m)(r, t) связаны с решениями (17) и (24) следую-

щими соотношениями:

D(2)
n (T0, T2, . . .) = −1

2

{

∂M(2)
n (T0, T2, . . .)

∂T0

−
∞
∑

m=1

∞
∑

l=1

(

m(m − 1)Kmln − αmln
) 1

m
∂M(1)

m (T0, T2, . . .)

∂T0

× M(1)
l (T0, T2, . . .)

}

, F (2)
0 (T0, T2, . . .) = 0,

F (2)
n (T0, T2, . . .) = Q

{

M(2)
m (T0, T2, . . .)

+

∞
∑

m=1

∞
∑

l=1

mKmlnM(1)
m (T0, T2, . . .)M

(1)
l (T0, T2, . . .)

}

.

Поправка второго порядка малости к электростатиче-

скому потенциалу поверхности имеет вид

8(2)
s (t) = −Q

∞
∑

n=2

(n − 1)

2n + 1

(

M(1)
n (t)

)2

.

В решении (24) cn(T2, . . .) и dn(T2, . . .) — неизвест-

ные функции времени, которые, как и an и bn, не зависят

от временных масштабов T0 и T1. Аналогично тому,

как это делалось для случая линейного приближения,

чтобы завершить рассмотрение задачи в квадратичном

по ε приближении, следует принять неизвестные функ-

ции an, bn, cn, dn равными константам, величины кото-

рых определяются начальными условиями (10), (11).
В этом случае разложение (12) для функции, описыва-

ющей искажение формы поверхности капли, принимает

вид

ξ(θ, t) ≈ εξ (1)(θ, T0, an, bn)

+ ε2ξ (2)(θ, T0, an, bn, cn, dn) + εO(ε2t), (25)

где an, bn, cn, dn — константы.

Выражение (25) справедливо на временном интервале

t ≤ O(1) с ошибкой ∼ ε3 . На временном интервале

O(1) ≤ t ≤ O(ε−1) величина ошибки сравнима со вто-

рым слагаемым (с поправкой второго порядка малости).
Cледовательно, в разложении (25) справедливым оста-

нется лишь первый член, соответствующий линейному

приближению. Таким образом, приближенное линейное

решение задачи (22) строго применимо (равномерно
пригодно) на временном интервале t ≤ O(ε−1). Всем

разложением (25) можно пользоваться на временных ин-

тервалах t ≤ O(ε−1), имея в виду, что квадратичное по ε

слагаемое должно оставаться лишь малой поправкой к

линейному.

Характерным масштабом измерения времени в

принятых безразмерных переменных является t∗ =
= (R3ρ/σ )1/2 . Для капли воды миллиметрового радиуса

она будет ∼ 0.004s , а при R = 1 cm t∗ ∼ 0.12 s. Следо-

вательно, выражение (25) будет адекватно описывать

временную эволюцию формы капли воды для интервала

времени t ≤ 0.01 s (при R = 1mm) и t ≤ 0.3 s (при
R = 1 cm). Решение же (22), если принять начальную

амплитуду возмущения ε ∼ 0.1, будет оставаться спра-

ведливым вплоть до значений времени, на порядок

больших приведенных.

Разложение (25) подставим с учетом (14) в начальные

условия (10), (11) и, приравнивая друг другу величины

одного порядка малости, найдем неизвестные констан-

ты an, bn, cn, dn:

an =
1

2

∑

m∈4

hmδnm, bn = 0, cn = −1

2
Nn(0),

dn = 0 (n = 0, 1, 2, . . .).

При этом выражения (17), (18), (24) для коэффициен-

тов M( j)
n (t) примут окончательный вид

M(1)
n (t) =

∑

m∈4

δnmhm cos(ωmt), (26)

M(2)
0 (t) = −1

2

∑

m∈4

h2
m

(2m + 1)

(

1 + cos(2ωmt)
)

,

M(2)
1 (t) =

∑

i∈4

9ihi−1hi

(2i − 1)(2i + 1)
cos(ωi−1T0) cos(ωi T0),

M(2)
n (t) = −Nn(0) cos(ωnt) + Nn(t), (n ≤ 2),

Nn(t) ≡
1

2

∑

m∈4

∑

j∈4

hmh j

[

λ
(+)
m jn cos

(

(ωm + ω j)t
)

+ λ
(−)
m jn cos

(

(ωm − ω j)t
)

]

.

Легко заметить, что коэффициенты M(2)
n (t) пропорцио-

нальны величинам λ
(±)
m jn, которые в свою очередь, соглас-

но обозначениям (24), пропорциональны коэффициен-

там Клебша−Гордана Cn0
m0,l0 и Cn0

m−1,l1 и, следовательно,

отличны от нуля, только если индексы удовлетворяют

соотношениям: m + j + n — четное, |m − j| ≤ n ≤ m + j
для любых значений m, j ∈ 4.

В итоге, подставляя (26) в (25), с учетом (1) найдем,

что форма поверхности капли с точностью до слагаемых

второго порядка малости (на временных интервалах

t ≤ O(1)) описывается функцией

r(θ, t) ≈ 1 + ε
∑

m∈4

hm cos(ωmt)Pm(µ)

− ε2

{

1

2

∑

m∈4

h2
m

(2m + 1)

(

1 + cos(2ωmt)
)

+

∞
∑

n=1

(

Nn(0) cos(ωnt) − Nn(t)
)

Pn(µ)

}

+ O(ε3t).

(27)
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Смещение центра заряда капли

Выясним, происходит ли смещение центра заряда

капли при нелинейных осцилляциях ее поверхности

Rq =
1

Q

∫

S

rdQ = − 1

4πQ

∫

S

(n,∇8)rdS

= − 1

4πQ

∫

�

(n,∇8)

n, er
r3(θ, t)er d�,

где � ≡ [0 ≤ θ ≤ π; 0 ≤ ϕ ≤ 2π], а r(θ, t) определяется

выражением (24).
Радиальный орт er сферической системы координат

связан с ортами декартовой системы координат

er = ex sin θ cosϕ + ey sin θ sinϕ + ez cos θ.

Выразим проекции вектора Rq на декартовы оси че-

рез сферические функции Y m
n (θ, ϕ), учитывая соотноше-

ния [11]:

cos θ = 2

√

π

3
Y 0
1 (θ, ϕ),

sin θ cosϕ =

√

2π

3

(

Y−1
1 (θ, ϕ) − Y 1

1 (θ, ϕ)
)

,

sin θ sinϕ = i

√

2π

3

(

Y−1
1 (θ, ϕ) + Y 1

1 (θ, ϕ)
)

.

Для проекций вектора Rq получим выражения

Rqx =
1

2
√
6πQ

∫

�

r3(θ, t)
(n,∇8)

n, er

(

Y 1
1 (θ, ϕ)

− Y−1
1 (θ, ϕ)

)

d�,

Rqy = − i
1

2
√
6πQ

∫

�

r3(θ, t)
(n,∇8)

n, er

(

Y 1
1 (θ, ϕ)

+ Y−1
1 (θ, ϕ)

)

d�,

Rqz = − 1

2
√
3πQ

∫

�

r3(θ, t)
(n,∇8)

n, er
Y 0
1 (θ, ϕ)d�. (28)

Подставим сюда (12) и представим подынтегральное

выражение в (28) в виде ряда по степеням малого

параметра ε с точностью до слагаемых ∼ ε2:

r3(θ, t)
(n,∇8)

n, er
≈ −Q + ε

[

∂8(1)

∂r
− Qξ (1)

]

r=1

+ ε2
[

∂8(2)

∂r
− Qξ (2) +

(

∂28(1)

∂r2
+ 3

∂8(1)

∂r

)

ξ (1)

− ∂8(1)

∂θ

∂ξ (1)

∂θ

]

r=1

+ O(ε3),

а учитывая вид функций ξ (1)(θ, t) и ξ (2)(θ, t) из (24) и

решение для потенциала 8(r, t), полученное из краевой

задачи (2), (4), (7), (9), запишем подынтегральное

выражение в виде разложения по полиномам Лежандра

r3(θ, t)
(n,∇8)

n, er
≈ −Q P0(µ) − εQ

∞
∑

n=1

(n + 2)M(1)
n Pn(µ)

− ε2Q
∞
∑

n=0

{

(n + 2− δn0)M
(2)
n (t) −

∞
∑

m=2

∞
∑

l=2

[

(

(m − 1)

× (m + 1) − m(n + 1− δn0)
)

Kmln − αmln

]

M(1)
m (t)M(1)

l (t)

}

× Pn(µ) + Q(ε3). (29)

Подставляя (29) в (28) и переходя от полиномов

Лежандра к сферическим функциям [11], получим

P j(µ) =

√

4π

(2 j + 1)
Y 0

j (θ, ϕ).

Учитывая условие ортонормированности сферических

функций

∫

�

Y m
j (θ, ϕ)Y k

n (θ, ϕ)d� = δ jnδmk , (30)

заметим, что при возбуждении осесимметричных (отно-
сительно оси z ) колебаний поверхности капли, когда

возмущение ее равновесной сферической формы не

зависит от угла ϕ, подынтегральное выражение (29)
представлено в виде ряда по сферическим функциям с

нулевым верхним индексом Y 0
j и в силу (30) смещения

центра заряда в плоскости x , y не происходит

Rqx = Rqy = 0.

Его смещение вдоль оси OZ описывается выражением

Rqz ≈ ε2

{

M(2)
1 (t)− 1

3

∞
∑

m=2

∞
∑

l=2

[

(m2−2m − 1)Kml1−αml1

]

× M(1)
m (t)M(1)

l (t)

}

. (31)

Воспользовавшись явным видом коэффициентов

Клебша−Гордана [11], приведем (31) к более

компактному виду

Rqz ≈ ε2

{

M(2)
1 (t) +

∞
∑

m=3

3n
(2n + 1)

M(1)
n (t)M(1)

n−1(t)

}

.

Наконец, учитывая выражения для коэффициентов

M(1)
n (t) и M(2)

1 (t), приведенные в (26), и переходя к раз-

мерным переменным для смещения центра заряда вдоль
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Рис. 1. Зависимость безразмерного смещения центра заря-

да капли Rqz от безразмерного времени при ε = 0.1. Кри-

вая 1 соответствует начальному возбуждению равновесной

формы поверхности капли в линейном по ε приближении

вида ε[P3(µ) + P4(µ)]/2, рассчитанная при Q = 8.3 · 10−10 µC

(∼ 1 · 10−2Wcr при R = 3 µm и ∼ 4 · 10−4Wcr при R = 30 µm).
Кривая 2 соответствует начальному возбуждению равновесной

формы поверхности капли вида ε[P20(µ) + P21(µ)]/2, рассчи-
танная при Q = 1.6 · 10−7 µC (∼ 1 · 10−2Wcr при R = 80 µm и

∼ 4 · 10−3Wcr при R = 150 µm).

оси z во втором порядке малости по безразмерному

возмущению поверхности, получим

Rqz≈ε2R
∑

m∈4

6m(m − 2)

(2m−1)(2m+1)
hmhm−1 cos(ωmt) cos(ωm−1t)

≡ ε2R
∑

m∈4

3m(m−2)

(2m−1)(2m+1)
hmhm−1

[

cos
(

(ωm+ωm−1)t
)

+ cos
(

(ωm − ωm−1)t
)

]

, (32)

ω2
m =

σ

ρR3
m(m − 1)

(

(m + 2) − Q2

4πσR3

)

.

На рис. 1 в безразмерных переменных, в которых

R = σ = ρ = 1, приведены временные зависимости Rqz

для различных пар изначально возбужденных мод.

Излучение электромагнитных волн

Наличие осцилляций центра заряда капли превращает

ее в излучатель электромагнитных волн дипольного

типа. Рассмотрим случай, когда изначально возбуж-

дены две соседние моды m и m − 1. Интенсивность

электромагнитного излучения от единичной капли I в

соответствии с известным [12] выражением запишется в

виде

I =
4

3c3

{

∣

∣dωm+ωm−1

∣

∣

2
(ωm + ωm−1)

4

+
∣

∣dωm−1−ωm

∣

∣

2
(ωm−1 − ωm)4

}

,

где c — скорость света в вакууме, dωm — дипольный

момент капли, центр заряда которой колеблется с ча-

стотой ωm.

Дипольный момент капли по определению равен про-

изведению заряда капли на модуль смещения центра

заряда осциллирующей капли Rqz . Поскольку Rqz уже

определен выражением (32), то видно, что по порядку

величины модуль Rqz определится выражением, стоя-

щим в (32) перед квадратными скобками. Таким образом,

будем иметь

dωm+ωm−1
≡ dωm−1−ωm ≡ Q|Rqz |,

|Rqz | — модуль амплитудного значения Rqz . Поэтому

получим

I =
4

3c3
Q2|Rqz |2{(ωm + ωm−1)

4 + (ωm−1 − ωm)4}

=
12

c3
Q2R2

∑

m∈4

(

ε2m(m − 2)

(2m − 1)(2m + 2)
hmhm−1

)2

×
{

(ωm−1 + ωm)4 + (ωm−1 − ωm)4
}

. (33)

Из (33) с учетом (32) можно оценить величину

интенсивности фонового шумового электромагнитного

излучения от различных жидкокапельных систем ис-

кусственного и естественного происхождения, например

таких, как конвективные облака. Можно выделить два

наиболее вероятных источника электромагнитного излу-

чения капель в грозовом облаке.

Первый возможный источник электромагнитного из-

лучения связан с осцилляциями конечной амплитуды

мелких капель из диапазона наиболее часто встречаю-

щихся в облаке размеров от 3 до 30 µm. Концентрация n
таких капель в облаке ∼ 103 cm−3 [13,14]. Осцилляции
большой амплитуды облачных капель могут быть вы-

званы различными причинами: коагуляцией, дроблением

на более мелкие в результате столкновительных про-

цессов или в результате реализации электростатической

неустойчивости, гидродинамическим и электрическим

взаимодействием близко пролетающих капель, аэроди-

намическим взаимодействием с развитой мелкомасштаб-

ной турбулентностью, характерной для грозовых обла-

ков. Амплитуды колебаний облачных капель, согласно

данным натурных наблюдений [4,15], могут достигать

десятков процентов от радиуса капли. На рис. 1 осцил-

ляции центра заряда, связанные с первым источником

излучения, приведены кривой 1.

Второй возможный источник электромагнитного из-

лучения облака связан, согласно [6], со свободно па-

дающими гидрометеорами, коагулирующими с более

мелкими капельками и потому непрерывно колеблю-

щимися и, следовательно, излучающими. Однако в [6]
на роль излучающих гидрометеоров предлагались за-

ряженные капли радиуса R = 1mm, концентрация ко-

торых в облаке, согласно данным наблюдений [13,14],
весьма мала n ∼ 1m−3. В итоге оценки интенсивности
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Рис. 2. Зависимости интенсивности электромагнитно-

го излучения единичной заряженной капли от радиуса

при различных зарядах, рассчитанные при j = 4, ε = 0.1,

h3 = h4 = 0.5, σ = 73 dyn/cm, ρ = 1 g/cm3 . Сплошная линия

соответствует Q = 8.3 · 10−10 µC (∼ 8 · 10−3Wcr при R = 3 µm

и ∼ 3 · 10−4Wcr при R = 30 µm), штриховая линия соот-

ветствует Q = 1.6 · 10−9 µC (∼ 2 · 10−2Wcr при R = 3 µm и

∼ 5 · 10−4Wcr при R = 30 µm), штрихпунктирная линия соот-

ветствует Q = 3.3 · 10−9 µC (∼ 3 · 10−2Wcr при R = 3 µm и

∼ 1 · 10−3Wcr при R = 30 µm).

электромагнитного излучения из облака, основанные

на обсуждаемом механизме, проведенные для экстре-

мальных численных значений зарядов и концентраций

капель с R = 1mm, по всей видимости, существенно

завышены. Тем не менее, сам механизм, предложенный

в [6], несомненно, должен работать, если в его основу

положить на порядок более мелкие капли с R = 100µm,

концентрация которых в облаке, согласно данным на-

блюдений [13,14], достаточно высока ∼ 103 m−3, а ско-

рость их свободного падения имеет величину ≈ 78 cm/s.

При такой скорости падения сквозь облако капель с

радиусами от 3 до 30µm с максимумом концентрации,

приходящимся на диапазон от 3 до 7µm, гидрометеор

будет испытывать ежесекундно около 22 столкнове-

ний, при которых в нем будут возбуждаться моды

с n ∈ {2−30}. На рис. 1 осцилляции центра заряда,

связанные со вторым источником излучения, приведены

кривой 2.

Для первого возможного источника электромагнитно-

го излучения проведем оценку интенсивности фонового

дипольного электромагнитного излучения, когда смеще-

ние центра заряда связано с возбуждением всего двух со-

седних мод с m − 1 = 3 и m = 4. Тогда из (33) для капли

радиусом R = 3µm несложно получить I ∼ 7 · 10−28 µW

на частоте ≈ 9MHz (рис. 2).

Интегральная интенсивность электромагнитного из-

лучения из облака диаметром 10 km будет в ≈ 5 · 1020
больше, а именно I in ∼ 4 · 10−7 µW , если условно при-

нять для оценки по порядку величины, что все капли

имеют одинаковый размер R = 3µm.

На рис. 3 приведены характеристики излучения в

зависимости от величины заряда осциллирующей кап-

ли. Видно, что с увеличением заряда интенсивность

излучения быстро увеличивается: при увеличении заряда

в 4 раза интенсивность излучения увеличивается на

порядок.

На рис. 4 приведены зависимости частоты излучения

(частоты осцилляций капли) от радиуса капли. Видно,

что с увеличением размера капли частота излучения

быстро снижается.

Для второго возможного источника излучения, если

возбуждение трансляционной моды связано с возбуж-

дением двух соседних мод с m − 1 = 20 и m = 21

гидрометеора с характеристиками R = 100µm и за-

рядом Q = 5 · 10−4 CGSE (∼ 8 · 10−3Wcr). Тогда ин-
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m

Рис. 3. Зависимости интенсивности электромагнитного из-

лучения единичной заряженной капли от ее заряда, при раз-

личных радиусах, рассчитанные при тех же прочих значениях

физических величин, что и на рис. 1. Сплошная линия соответ-

ствует R = 5 µm, штриховая — R = 8 µm, штрихпунктирная —

R = 10 µm.
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Рис. 4. Зависимости частоты электромагнитного излучения

единичной заряженной капли от радиуса капли, рассчитан-

ные при тех же значениях физических величин, что на

рис. 1 и Q = 8.3 · 10−10 µC (∼ 8 · 10−3Wcr при R = 3 µm при

и ∼ 3 · 10−4Wcr при R = 30 µm).
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Рис. 5. Зависимости интенсивности электромагнитного

излучения единичного заряженного гидрометеора

от его радиуса, рассчитанные при j = 21, ε = 0.1,

h20 = h21 = 0.5, σ = 73 dyn/cm, ρ = 1 g/cm3 . Сплошная

линия соответствует Q = 8.3 · 10−8 µC (∼ 6 · 10−3Wcr при

R = 80 µm и ∼ 2 · 10−3Wcr при R = 150 µm), штриховая —

Q = 1.6 · 10−7 µC (∼ 1 · 10−2Wcr при R = 80 µm и

∼ 4 · 10−3Wcr при R = 150 µm), штрихпунктирная —

Q = 3.3 · 10−7 µC (∼ 2 · 10−2Wcr при R = 80 µm и

∼ 9 · 10−3Wcr при R = 150 µm).
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Рис. 6. Зависимости интенсивности электромагнитного из-

лучения единичного заряженного гидрометеора от его за-

ряда, рассчитанные при j = 21, ε = 0.1, h20 = h21 = 0.5,

σ = 73 dyn/cm, ρ = 1 g/cm3 . Сплошная линия — R = 80 µm,

штриховая — R = 100 µm, штрихпунктирная — R = 150 µm.

тенсивность дипольного электромагнитного излучения

составит I ∼ 2 · 10−24 µW на частоте около 800 kHz.

Интегральная интенсивность электромагнитного излу-

чения от всех гидрометеоров из грозового обла-

ка диаметром 10 km будет в ≈ 5 · 1014 раз больше:

I in ∼ 1 · 10−9 µW.

На рис. 5−7 приведены графики, связанные со вторым

источником излучения, аналогичные приведенным на

рис. 2−4. Из сравнения данных, приведенных на рис. 5, 6

с данными рис. 2, 3 несложно видеть, что электромагнит-

ное излучение осциллирующей поверхности слабо заря-
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Рис. 7. Зависимость частоты электромагнитного излучения

единичного заряженного гидрометеора от радиуса равновели-

кой сферы, рассчитанная при j = 21, ε = 0.1, h20 = h21 = 0.5,

σ = 73 dyn/cm, ρ = 1 g/cm3; Q = 1.6 · 10−7 µC (∼ 1 · 10−2Wcr

при R = 80 µm и ∼ 4 · 10−3Wcr при R = 150 µm).

женных гидрометеоров (∼ 1 · 10−2 Wcr при R = 80µm и

∼ 4 · 10−3Wcr при R = 150µm) существенно больше (на
четыре-пять порядков) по сравнению с излучением мел-

ких капелек. Но если брать интегральное излучение из

облака следует учесть, что концентрация гидрометеоров

с R ≈ 100µm ниже на шесть порядков чем концентра-

ция мелких капелек с R ≈ 3µm. В итоге по порядку

величины интегральная интенсивность излучения облака

определится именно мелкими каплями.

Если возбуждены не две соседние моды, а целый

диапазон соседних мод от m до m + j , то интегральная

интенсивность излучения увеличится примерно в j раз.

На рис. 7 приведена зависимость частоты электро-

магнитного излучения единичного заряженного гидро-

метеора от радиуса равновеликой сферы. Видно, что

тенденция изменения частоты, отмеченная для капли на

рис. 4, сохраняется с увеличением размера гидрометеора

частота излучения быстро снижается.

Заключение

Дипольное электромагнитное излучение заряженных

облаков естественного и искусственного происхождения

может быть связано с нелинейным эффектом: возбуж-

дением во втором порядке малости трансляционной

моды осциллирующей заряженной капли, реализующим-

ся, когда в спектре колебательных мод, определяющих

начальную деформацию капли, имеются две моды с

последовательными номерами. Интенсивность дипольно-

го электромагнитного излучения существенно больше

(на много порядков) чем интенсивность квадрупольного

излучения, фиксируемого в расчетах первого порядка.

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ

№ 14-01-00170-а и 14-08-00240-а.
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