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На основе модификации линейной части дислокационной теории поглощения Гранато−Люкке получено

уравнение состояния поликристаллических твердых тел с диссипативной и реактивной нелинейностью и

проведено теоретическое исследование нелинейных эффектов взаимодействия и самовоздействия продольных

упругих волн в таких средах.
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1. Введение

Механические (упругие и неупругие, линейные и
нелинейные) свойства поликристаллических твердых

тел (в частности, металлов) во многом определяют-
ся дислокациями — одномерными дефектами их кри-
сталлической решетки [1–6]. Движение дислокаций в

поле динамических напряжений и их взаимодействие
с точечными дефектами (вакансиями, межузельными и
примесными атомами) приводят к внутреннему трению,

что является причиной дислокационного поглощения
упругих колебаний и волн в поликристаллах [7–17].
Для объяснения явления внутреннего трения металлов

Гранато и Люкке (на основе струнной модели дис-
локации Келера [7]) создали дислокационную теорию
поглощения [8–13]. Эта теория состоит из двух частей —

линейной и нелинейной — и определяет соответствен-
но линейные (амплитудно-независимые) и нелинейные
(амплитудно-зависимые) потери и дефект модуля упру-

гости. Линейные потери (и дефект модуля) имеют место
при малых динамических напряжениях, недостаточных
для отрыва сегментов дислокаций от примесных атомов;

они связаны с торможением движущихся дислокаций в
вязкой среде и проявляются на высоких частотах (ВЧ)
в области их резонансных частот, в диапазоне десятков

и сотен мегагерц. Нелинейные потери (и дефект модуля
также) имеют место при больших напряжениях в об-
ласти относительно низких частот (НЧ); они связаны

с отрывом сегментов дислокаций от примесных атомов
и с различным их поведением на стадиях нагрузки
и разгрузки. Это определяет гистерезисный характер

уравнения состояния поликристаллов, т. е. нелинейную
зависимость напряжение−деформация. В дислокацион-

ной теории Гранато−Люкке гистерезисные эффекты
амплитудно-зависимого внутреннего трения (АЗВТ) от
частоты не зависят, однако, как показывают экспери-

менты, с ростом частоты деформирования гистерезисная
нелинейность поликристаллических твердых тел умень-
шается [18].
Дислокационная теория Гранато−Люкке вполне удо-

влетворительно описывает амплитудно-независимые эф-

фекты внутреннего трения и качественно объясняет
результаты измерений гистерезисных эффектов АЗВТ
во многих достаточно чистых металлах. Для металлов
же с относительно большой концентрацией примесей
результаты измерений эффектов АЗВТ часто не соответ-
ствуют теории, при этом могут наблюдаться различные

амплитудные зависимости гистерезисных эффектов для
одного и того же металла [19–21]. Так, например, в
меди наблюдались линейная [19], квадратичная [20] и
экспоненциальная [21] зависимости нелинейных потерь
от амплитуды деформации, что связано с большой
чувствительностью АЗВТ к малому изменению концен-
трации примесей и плотности дислокаций. Кроме того, в

некоторых поликристаллических металлах и горных по-
родах (отожженная медь, цинк, свинец, гранит, магнезит,
мрамор, песчаник, известняк и т. д.) наблюдаются также
и другие чрезвычайно сильные нелинейные эффекты,
в частности затухание и фазовая задержка несущей
слабой ВЧ-волны под действием сильной НЧ-волны и
самовоздействие интенсивной ВЧ-волны. Такие эффекты
не описываются теорией Гранато−Люкке и обуслов-

лены не гистерезисной, а диссипативной (неупругой)
и реактивной (упругой) нелинейностью [18]. Нелиней-
ные свойства поликристаллов более чувствительны к
их дислокационной структуре, чем линейные, поэтому
исследования нелинейных волновых процессов в таких
средах способствуют изучению динамики дислокаций и
созданию моделей их движения под действием динамиче-
ских напряжений, что необходимо для развития теории

прочности и пластичности — одного из актуальных
направлений физики твердого тела [1–6].
В настоящей работе на основе модификации линейной

части дислокационной теории Гранато−Люкке получено
уравнение состояния поликристаллических твердых тел
с дислокационной диссипативной и реактивной нелиней-
ностью и проведено теоретическое исследование нели-
нейных волновых процессов в таких средах. При полу-

чении уравнения состояния поликристалла мы не будем
учитывать линейную диссипацию однородного твердого
тела и его решеточную (квадратичную) нелинейность,
описываемую пятиконстантной теорией упругости [22].

1 1665



1666 В.Е. Назаров

2. Уравнение состояния поликристалла
с дислокационной диссипативной
и реактивной нелинейностью

Для описания амплитудно-фазовых эффектов взаимо-
действия упругих волн, а именно затухания и фазовой
задержки несущей слабых ультразвуковых импульсов
под действием сильной НЧ-волны, не связанных с ги-
стерезисной нелинейностью, модифицируем линейную
часть дислокационной теории Гранато−Люкке и полу-
чим нелинейное уравнение состояния поликристалла с
дислокациями. Для этого смещение ξ = ξ(y, t) дисло-
кации длины l под действием переменного сдвигового
напряжения τ будем описывать уравнением поперечных
колебаний струны [7–13], содержащим малые нелиней-
ные слагаемые (инерционное Aη|ξ/b|n−r |ξt/C⊥|rξtt и
диссипативное Bµ|ξ/b|m−q|ξt/C⊥|qξt):

A
[

1 + η|ξ/b|n−r |ξt/C⊥|r
]

ξtt

+ B
[

1 + µ|ξ/b|m−q|ξt/C⊥|q
]

ξt −Cξyy = bτ , (1)

где A = πρb2 — масса единицы длины дислокации, B —
линейный коэффициент трения, C = 2Gb2/π(1− ν) —
эффективное натяжение, G, ν , ρ и C⊥ = (G/ρ)1/2 — мо-
дуль сдвига, коэффициент Пуассона, плотность и ско-
рость сдвиговой волны для монокристалла, b — мо-
дуль вектора Бюргерса, µ, η и m, q, n, r — соот-
ветственно безразмерные параметры и показате-
ли степени диссипативной и реактивной нелиней-

ности, m ≥ q ≥ 0, n ≥ r ≥ 0, |µ|
∣

∣ξ/b
∣

∣

m−q∣
∣ξt/C⊥

∣

∣

q ≪ 1,

|η|
∣

∣ξ/b
∣

∣

n−r ∣
∣ξt/C⊥

∣

∣

r ≪ 1, y — координата вдоль линии
дислокации, ξ(0, t) = ξ(l, t) = 0. Для металлов длина
дислокаций и коэффициент трения B находятся в преде-
лах 10−6−10−3 cm и 5 · 10−5−5 · 10−3 dyn · (s/cm2) со-
ответственно [8–14].
Функциональная структура введенных в уравне-

ние (1) нелинейных слагаемых Aη|ξ/b|n−r |ξt/C⊥|r ξtt и
Bµ|ξ/b|m−q|ξt/C⊥|qξt задается в соответствии с экспе-
риментально наблюдаемыми степенными зависимостями
коэффициента затухания и фазовой задержки несущей
слабой ВЧ-волны под действием мощной НЧ-волны от
ее амплитуды и частоты, при этом параметры нелиней-
ности µ, η и показатели m, q, n, r для каждого поликри-
сталлического твердого тела определяются из сравнения
аналитических расчетов с результатами эксперимента.
Наличие таких слагаемых в уравнении движения дис-
локации приведет соответственно к ВЧ-реактивной и
диссипативной нелинейности уравнения состояния поли-
кристалла, причем последние не будут вносить вклад в
НЧ-эффекты АЗВТ, обусловленные гистерезисной нели-
нейностью. Для многих поликристаллических твердых
тел (цинк, свинец, гранит, магнезит, мрамор, песчаник,
известняк) нелинейные эффекты затухания и фазовой
задержки несущей слабой ВЧ-волны под действием
мощной НЧ-волны накачки не зависят от ее частоты, так
что для них r = 0, q = 0, однако в общем случае r 6= 0,
q 6= 0. Так, например, для отожженной меди r ∼= 1/2,
q ∼= 1/2. Более разнообразно ведут себя показатели
степени диссипативной нелинейности поликристаллов:

для отожженной меди (в зависимости от температуры
отжига) m = 1, 3/2, 2 [23], для неотожженного цинка
m = 3/2, для отожженного m = 2 [24], для свинца
m = 1 [25], для мрамора m = 2 [26], для гранита [26]
и магнезита [27] m = 1. Аналогично ведут себя пока-
затели степени реактивной нелинейности: для гранита
n = 1 [28], для мрамора n = 3/2 [29], для магнезита
n = 1 [27].
Для получения уравнения состояния поликристалла

определим его сдвиговую деформацию γ(τ ) под действи-
ем сдвигового напряжения τ [8]

γ(τ ) = (τ /G) + γdis(τ ), (2)

где

γdis(τ ) = b

∞
∫

0

l
∫

0

ξ(y, t)N(l)dy dl

— сдвиговая дислокационная деформация, связанная со
смещением ξ(y, t) дислокаций, N = N(l) — функция
распределения сегментов дислокаций по длинам l,

∞
∫

0

lN(l)dl = 3

— плотность дислокаций. Как показано далее, функция
распределения N = N(l) определяет зависимость нели-
нейных эффектов от частот взаимодействующих волн.
Решение уравнения (1) будем искать методом возму-

щений, полагая при этом, что колебания дислокации на
основной моде являются доминирующими [8,10,12,13]

ξ(y, t) = [ζ0(t) + ζ1(t)] sin
πy
l
, |ζ1(t)| ≪ |ζ0(t)|. (3)

Подставляя (3) в (1), находим

ζ0(t) =
8b
πλA

t
∫

−∞

τ (t1) exp

[

d0

2
(t1 − t)

]

sin

[

λ

2
(t − t1)

]

dt1,

(4)

ζ1(t) = − 1

λ

t
∫

−∞

(

δd0D0(t1)
dζ0(t1)

dt1
+ gG0(t1)

d2ζ0(t1)

dt21

)

× exp

[

d0

2
(t1 − t)

]

sin

[

λ

2
(t − t1)

]

dt1, (5)

где

δ =
4µ√

πbm−qCq
⊥

Ŵ[(m + 3)/2]

Ŵ[(m + 4)/2]
,

g =
4η√

πbn−rCr
⊥

Ŵ[(n + 3)/2]

Ŵ[(n + 4)/2]
,

D0(t1) =
∣

∣ζ0(t1)
∣

∣

m−q
∣

∣

∣

∣

dζ0(t1)
dt1

∣

∣

∣

∣

q

,

G0 =
∣

∣ζ0(t1)
∣

∣

n−r
∣

∣

∣

∣

dζ0(t1)
dt1

∣

∣

∣

∣

r

, λ2 = 4�2 − d2
0,

� = (π/l)(C/A)1/2 = [2/(1− ν)]1/2(C⊥/l)

— резонансная частота основной моды колебания дис-
локации длины l, d0 = B/A — параметр демпфирования.
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Для меди резонансная частота � дислокации длиной

l = 10−3 cm является достаточно высокой и составляет

3.9 · 108 Hz [8,10]. Однако, если при отрыве от примес-

ных атомов под действием мощной НЧ-волны длина

дислокации увеличивается в 103 раз, то резонансная

частота дислокации уменьшается во столько же раз и

находится в диапазоне сотен килогерц.

Подставляя (3) в (2), получим (при плавной функции

распределения N = N(l) и небольшой плотности дис-

локаций, когда (C⊥/ω)2l2ωN(lω) ≪ 1, ω — частота де-

формирования, lω = [2/(1− ν)]1/2(C⊥/ω) — длина дис-

локации с резонансной частотой, равной ω) уравнение

состояния τ = τ (γ) поликристалла с дислокационной

диссипативной и реактивной нелинейностью для сдви-

говых напряжений и деформаций

τ (γ) = G

{

γ − 16C2
⊥

π3

∞
∫

0

t
∫

−∞

γ(t1) exp

(

d0

2
(t1 − t)

)

× sin

(

λ

2
(t − t1)

)

dt1
lN(l)dl

λ
+

16C2
⊥

π3

×
∞
∫

0

t
∫

−∞

(

δd0Dγ(t1)
dυ(t1)

dt1
+ gGγ(t1)

d2υ(t1)

dt21

)

× exp

(

d0

2
(t1 − t)

)

sin

(

λ

2
(t − t1)

)

dt1
lN(l)dl

λ2

}

,

(6)

где

(

Dγ(t1)

Gγ(t1)

)

=

(

4C2
⊥

π2λb

)

(

m
n

)

∣

∣2υ(t1)
∣

∣

(

m−q
n−r

)

∣

∣

∣

∣

dυ(t1)
dt1

∣

∣

∣

∣

(

q
r

)

, (7)

υ(t1) =

t1
∫

−∞

γ(t2) exp

(

d0

2
(t2 − t1)

)

sin

(

λ

2
(t1 − t2)

)

dt2.

(8)

Переходя в выражении для γdis(τ ) от сдвиговых напря-

жений τ и деформаций γ к продольным напряжениям σ

и деформациям ε [8,10], получим аналогично (6) уравне-
ние состояния σ = σ (ε) для продольных напряжений и

деформаций

σ (ε) = E

{

ε − 16TC2
0

π3

∞
∫

0

t
∫

−∞

ε(t1) exp

(

d0

2
(t1 − t)

)

× sin

(

λ

2
(t − t1)

)

dt1
lN(l)dl

λ
+

16TC2
0

π3

×
∞
∫

0

t
∫

−∞

(

δd0Dε(t1)
de(t1)

dt1
+ gGε(t1)

d2e(t1)

dt21

)

× exp

(

d0

2
(t1 − t)

)

sin

(

λ

2
(t − t1)

)

dt1
lN(l)dl

λ2

}

,

(9)

где

(

Dε(t1)

Gε(t1)

)

=

(

4RC2
0

π2λb

)

(

m
n

)

∣

∣2e(t1)
∣

∣

(

m−q
n−r

)

∣

∣

∣

∣

de(t1)
dt1

∣

∣

∣

∣

(

q
r

)

,

(10)

e(t1) =

t1
∫

−∞

ε(t2) exp

(

d0

2
(t2 − t1)

)

sin

(

λ

2
(t1 − t2)

)

dt2.

(11)

Здесь E — модуль упругости для монокристалла,

C0 =
√

E/ρ — скорость продольной волны, R — мно-

житель, учитывающий ориентацию направления распро-

странения продольной волны по отношению к плос-

костям и направлению скольжения в поликристал-

ле, T — ориентационный фактор, учитывающий рас-

пределение дислокаций по всем системам скольже-

ния [8,10] (для изотропных поликристаллов R = 2/π2,

T ≈ 4 · 10−2 [8,10,13]).
Заметим, что уравнение состояния наиболее полно

описывает упругие и неупругие свойства среды, посколь-

ку именно уравнение состояния позволяет в полной

мере исследовать волновые процессы, протекающие при

распространении и взаимодействии в среде упругих

волн.

В НЧ-приближении (ω ≪ �, �2/d0) находим

(

Dε(t)

Gε(t)

)

=

(

2RC2
0

π2b�2

)

(

m
n

)

∣

∣2ε(t)
∣

∣

(

m−q
n−r

)

∣

∣εt(t)
∣

∣

(

q
r

)

,

при этом уравнение состояния (9) имеет простой вид,

в котором (при

δd2
0ω

q−r

g�2

(

2RC2
0ε0

π2b�2

)m−n

≪ 1,

ε0 — амплитуда деформации) диссипативная и реактив-

ная нелинейности разделены и входят аддитивно

σ (ε) = E

[(

1− 8TC2
0

π3

∞
∫

0

lN(l)dl
�2

)

ε

+

(

8TC2
0

π3

∞
∫

0

lN(l)dl
�4

)

d0εt +
4TC2

0

π3

(

2RC2
0

π2b

)m

×
∞
∫

0

lN(l)dl
�2m+4

δd0|2ε|m−q |εt |qεt +
4TC2

0

π3

(

2RC2
0

π2b

)n

×
∞
∫

0

lN(l)dl
�2n+4

g|2ε|n−r |εt |rεtt

]

. (12)

Из этого уравнения отчетливо видны различия прояв-

лений диссипативной (∝ δd0|2ε|m−q |εt |qεt) и реактивной

1∗ Физика твердого тела, 2016, том 58, вып. 9
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(∝ g|2ε|n−r |εt |rεtt) нелинейностей, структура которых

повторяет структуру соответствующих нелинейных сла-

гаемых в уравнении движения дислокации: диссипатив-

ная нелинейность приводит к зависимости коэффициента

поглощения, а реактивная — к зависимости модуля

упругости от амплитуды деформации. Из уравнения (12)
также следует, что в НЧ-диапазоне диссипативная и

реактивная нелинейности малы и не влияют на эффек-

ты АЗВТ, обусловленные гистерезисной нелинейностью

поликристалла.

Подставляя уравнение состояния (9) в уравнение дви-

жения ρUtt = σx (ε), где U = U(x , t) — смещение [22],
получим волновое уравнение для продольных волн де-

формации ε(x , t) = ∂U(x , t)/∂x , определяющее волно-

вые процессы в поликристаллических твердых телах,

обладающих ВЧ-дислокационной диссипативной и реак-

тивной нелинейностью:

εtt −C2
0εxx = −16TC4

0

π3

∞
∫

0

t
∫

−∞

εxx(t1) exp

(

d0

2
(t1 − t)

)

× sin

(

λ

2
(t − t1)

)

dt1
lN(l)dl

λ
+

16TC4
0

π3

×
∞
∫

0

t
∫

−∞

(

δd0

[

Dε(t1)
de(t1)

dt1

]

xx

+ g

[

Gε(t1)
d2e(t1)

dt21

]

xx

)

× exp

(

d0

2
(t1 − t)

)

sin

(

λ

2
(t − t1)

)

dt1
lN(l)dl

λ2
. (13)

Слагаемые в правой части этого уравнения определя-

ют соответственно линейные диссипацию и дисперсию

слабых упругих волн в поликристаллах и нелинейные

процессы, возникающие при распространении и взаимо-

действии в них интенсивных упругих волн.

3. Затухание и фазовая задержка
несущей ультразвукового импульса
под действием низкочастотной
волны в резонаторе

Исследуем сначала нелинейные эффекты, возникаю-

щие при распространении слабого ВЧ-импульса в поле

мощной резонансной (стоячей) НЧ-волны накачки в

стержне, когда для последней стержень является ре-

зонатором, а для ВЧ-импульса — фактически безгра-

ничной средой. Для резонатора с жесткой (x = 0) и

мягкой (x = L) границами выражение для деформации

НЧ-волны имеет вид

ε1(x , t) = εm cosKpx sin{[�p − 1�p(εm)]t + θ},

где εm — амплитуда волны, KpL = π(2p − 1)/2,
L — длина стержня, p — номер продольной моды,

�p = C0Kp, 1�p(εm) — нелинейная расстройка резо-

нансной частоты резонатора от линейного резонанса,

1�(εm) ≪ �p/p, θ = const. Граничное условие для сла-

бой ВЧ-волны зададим в виде

ε(x = 0, t) = a0 cosωt.

Полагая в (13) ε(x , t) = ε1(x , t) + ε2(x , t),
|ε1(x , t)|≫|ε2(x , t)|, |ε1t(x , t)|≫|ε2t (x , t)|, ε2(x , t)=a(x)
× exp{ j[(ωt − kx) − ϕ(x)]}/2 + c. c., �p ≪ ω, Kp ≪ k
= ω/C0, ax(x) ≪ ka(x), ϕx (x) ≪ kϕ(x) и выделяя в

нем слагаемые на частоте ω, получим уравнения для

амплитуды a(x) и фазы ϕ(x) ВЧ-импульса

1

a(x)

da(x)

dx
= −4TC0

π3
d0ω

2

∞
∫

0

lN(l)dl
[(

�2 − ω2
)2

+ d2
0ω

2
]

− µPεm
m

∣

∣cosKpx
∣

∣

m
�q

pd0ω
2

×
∞
∫

0

[(

�2 − ω2
)2 − d2

0ω
2
]

lN(l)dl
[(

�2
p −�2

)2
+ d2

0�
2
p

]m/2[(
�2 − ω2

)2
+ d2

0ω
2
]2

− 2ηQεn
m

∣

∣cosKpx
∣

∣

n
�r

pd0ω
4

×
∞
∫

0

(

�2 − ω2
)

lN(l)dl
[(

�2
p −�2

)2
+ d2

0�
2
p

]n/2[(
�2 − ω2

)2
+ d2

0ω
2
]2
,

(14)

dϕ(x)

dx
=

4TC0

π3
ω

∞
∫

0

(

�2 − ω2
)

lN(l)dl
[(

�2 − ω2
)2

+ d2
0ω

2
]

− 2µPεm
m

∣

∣cosKpx
∣

∣

m
�q

pd2
0ω

3

×
∞
∫

0

(

�2 − ω2
)

lN(l)dl
[(

�2
p −�2

)2
+ d2

0�
2
p

]m/2[(
�2 − ω2

)2
+ d2

0ω
2
]2

+ ηQεn
m

∣

∣cosKpx
∣

∣

n
�r

pω
3

×
∞
∫

0

[(

�2 − ω2
)2 − d2

0ω
2]lN(l)dl

[(

�2
p −�2

)2
+ d2

0�
2
p

]n/2[(
�2 − ω2

)2
+ d2

0ω
2
]2
,

(15)
где

P =
8TC0

π9/2

(

4RC2
0

π2b2

)m( b
C⊥

)q
Ŵ[(m + 3)/2]

Ŵ(m + 4)/2

× (q + 1)B [(m − q + 1)/2, (q + 1)/2],

Q =
8TC0

π9/2

(

4RC2
0

π2b2

)n( b
C⊥

)r
Ŵ[(n + 3)/2]

Ŵ(n + 4)/2

× B [(n − r + 1)/2, (r + 1)/2],

Ŵ[x ] и B [x , y ] — гамма- и бета-функции, а функция

N = N(l) определяет распределение дислокаций по дли-

нам l после отрыва их сегментов от примесных атомов

(под действием мощной НЧ-волны накачки).
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Из уравнений (14), (15) находим нелинейные коэф-

фициент затухания χ(εm) = ln[a0/a(x = L)] и фазовую

задержку несущей 1T1(εm) слабого ВЧ-импульса под

действием мощной НЧ-волны в резонаторе

χ(εm) =
µPŴ[(m + 1)/2]√
πŴ[(m + 2)/2]

εm
m�

q
pLd0ω

2

×
∞
∫

0

[(

�2 − ω2
)2 − d2

0ω
2
]

lN(l)dl
[(

�2
p −�2

)2
+ d2

0�
2
p

]m/2[(
�2 − ω2

)2
+ d2

0ω
2
]2

+
2ηQŴ[(n + 1)/2]√
πŴ[(n + 2)/2]

εn
m�

r
pLd0ω

4

×
∞
∫

0

(

�2 − ω2
)

lN(l)dl
[(

�2
p −�2

)2
+ d2

0�
2
p

]n/2[(
�2 − ω2

)2
+ d2

0ω
2
]2
,

(16)

1T1(εm) = −2µPŴ[(m + 1)/2]√
πŴ[(m + 2)/2]

εm
m�

q
pLd2

0ω
2

×
∞
∫

0

(

�2 − ω2
)

lN(l)dl
[(

�2
p −�2

)2
+ d2

0�
2
p

]m/2[(
�2 − ω2

)2
+ d2

0ω
2
]2

+
ηQŴ[(n + 1)/2]√
πŴ[(n + 2)/2]

εn
m�

r
pLω2

×
∞
∫

0

[(

�2 − ω2
)2 − d2

0ω
2
]

lN(l)dl
[(

�2
p −�2

)2
+ d2

0�
2
p

]n/2[(
�2 − ω2

)2
+ d2

0ω
2
]2
.

(17)

Из этих уравнений видно, что, вообще говоря, и дис-

сипативная, и реактивная нелинейность приводят к из-

менениям амплитуды и фазы ВЧ-импульса под действи-

ем НЧ-волны накачки. В относительно низкочастотном

диапазоне при m < n каждая из этих нелинейностей

отвечает только за
”
свой“ эффект: диссипативная — за

”
затухание звука на звуке“, а реактивная — за фазовую

задержку несущей:

χ(εm) =
µPŴ[(m + 1)/2]√
πŴ[(m + 2)/2]

εm
m�

q
pLd0ω

2

×
∞
∫

0

[(

�2 − ω2
)2 − d2

0ω
2
]

lN(l)dl
[(

�2
p −�2

)2
+ d2

0�
2
p

]m/2[(

�2 − ω2
)2

+ d2
0ω

2
]2
,

(18)

1T1(εm) =
ηQŴ[(n + 1)/2]√
πŴ[(n + 2)/2]

εn
m�

r
pLω2

×
∞
∫

0

[(

�2 − ω2
)2 − d2

0ω
2
]

lN(l)dl
[(

�2
p −�2

)2
+ d2

0�
2
p

]n/2[(
�2 − ω2

)2
+ d2

0ω
2
]2
.

(19)

Из этих выражений следует, что при одинако-

вых длинах дислокаций l = l0, N(l) = (3/l0)δ(l − l0),
�0 = [2/(1 − ν)]1/2(C⊥/l0) знаки χ(εm) и 1T1(εm) зави-

сят от частоты ω: в диапазонах 0 ≤ ω ≤ �1 = {−d0 + [d2
0

+ 4�2
0]
1/2}/2 и ω > �2 = {d0 + [d2

0 + 4�2
0]
1/2}/2 имеем

χ(εm) ≥ 0, 1T1(εm) ≥ 0, а в диапазоне �1 < ω < �2 —

χ(εm) < 0, 1T1(εm) < 0, т. е. в поликристаллах, вообще

говоря, может наблюдаться не только затухание, но

и
”
усиление звука на звуке“. Из выражения (18) так-

же видно, что на низких частотах (ω ≪ �∗ = �2
0/d0)

χ(εm), 1T1(εm) ∼ ω2, а на высоких (ω ≫ �2) — χ(εm),
1T1(εm) ∼ ω−2. В диапазоне

”
промежуточных“ частот

будут наблюдаться
”
промежуточные“ зависимости χ(εm)

и 1T1(εm) от ω; их конкретный вид определяется функ-

цией распределения дислокаций по длинам N = N(l) и

параметром демпфирования d0.

В НЧ-диапазоне (ω ≪ �, d0ω ≪ �2) из выраже-

ний (18), (19) получаем

χ(εm) =
µPŴ[(m + 1)/2]√
πŴ[(m + 2)/2]

εm
m�

q
pLd0ω

2

∞
∫

0

lN(l)dl
�2m+4

, (20)

1T1(εm) =
ηQŴ[(n + 1)/2]√
πŴ[(n + 2)/2]

εn
m�

r
pLω2

∞
∫

0

lN(l)dl
�2n+4

. (21)

Таким образом, из сравнения амплитудно-частотных

зависимостей выражений для χ = χ(εm) и 1T1 = 1T1(εm)
с результатами соответствующих экспериментов можно

определить показатели степени и параметры диссипа-

тивной и реактивной нелинейности и параметр демп-

фирования, а по ним — эффективные характеристики

дислокационной структуры поликристалла (распределе-
ние дислокаций по длинам и их плотность). Нелинейные
эффекты затухания и фазовой задержки несущей слабой

ВЧ-волны под действием сильной НЧ-волны наблю-

дались в поликристаллических металлах (отожженная
медь [23], цинк [24], свинец [25]) и горных породах

(гранит [26,28], мрамор [26,29], магнезит [27]).

4. Самовоздействие интенсивной
высокочастотной волны

Исследуем теперь амплитудно-фазовые эффекты, воз-

никающие при самовоздействии в поликристалле ин-

тенсивной ВЧ-волны. В этом случае, в отличие от эф-

фектов влияния мощной НЧ-волны на распространение

слабого ультразвукового импульса, функция распреде-

ления N = N(l) будет определяться не дислокационной

сеткой, а примесными атомами. Это связано с тем,

что с ростом частоты упругой волны гистерезисная

нелинейность, обусловленная отрывом дислокаций от

примесных атомов, уменьшается [18]; следовательно, на
ультразвуковых частотах отрыва сегментов дислокаций

от примесных атомов не происходит, поэтому распреде-
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ление N = N(l) сегментов дислокаций по длинам l опре-
деляется примесными атомами, при этом, согласно рас-

пределению Келера [7–10,12], N(l) = (3/l20) exp(−l/l0),
l0 — средняя длина сегмента дислокации.

Подставляя в (13) ε(x , t) = a(x) cos[(ωt − kx) − ϕ(x)]
+ ε̃(x , t), a(x = 0) = a0 и считая, что ax(x) ≪ ka(x),
ϕx (x) ≪ kϕ(x), |ε̃(x , t)| ≪ a(x), после несложных вы-

числений получаем уравнения для амплитуды a(x) и

фазы ϕ(x) ВЧ-волны

1

a(x)

da(x)

dx
= −4TC0

π3
ωZ(ω) − µHam(x)d0ω

q+2

×
∞
∫

0

[(

�2 − ω2
)2 − d2

0ω
2
]

lN(l)dl
[(

�2 − ω2
)2

+ d2
0ω

2
](m+4)/2

− ηFan(x)d0ω
r+4

∞
∫

0

(�2 − ω2)lN(l)dl
[(

�2 − ω2
)2 − d2

0ω
2
](n+4)/2

, (22)

dϕ(x)

dx
=

4TC0

π3
ωW (ω) − 2µHam(x)d2

0ω
q+3

×
∞
∫

0

(�2 − ω2)lN(l)dl
[(

�2 − ω2
)2

+ d2
0ω

2
](m+4)/2

+ 2ηFan(x)ωr+3

∞
∫

0

[(

�2 − ω2
)2 − d2

0ω
2
]

lN(l)dl
[(

�2 − ω2
)2

+ d2
0ω

2
](n+4)/2

,

(23)
где

Z(ω) = ωd0

∞
∫

0

lN(l)dl
[(

�2 − ω2
)2

+ ω2d2
0

]

,

W (ω) =

∞
∫

0

(�2 − ω2)lN(l)dl
[(

�2 − ω2
)2

+ ω2d2
0

]

,

H =
8TC0

π9/2

(

4RC2
0

π2b2

)m( b
C⊥

)q
Ŵ[(m + 3)/2]

Ŵ[(m + 4)/2]

× B [(m − q + 1)/2, (q + 3)/2],

F =
8TC0

π9/2

(

4RC2
0

π2b2

)n( b
C⊥

)r
Ŵ[(n + 3)/2]

Ŵ[(n + 4)/2]

× B [(n − r + 3)/2, (r + 1)/2].

Первые слагаемые в правых частях уравнений (22),
(23), так же как и в (14), (15), отвечают за линейные

затухание и изменение фазовой скорости ВЧ-волны, а

вторые и третьи описывают изменения ее амплитуды и

фазы за счет диссипативной и реактивной нелинейности

соответственно. В относительно низкочастотном диапа-

зоне и при m < n каждая из этих нелинейностей отвеча-

ет также только за
”
свой“ эффект: диссипативная — за

нелинейное ограничение амплитуды волны (или са-

мопросветление среды), а реактивная — за изменение

фазовой скорости волны (т. е. ее фазовой задержки):

1

a(x)

da(x)

dx
= − 4TC0

π3
ωZ(ω) − µHam(x)d0ω

q+2

×
∞
∫

0

[(

�2 − ω2
)2−d2

0ω
2
]

lN(l)dl
[(

�2 − ω2
)2

+ d2
0ω

2
](m+4)/2

, (24)

dϕ(x)

dx
=

4TC0

π3
ωW (ω) + 2ηFan(x)ωr+3

×
∞
∫

0

[(

�2 − ω2
)2−d2

0ω
2
]

lN(l)dl
[(

�2 − ω2
)2 − d2

0ω
2
](n+4)/2

. (25)

Из уравнений (24), (25) находим выражения для ам-

плитуды a(L) и нелинейной задержки несущей 1T2(L)
импульса на длине L

a(L) =
a0 exp[−A1(ω)L]

[

1 +
B1(ω)[1− exp[−mA1(ω)L]]

A1(ω)
am
0

]1/m , (26)

1T2(L) = B2(ω)

L
∫

0

an(x)dx , (27)

где

A1(ω) =
4TC0

π3
ωZ(ω) > 0,

B1(ω) = µHd0ω
q+2

∞
∫

0

[(

�2 − ω2
)2−d2

0ω
2
]

lN(l)dl
[(

�2 − ω2
)2

+ d2
0ω

2
](m+4)/2

,

B2(ω) = 2ηFωr+2

∞
∫

0

[(

�2 − ω2
)2−d2

0ω
2
]

lN(l)dl
[(

�2 − ω2
)2

+ d2
0ω

2
](n+4)/2

.

При
∣

∣

∣

∣

B1(ω)

A1(ω)

[

1− exp[−mA1(ω)L]
]

am
0

∣

∣

∣

∣

≪ 1

из выражений (26), (27) имеем

a(L) ∼= a0 exp[−A1(ω)L]

×
[

1− B1(ω)
[

1− exp[−mA1(ω)L]
]

mA1(ω)
am
0

]

,

1T2(L) ∼= an
0B2(ω)

[

1− nB1(ω)

mA1(ω)

×
(

1− n
n + m

1− exp[−(n + m)A1(ω)L]

1− exp[−nA1(ω)L]

)

am
0

]

× 1− exp[−nA1(ω)L]

nA1(ω)
,
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а при выполнении дополнительных условий

exp[−mA1(ω)L] ≪ 1, exp[−nA1(ω)L] ≪ 1 получаем

a(L) ∼= a0 exp[−A1(ω)L]

[

1− B1(ω)

mA1(ω)
am
0

]

, (28)

1T2(L) ∼= an
0B2(ω)

nA1(ω)

[

1− nB1(ω)

(n + m)A1(ω)
am
0

]

. (29)

При сравнении амплитудно-частотных зависимостей вы-

ражений (26)−(29) с результатами соответствующих

экспериментов можно также определить параметры дис-

локационной нелинейности и эффективные характери-

стики дислокационной структуры поликристалла. Эф-

фекты самовоздействия интенсивных ВЧ-волн наблю-

дались в цинке [24], свинце [25], магнезите [27] и

мраморе [29].

5. Генерация третьей гармоники
интенсивной высокочастотной
волны

Кроме эффектов самовоздействия первичной интен-

сивной ВЧ-волны в поликристаллах возможны и эф-

фекты генерации вторичных волн на частотах высших

(нечетных) гармоник ω3s = 3sω, s = 1, 2, 3, . . . , что

также можно использовать для изучения их дислока-

ционной нелинейности. Генерация высших гармоник в

металлах с дислокациями исследовалась в [13,30–32].
В этих работах для описания генерации второй и

третьей гармоник учитывались квадратичная и кубич-

ная упругие нелинейности, связанные с геометриче-

ской нелинейностью изменения длины дислокационной

струны при ее изгибе под действием статического и

переменного напряжений. Здесь же в рамках волнового

уравнения (13) будет рассмотрена генерация третьей

гармоники при распространении интенсивной продоль-

ной ВЧ-волны в поликристалле с дислокационными

диссипативной и реактивной нелинейностями (посколь-
ку уравнение (13) обладает нечетной нелинейностью,

его решение при гармоническом граничном условии

ε(x = 0, t) = a0 cosωt будет содержать только нечетные

гармоники). Отметим, что в отличие от рассмотренных

выше процессов взаимодействия и самовоздействия НЧ-

и ВЧ-упругих волн для генерации высших гармоник

большую роль может играть дисперсия фазовой скоро-

сти в нелинейной среде: дисперсия фазовой скорости

приводит к расфазировке взаимодействующих первичной

и вторичных волн, что снижает эффективность генера-

ции высших гармоник.

Решение уравнения (13) будем искать методом воз-

мущений. Подставляя в (13) ε(x , t) = ε1(x , t) + ε3(x , t),
ε1(x , t) = a(x) cos[(ωt − kx) − ϕ(x)], ε3(x , t) = c(x)
× cos{3[(ωt−kx)−ϕ(x)]}+h(x) sin{3[(ωt−kx)−ϕ(x)]} и

полагая, что c(x) ≪ a(x), h(x) ≪ a(x), cx(x) ≪ 3kc(x),
hx(x) ≪ 3kh(x), получаем уравнения для амплитуд c(x)

и h(x) cos- и sin -компонент вторичной волны ε3(x , t)

dc(x)

dx
− 3h(x)

dϕ(x)

dx
= −12TC0

π3
ω[W (3ω)h(x)

+ Z(3ω)c(x)] +
12TC0

π4

(

4RC2
0

π2b

)n

× (n − 4r)B [(n − r + 3)/2, (r + 1)/2]

(n + 4)2r

× gωr+3Yn(ω)an+1(x) − 12TC0

π4

(

4RC2
0

π2b

)m

× (3m − 4q)B [(m − q + 1)/2, (q + 3)/2]

(m + 4)2q

× δd0ω
q+2Xm(ω)am+1(x), (30)

dh(x)

dx
+ 3c(x)

dϕ(x)

dx
=

12TC0

π3
ω[W (3ω)c(x)

− Z(3ω)h(x)] − 12TC0

π4

(

4RC2
0

π2b

)n

× (n − 4r)B [(n − r + 3)/2, (r + 1)/2]

(n + 4)2r

× gωr+3Xn(ω)an+1(x) − 12TC0

π4

(

4RC2
0

π2b

)m

× (3m − 4q)B [(m − q + 1)/2, (q + 3)/2]

(m + 4)2q

× δd0ω
q+2Ym(ω)am+1(x), (31)

где

W (3ω) =

∞
∫

0

(�2 − 9ω2)lN(l)dl
[(

�2 − 9ω2
)2

+ 9ω2d2
0

]

,

Z(3ω) = 3ωd0

∞
∫

0

lN(l)dl
[(

�2 − 9ω2
)2

+ 9ω2d2
0

]

,

Xn(ω) =

=

∞
∫

0

(�2 − ω2)(�2 − 9ω2)
[(

�2 − ω2
)2 − 3ω2d2

0

]

−
− 3ω2d2

0

[

3
(

�2 − ω2
)2 − ω2d2

0

]

[(

�2 − ω2
)2

+ ω2d2
0

](n+4)/2[(
�2 − 9ω2

)2
+ 9ω2d2

0

]

× lN(l)dl,

Ym(ω) = ωd0

×
∞
∫

0

3(�2 − ω2)
[(

�2 − ω2
)2 − 3ω2d2

0

]

+

+ (�2 − 9ω2)
[

3
(

�2 − ω2
)2 − ω2d2

0

]

[(

�2 − ω2
)2

+ ω2d2
0

](m+4)/2[(
�2 − 9ω2

)2
+ 9ω2d2

0

]

× lN(l)dl,
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а амплитуда a(x) и фаза ϕ(x) первичной волны опреде-

ляются уравнениями (22), (23). Из (30), (31) получаем

уравнение для комплексной амплитуды c(x) + jh(h) вто-
ричной волны ε3(x , t)

d[c(x) + jh(x)]

dx
+ 3[c(x) + jh(x)]

×
[

j
dϕ(x)

dx
+

4TC0

π3
ω[Z(3ω) − jW (3ω)]

]

= − j
12TC0

π4

×
(

4RC2
0

π2b

)n
(n − 4r)B [(n − r + 3)/2, (r + 1)/2]

2r (n + 4)

× gωr+3[Xn(ω) + jYn(ω)]an+1(x) − 12TC0

π4

×
(

4RC2
0

π2b

)m
(3m − 4q)B [(m − q + 1)/2, (q + 3)/2]

2q(m + 4)

× δd0ω
q+2[Xm(ω) + jYm(ω)]am+1(x). (32)

Решение уравнения (32) имеет вид

c(x) + jh(x) = C(x)

× exp

[

−3

(

jϕ(x) +
4TC0

π3
ω[Z(3ω) − jW (3ω)]x

)]

,

(33)

где

C(x) = − j
12TC0

π4

(

4RC2
0

π2b

)n

× (n − 4r)B [(n − r + 3)/2, (r + 1)/2]

2r (n + 4)
gωr+3[Xn(ω)

+ jYn(ω)]

x
∫

0

an+1(x1) exp

[

3

(

jϕ(x1) +
4TC0

π3
ω[Z(3ω)

− jW (3ω)]x1

)]

dx1 −
12TC0

π4

(

4RC2
0

π2b

)m

× (3m − 4q)B [(m − q + 1)/2, (q + 3)/2]

2q(m + 4)

× δd0ω
q+2[Xm(ω) + jYm(ω)]

x
∫

0

am+1(x1)

× exp

[

3

(

jϕ(x1) +
4TC0

π3
ω[Z(3ω) − jW (3ω)]x1

)]

dx1.

(34)

Вообще говоря, решение (33) является достаточно слож-
ным для анализа; комплексная амплитуда c(x) + jh(x)
волны ε3(x , t) определяется суперпозицией волн, гене-

рируемых за счет реактивной и диссипативной нели-

нейностей. В связи с этим рассмотрим поведение ам-

плитуды деформации
√

c2(x) + h2(x) волны ε3(x , t) на

достаточно малых расстояниях x , когда эффекты са-

мовоздействия для первичной волны ε1(x , t) не прояв-

ляются и a(x) ∼= a0 exp[−A1(ω)x ], ϕ(x) ∼= 4TC0

π3 ωW (ω)x .
Мы также учтем то обстоятельство, что при плавной

функции распределения N(l) = (3/l20) exp(−l/l0) дис-

локационная дисперсия упругих волн мала, поэтому
12TC0

π3 ω|W (ω) −W (3ω)|x ≪ 1. В результате получим

√

c2(x) + h2(x) = |C(x)| exp
[

−12TC0

π3
ωZ(3ω)x

]

, (35)

где

C(x) = j
12TC0

π4

(

4RC2
0

π2b

)n

× (n − 4r)B [((n − r + 3)/2, (r + 1)/2)]

2r (n + 4)

× gωr+3[Xn(ω) + jYn(ω)]an+1
0

×
1− exp

[

4TC0

π3 ω[3Z(3ω) − (n + 1)Z(ω)]x
]

4TC0

π3 ω[3Z(3ω) − (n + 1)Z(ω)]

+
12TC0

π4

(

4RC2
0

π2b

)m

× (3m − 4q)B [(m − q + 1)/2, (q + 3)/2]

2q(m + 4)

× δd0ω
q+2[Xm(ω) + jYm(ω)]am+1

0

×
1− exp

[

4TC0

π3 ω[3Z(3ω) − (m + 1)Z(ω)]x
]

4TC0

π3 ω[3Z(3ω) − (m + 1)Z(ω)]
. (36)

Из выражения (36) видно, что зависимости амплитуд

вторичных волн, генерируемых за счет реактивной и

диссипативной нелинейности, от амплитуды a0 и ча-

стоты ω первичной волны, вообще говоря, различ-

ны:
√

c2(x) + h2(x)|react ∝ gan+1
0 ωr+3[X2

n (ω) + Y 2
n (ω)]1/2,

√

c2(x) + h2(x)
∣

∣

diss
∝ δd0am+1

0 ωq+2[X2
m(ω) + Y 2

m(ω)]1/2 .

В заключение этого раздела приведем оценки

для параметров η и µ реактивной и диссипатив-

ной нелинейностей поликристалла при m = n = 1,

q = r = 0, b = 3 · 10−8 cm, l0 = 10−4 cm, 3 = 106 cm−2,

C⊥ = 3 · 105 cm/s, C0 = 3.5 · 105 cm/s, d0 = 5 · 109 Hz,
ν = 0.3, R = 2/π2, T = 4 · 10−2. Полагая, что при рас-

пространении в поликристалле первичной волны с

частотой ω = 2π f , f = 5MHz и начальной ампли-

тудой деформации a0 = 10−5, волна на частоте тре-

тьей гармоники генерируется только на реактивной

(µ = 0) или только на диссипативной (η = 0) нели-

нейности и на расстоянии L = 5 cm ее амплитуда со-

ставляет
√

c2(x) + h2(x) = 10−8, получим η ∼= 5 · 10−1,

µ ∼= 5 · 10−3.
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6. Заключение

В работе на основе модификации линейной части

дислокационной теории Гранато−Люкке получено урав-

нение состояния поликристаллических твердых тел с

дислокационной диссипативной и реактивной нелиней-

ностью. В рамках этого уравнения проведено теоре-

тическое исследование взаимодействия и самовоздей-

ствия продольных НЧ- и ВЧ-упругих волн и получены

выражения для изменений амплитуды и фазы слабого

ВЧ-импульса под действием мощной НЧ-волны накачки;

амплитуды и фазовой задержки несущей интенсивной

гармонической ВЧ-волны; амплитуды третьей гармоники

интенсивной гармонической ВЧ-волны.

Описанные нелинейные эффекты (затухание и фазо-

вая задержка несущей слабой ВЧ-волны под действи-

ем сильной НЧ-волны, самовоздействие интенсивной

ВЧ-волны) наблюдаются в экспериментах для многих

поликристаллических горных пород и некоторых метал-

лов, причем в каждом таком материале эти эффекты

являются довольно сильными и, как правило, прояв-

ляют различные амплитудно-частотные закономерности.

Так, например, в зависимости от температуры отжига

поликристаллической меди и частоты ВЧ-волны умень-

шение ее амплитуды под действием мощной НЧ-волны

(εm ≈ 10−5) составляет от 2 до 10 (и даже более)
раз, а относительная фазовая задержка достигает ве-

личины 1%. Следует, однако, заметить, что подобные

значения нелинейных затухания и фазовой задержки

слабой ВЧ-волны (при прочих равных условиях) наблю-
даются далеко не во всех материалах, а в некоторых из

них (например, стекле, неотожженной меди, алюминии,

стали, молибдене, никеле, олове, титане и т. д.) такие

эффекты не наблюдаются вообще. Кроме того, если ту

же отожженную медь подвергнуть пластической дефор-

мации изгиба или кручения, то интенсивность нелиней-

ных эффектов в этом металле сильно уменьшается. Все

это свидетельствует о том, что диссипативная и реактив-

ная нелинейность является чувствительной структурной

характеристикой многих поликристаллических твердых

тел, что можно использовать для эффективной акусти-

ческой диагностики их дислокационной структуры.
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