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Предложен эффективный способ моделирования стальной арматуры в корпусах зданий электрофизических

установок с целью точного учeта возмущения магнитного поля, вызванного намагничиванием стержней.

Решeтка из арматуры представлена одним или несколькими слоями однородного изотропногоматериала

с предварительно вычисленными эквивалентными (усреднeнными) магнитными свойствами. Приведены

примеры расчeта таких магнитных свойств как с использованием упрощeнного аналитического подхода,

так и с помощью численного моделирования магнитного поля в трeхмерной ячейке периодичности решeтки

арматуры. Эффективность способа продемонстрирована на важном практическом примере моделирования

возмущения однородного магнитного поля армированной плитой. Выполнено сравнение с результатами

моделирования, использующими другие подходы.
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Введение

Бетонные конструкции зданий электрофизических

установок содержат стальную арматуру и массивные

стальные элементы. Например, здания токамака, вхо-

дящие в состав Комплекса токамака ИТЭР, содержат

стальную арматуру с периодической пространственной

структурой (рис. 1 [1]). Процентное содержание стали

в таких конструкциях варьирует от 1.5 до 12% [2].
Внутренние элементы здания токамака частично распо-

лагаются на сравнительно небольших (5−10m) рассто-

яниях от токамака. Стальные стержни арматуры могут

намагничиваться полями рассеяния электромагнитной

системы ИТЭР и плазмы, вплоть до насыщения.

Ранее проведeнные расчeты показали [3] заметное

влияние намагничивания арматуры на распределение

магнитного поля внутри камеры установки ИТЭР в

области плазмы, которая чувствительна к возмущениям

полей малого уровня.

Актуальным является вопрос электромагнитной сов-

местимости оборудования в рабочих помещениях здания

ИТЭР [4].

В подобных расчeтах использовались глобальные вы-

числительные модели, которые включали как элемен-

ты конструкции, изготовленные полностью из стали,

так и бетонные элементы, армированные стальными

стержнями.

Авторами настоящей работы разработана глобаль-

ная вычислительная модель здания токамака ИТЭР —

MMTC1 (Magnetic Model of Tokamak Complex, ver. 1) [2].

Одной из проблем при построении детальной расчeт-

ной модели здания токамака является невозможность

учeта расположения отдельных стержней арматуры, со-

здающих сложную картину распределения поля внутри

армированных элементов здания или вблизи них. При

этом уже на расстояниях, сравнимых с характерным

шагом укладки стержней, влияние каждого отдельного

стержня становится малоразличимым. Конструкция с

арматурой в таком случае может быть представлена

как непрерывный континуум с усреднeнными магнитны-

ми свойствами. Эти свойства определяются не только

магнитными свойствами арматуры, но и особенностями

укладки стержней.

В MMTC1 все элементы здания заменены эквива-

лентным однородным изотропным материалом, свой-

ства которого описывались зависимостью магнитной

индукции B = 0.5k f (H) от напряжeнности поля H , где

B = f (H) — кривая намагничивания арматуры, а k —

Рис. 1. Положение слоeв арматуры крест-накрест [1].
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объeмный коэффициент заполнения бетона арматурой.

Коэффициент η = 0.5 учитывает особенности типичной

укладки стержней в двух взаимно-перпендикулярных

направлениях, определяющих плоскость укладки, в ко-

торой только 50% стержней арматуры могут эффек-

тивно проводить магнитный поток во внешнем поле,

ориентированном вдоль стержней. Можно показать, что

величина η принимает значение 0.5 в случае, когда поле

параллельно плоскости укладки арматуры. Это утвер-

ждение перестаeт быть справедливым, если поле имеет

компоненту, перпендикулярную плоскости укладки ар-

матуры. В этом направлении отсутствуют стержни, эф-

фективно проводящие магнитный поток, и как следствие,

намагничение материала в соответствующем направле-

нии должно быть слабым. На основании анализа распре-

деления поля в модели MMTC1 можно предположить,

что влияние этой компоненты проявляется сравнительно

слабо. Тем не менее модель MMTC1 требует более

надeжного обоснования и при необходимости уточнения.

В настоящей работе предложен более точный метод

учeта влияния арматуры, позволяющий оставаться в

рамках однородной изотропной модели.

Приведены результаты численного решения задачи о

возмущении однородного внешнего поля периодической

структурой, образованной стальными стержнями, с ис-

пользованием трeх моделей:

1 — детальной, в которой учитываются форма, поло-

жение и свойства каждого стержня;

2 — изотропной, в которой решeтка стержней замене-

на эквивалентным однородным изотропным материалом,

как при разработке MMTC1;

3 — модифицированной изотропной, соответствую-

щей предложенному подходу.

Расчeты 3D распределений магнитного поля выполне-

ны комплексом программ KOMPOT [5,6], использующе-

го метод конечных элементов. Верификация модели вы-

полнена путeм сопоставления с расчeтами комплексом

программ KLONDIKE [7], базирующимся на интеграль-

ном подходе.

Анизотропная модель решетчатой
структуры

Типичным является расположение арматуры слоями,

в каждом из которых стальные стержни уложены прак-

тически параллельно друг другу с одинаковым шагом.

Направления укладки в соседних слоях взаимно пер-

пендикулярны. Расстояния между слоями — постоянная

величина. Минимальной ячейкой периодичности этой

структуры является гексаэдр со сторонами, равными

шагу укладки арматуры.

В типичном случае размер ячейки существенно мень-

ше характерных размеров армированных конструкций,

и с уменьшением относительных размеров ячеек рас-

пределения поля в близлежащих ячейках всe менее

отличаются друг от друга. В пределе распределение

поля внутри ячейки определяется: 1 — еe структурой,

2 — вектором еe среднего поля и 3 — граничными

условиями периодичности. В этом случае можно пе-

рейти от использования ячеистой структуры к эквива-

лентной гомогенной среде. Напряжeнность и индукция

в точках эквивалентной гомогенной среды определяются

средними значениями напряжeнностей и индукций внут-

ри ячеек. Анизотропные свойства эквивалентной среды

определяются отношением средней индукции к средней

напряжeнности в ячейке при различных заданных на-

правлениях среднего поля.

Таким образом, исходная задача детального определе-

ния поля в ячеистой (решeтчатой) структуре может быть
упрощена и разделена на два этапа: первый — опре-

деление анизотропных свойств эквивалентных сред для

каждого способа укладки арматуры путeм нахождения

распределений поля в ячейках, и, после этого, нахожде-

ние поля в глобальной модели с заменой решeтчатых

структур на эквивалентные анизотропные однородные

среды — второй.

В приближении постоянных магнитных свойств за-

дача расчeта поля является линейной. Поле в ячейке

может быть представлено в виде суперпозиции решений

трeх задач для каждой из компонент среднего поля.

Эти компоненты определены в локальной системе пря-

моугольных декартовых координат XYZ, оси которой

параллельны рeбрам ячейки. Задавшись в общем слу-

чае направлением и величиной напряжeнности среднего

поля H в ячейке (с использованием соответствующих

граничных условий) для каждой задачи можно опре-

делить среднюю индукцию B . Средняя (эффективная)
магнитная проницаемость ячейки в каждом направлении

определяется отношением средних величин индукции и

напряжeнности.

Очевидно, что в линейном случае это отношение

зависит не от уровня поля, но от его направления.

Магнитные проницаемости в характерных направлениях

определяют анизотропные свойства однородной среды,

которые описываются постоянным симметричным тен-

зором с отличными от нуля диагональными компонента-

ми — µxx , µyy , µz z .

В случае нелинейных свойств арматуры можно при-

нять, что в ячейке периодичности магнитная проница-

емость в любой точке стержней одинакова. При этом

еe величина определяется средней напряжeнностью поля

ячейки согласно кривой намагниченности µ(H) материа-
ла стержней. В этом случае для любой наперeд заданной

величины проницаемости µ, задача становится линей-

ной. Таким образом, нелинейные анизотропные свойства

эквивалентной среды могут быть описаны функцией-

тензором, которая зависит только от магнитной прони-

цаемости стержней: (µxx , µyy , µz z ) = f (µ) = f (µ(H)).

Поскольку структура ячейки может быть произволь-

ной, то еe эффективные свойства должны определяться

для конкретного случая путeм моделирования поля в

ячейке.
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Рис. 2. Слои в периодической структуре арматуры для вывода

упрощeнных соотношений.

Введeм систему декартовых координат X ,Y, Z. Будем
считать, что слои стержней параллельны плоскости Y Z и

в половине из них (в нечетных слоях) стержни уложены

вдоль оси Z с шагом 1y , а в другой половине (в четных

слоях) — вдоль оси Y с шагом 1z . Шаг укладки пар

слоев 1x . Примем для удобства на начальном этапе, что

стержни в сечении представляют собой прямоугольник.

Ячейка периодичности представляет собой прямо-

угольный параллелепипед с размерами 1x × 1y × 1z ,
состоящий в направлении оси X из трех слоев

(рис. 2): слой A, толщиной 1xA, в котором стерж-

ни с сечением 1xA × 1yA1 параллельны оси Z, рас-

стояние между стержнями в слое 1yA0 = 1y − 1yA1;

слой B, толщиной 1xB, в котором стержни с сечени-

ем 1xB × 1zB1 параллельны оси Y , расстояние между

стержнями в слое 1zB0 = 1z − 1zB1; слой C толщиной

1xC = 1x − 1xA − 1xB, без стержней.

Введeм Bx , By , B z , Hx , Hy , Hz , µx , µy , µz , соот-

ветствующие эффективным (средним) величинам рас-

сматриваемого трехслойного элемента с анизотропией

магнитных свойств. Введeм B jA, B jB, B jC, H jA, H jB, H jC,

µ jA, µ jB, µ jC (где j = x , y , или z ), соответствующие

эффективным величинам для каждого из слоев. Через

B jA1, B jB1 , H jA1, H jB1, µA1, µB1 обозначим соответству-

ющие величины в стержнях, а через B jA0, B jB0, B jC0,

H jA0, H jB0, H jC0, µA0 = µB0 = µC = 1 — в вакууме в

соответствующем слое.

Рассмотрим в качестве примера Z-компоненту,
слой A:

B zA1 = µ0µA1HzA1, B zA0 = µ0HzA0, B zA = µ0µzAHzA.

(1)

В этом слое Z-компонента является касательной к

границе раздела сред. Поэтому

HzA1 = HzA0 = HzA. (2)

Среднее значение индукции B zA в сечении SzA =
= 1xA1y определяется через поток 8zA в этом сечении:

B zA = 8zA/SzA. Поток равен

8zA = 8zA1 + 8zA0 = B zA1SzA1 + B zA0SzA0,

где SzA1 = 1xA1yA1 и SzA0 = 1xA1yA0. Введем для

слоя A коэффициент заполнения kyA = 1yA1/1y . Тогда

B zA = (1yA1B zA1 + 1yA0B zA0)
/

1y

= kyAB zA1 + (1− kyA)B zA0. (3)

Разделив (3) на µ0HzA и используя соотношения (1)
и (2), получим

µzA = kyAµA1 + (1− kyA) = 1 + kyA(µA1 − 1). (4)

Выполнив соответствующие выкладки для слоeв B,

C и использовав обозначения kzB = 1zB1/1z , kxA =
= 1xA/1x и kxB = 1xB/1x , можно получить

µz = 1 + kxAkyA(µA1 − 1)

+ kxB
(

1/(1− kzB(1− 1/µB1)) − 1
)

, (5)

Аналогичные рассуждения приводят к выражениям

для Y - и x -компонент:

µy = 1 + kxA
(

1/(1− kyA(1− 1/µA1)) − 1
)

+ kxBkzB(µB1 − 1), (6)

1/µx = 1− kxA
(

1− 1/(1 + kyA(µA1 − 1))
)

− kxB
(

1− 1/(1 + kzB(µB1 − 1))
)

.
(7)

Рассмотрим частный случай µA1 = µB1 = µ1. Введeм

фактический коэффициент заполнения сталью: k =
= kxAkyA + kxBkzB и эффективные коэффициенты запол-

нения по каждому из трех направлений:

kz = (µz − 1)/(µ1 − 1), ky = (µy − 1)/(µ1 − 1),

kx = (µx − 1)/(µ1 − 1). (8)

Можно ввести понятие величин эффективности влия-

ния арматуры по каждому направлению, которые равны
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Таблица 1. Значения параметров по результатам моделирова-

ния

Структура 1 (k = 8%) Структура 2 (k = 4%)
µ1

µz , µy µx ηz , ηy ηx µz , µy µx ηz , ηy ηx

1.1 1.008 1.008 0.98 0.96 1.004 1.004 0.98 0.96

2 1.067 1.056 0.84 0.70 1.033 1.028 0.83 0.70

3 1.12 1.087 0.76 0.54 1.060 1.043 0.75 0.54

5 1.22 1.12 0.68 0.38 1.11 1.060 0.67 0.37

10 1.43 1.16 0.60 0.21 1.21 1.077 0.60 0.21

100 5.05 1.20 0.51 0.031 3.02 1.097 0.51 0.025

1000 41.05 1.20 0.50 0.003 21.02 1.10 0.50 0.003

отношениям эффективных коэффициентов заполнения

по каждому из направлений к фактическому коэффици-

енту заполнения: ηz = kz /k , ηy = ky/k , ηx = kx/k .
Предельный случай: если µ1 → ∞, то kz → kxAkyA,

ky → kxBkzB, kx → 0. Если при этом kyA = kzB и

kxA = kxB (типичный частный случай одинаковой уклад-

ки стержней в обоих направлениях), то kxAkyA = kxBkzB,

и ηz = ηy → 0.5, т. е. эффективные коэффициенты запол-

нения в плоскости укладки в пределе равны половине

фактического коэффициента заполнения. Эти значения

соответствуют принятым ранее в подходе для расчeта

поля в модели MMTC1 коэффициентам kz = ky = 0.5k .
Рассмотрим типичные решeтчатые структуры с ко-

эффициентами k заполнения сталью 8% и 4%. Струк-

тура 1: k = 8%, 1x = 1y = 1z = 10 cm, 1xA = 1xB =
= 1yA1 = 1zB1 = 2 cm. Структура 2: k = 4%, 1y = 1z =
= 25 cm, 1x = 8 cm, 1xA = 1xB = 1yA1 = 1zB1 = 2 cm.

Были проведены численные расчeты трeхмерного рас-

пределения магнитостатического поля в ячейках пе-

риодичности обеих решeтчатых структур. С учeтом

симметрии в качестве расчeтных областей выбраны

области, в восемь раз меньшие ячеек периодичности, —

5× 5× 5 cm и 4× 12.5× 12.5 cm соответственно. Эти

области включали соответственно 1 · 106 и 6 · 106 ко-

нечных элементов. Границы расчeтных областей ле-

жат в плоскостях, проходящих через центральные оси

стержней. Моделирование проводилось независимо для

двух вариантов наперeд заданной (с помощью гранич-

ных условий) ориентации и величины среднего поля:

параллельно одному из стержней (оси Z) и перпенди-

кулярно обоим стержням (параллельно оси X). Напря-
жeнность среднего поля была принята 10Oe. Значения

магнитной проницаемости стержней задавались в диа-

пазоне от 1.1 до 1000. По результатам моделирования

определялась средняя индукция (B z или Bx соответ-

ственно) как отношение магнитного потока через со-

ответствующее сечение расчeтной области к площади

этого сечения. Эффективная магнитная проницаемость

(µz или µx ) ячейки периодичности, а следовательно,

и эквивалентной однородной среды, определялась как

отношение вычисленной средней индукции к заданной

средней напряжeнности поля. Результаты представлены

в табл. 1.

Можно видеть из таблицы, что в предельном случае

µ → ∞ эффективности влияния арматуры совпадают с

полученными выше аналитическим путeм значениями:

ηz → 0.5, ηy → 0.5, ηx → 0 (т. е. µz , µy → 0.5kµ, µx → 1).

В общем случае наиболее целесообразным способом

определения эффективных свойств арматуры представ-

ляется численное моделирование поля в ячейке пери-

одичности. Это позволяет без каких-либо упрощающих

предположений учесть дополнительно особенности ар-

матуры, например, форму поперечного сечения стержня,

наличие или отсутствие контакта между стержнями

и т. п.

Модифицированная изотропная модель
решeтчатой структуры

В практических расчeтах использование нелинейных

анизотропных свойств материалов может представлять

определeнные сложности. Однако анизотропные свой-

ства решeтчатой структуры можно сымитировать, при-

меняя модифицированную специальным образом изо-

тропную модель.

Пусть µA1 = µB1 = µ1 и kyA = kzB, kxA = kxB. В этом

случае анизотропная среда описывается эффективными

коэффициентами заполнения по каждому из трех направ-

лений, в которых kz = ky в силу µz = µy = µ∗. Такую

среду можно заменить эквивалентной слоистой струк-

турой, состоящей из двух чередующихся однородных

изотропных слоев, параллельных плоскости YZ, один из

которых является магнитным, а другой — немагнитным.

Задача заключается в нахождении такого коэффици-

ента заполнения магнитного слоя сталью k1 и коэффи-

циента заполнения среды магнитными слоями k2, чтобы

эффективные значения µx , и µ∗ двуслойной структуры

совпадали с анизотропными характеристиками решeт-

чатой структуры. Исходя из требований непрерывности

компонент векторов индукции и напряжeнности на гра-

ницах разделов сред и баланса потоков магнитного поля,

Таблица 2. Значения параметров изотропной модели по ре-

зультатам численного моделирования

Структура 1 (k = 8%) Структура 2 (k = 4%)
µ1

µk1 k1 k2 µk1 k1 k2

1.1 1.03 0.286 0.273 1.023 0.227 0.1726

2 1.27 0.267 0.252 1.226 0.226 0.1478

3 1.52 0.260 0.234 1.452 0.2260 0.1332

5 2.01 0.253 0.214 1.898 0.2244 0.1196

10 3.22 0.246 0.195 3.005 0.2227 0.1069

100 24.6 0.239 0.171 22.82 0.2204 0.0927

1000 23.9 0.238 0.168 220.9 0.2201 0.0911
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Рис. 3. Поле вдоль оси X (a, d), Y (b, e), Z (c) при внешнем поле 100G, параллельном оси Z (a−c) и оси X (d, e). Модели: 1 —

детальная, 2 — изотропная, 3 — модифицированная изотропная.

можно получить:

µ∗ = 1 + k2(µk1 − 1), (9)

1/µx = 1− k2(1− 1/µk1), (10)

где µk1 — эффективная проницаемость магнитного слоя.

Из (9) и (10) можно получить

µk1 = (µ∗

− 1)/(1 − 1/µx ), (11)

k2 = (µ∗

− 1)/(µk1 − 1). (12)

Эффективная магнитная проницаемость µk1 аналогич-

но (4) связана с коэффициентом заполнения магнитного

слоя сталью k1 соотношением

µk1 = 1 + k1(µ1 − 1), (13)

и, следовательно:

k1 = (µk1 − 1)/(µ1 − 1). (14)

Зная значение µ1 и геометрические параметры решeт-

ки, можно найти µx , µy и µz , и далее, по формулам

(11)−(14) — значение µk1 и параметры слоистой струк-

туры k1 и k2.

Если конструкция имеет относительно малую тол-

щину 1xw , еe можно описать одним однородным маг-

нитным слоем толщиной k21xw и коэффициентом за-

полнения сталью k1. Если толщина конструкции не

может считаться малой, она описывается набором слоeв

суммарной толщиной k21xw и коэффициентом заполне-

ния k1 в каждом слое. По формулам (11)−(14) были
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Рис. 3 (продолжение).

вычислены параметры слоистых структур µk1, k1, k2, для

типичных решeтчатых структур (табл. 2).
Из табл. 2 следует, что параметры слоистой струк-

туры зависят от проницаемости стержней, которая в

общем случае может быть функцией среднего поля в

ячейке. Однако, как видно, коэффициенты k1 и k2 имеют

пологую зависимость от µ1. Например, для cтрукту-

ры 1 в области наиболее типичных значений (µ1 > 100)
вариации k1 составляют около 0.5%: 0.239 ± 0.001, а

k2 — около 1%: 0.170 ± 0.002. Это позволяет для

многих случаев построить модель решeтки стержней с

проницаемостью µ1 = µ1(H) в виде слоистой структуры

с коэффициентами заполнения k1 и k2, которые соответ-

ствуют типичным значениям µ1.

Решение модельных задач

Для верификации предложенного подхода проведены

расчeты модельных задач о возмущении однородного

внешнего магнитного поля плитой, армированной сталь-

ными стержнями. Параметры решeток соответствовали

cтруктурам 1 и 2 (табл. 2). В примере 1 (со cтрукту-

рой 1, k = 8%) размеры плиты составляли 0.6× 4× 4m.

В примере 2 (со cтруктурой 2, k = 4%) размеры пли-

ты — 0.48× 4× 4m. Относительная магнитная прони-

цаемость стержней арматуры в обоих примерах выбрана

постоянной, равной µ1 = 100. Центр системы координат

расчeтной модели совмещeн с геометрическим центром

плиты. Еe протяжeнные стороны направлены вдоль

осей Z и Y . Стержни в плите уложены параллельно

осям Z и Y .
Рассматривались два случая ориентации внешнего

поля относительно плиты: параллельного и перпендику-

лярного плоскости укладки стержней. Величина внеш-

него однородного поля была выбрана 100G. Исходя из

симметрии системы при выбранных ориентациях внеш-

него поля, расчeтная область ограничена 1/4 системы

(Y ≥ 0, Z ≥ 0). Решение каждой задачи получено с

использованием детальной, изотропной и модифициро-

ванной изотропной моделей.

Детальные модели для примеров 1 и 2 содержат

2.5 · 107 и 2.8 · 107 конечных элементов соответственно.

Для изотропных моделей размерность задачи существен-

но меньше — 3.7 · 106 и 3.5 · 106 элементов. Для мо-

дифицированной изотропной модели параметры эквива-

лентного слоя выбирались из табл. 2 и соответствовали

µ1 = 100. Для примера 1 коэффициент заполнения слоя

k1 = 0.24, коэффициент заполнения слоями k2 = 0.17,

что соответствует суммарной толщине эквивалентного

слоя 60 cm× 0.17 = 10.2 cm2. Для примера 2 k1 = 0.22

и k2 = 0.093, а суммарная толщина эквивалентного

слоя — 48 cm × 0.093 = 4.464 cm2.

Результаты моделирования демонстрируют сложный

характер распределения поля внутри плиты, обуслов-

ленный влиянием отдельных стержней. Однако уже

на расстояниях от плиты, сравнимых с шагом уклад-

ки стержней, характер распределения поля становится

гладким, что позволяет отказаться от детального описа-

ния стержней в глобальных моделях. На рис. 3, (a−c)
видно, что при внешнем поле, параллельном одному

из направлений укладки стержней (вдоль оси Z), все

три модели на расстояниях, больших нескольких шагов

периодичности, дают практически одинаковый результат.

В случае внешнего поля, перпендикулярного к плоско-

сти укладки стержней, для изотропной модели имеет

место завышение уровня собственного поля арматуры

в 5−7 раз. В зависимости от направления собственного

поля, это приводит либо к завышению (рис. 3, d), либо к

занижению (рис. 3, e) результирующего поля на 8−10%.

В отличие от изотропной модели, модифицированная

модель демонстрирует существенно более точный учeт

влияния арматуры. Погрешность в оценке собственного

поля арматуры составляет не более 1% на расстояниях,

сопоставимых с шагом арматуры. Погрешность опреде-

ления суммарного поля при этом составляет не более

0.1%.

Заключение

Предложена методика расчeта поля армированных

сталью бетонных конструкций, обладающих анизотро-

пией магнитных свойств, обусловленной особенностями

укладки стальных стержней арматуры.

Для ячейки периодичности арматуры в виде пря-

моугольного параллелепипеда получены упрощeнные

аналитические выражения, связывающие эффективные

(усреднeнные) значения индукции, напряжeнности и

магнитной проницаемости.

Разработан алгоритм и выполнены численные расчeты

пространственного распределения поля в ячейке пе-
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риодичности, которые сопоставлены с аналитическими

выражениями. Показано, что численное моделирова-

ние является общим и эффективным способом опреде-

ления усреднeнных магнитных свойств армированных

конструкций. Предложен подход, который позволяет

свести анизотропную модель для описания армирован-

ных конструкций к слоистой структуре, состоящей из

чередующихся магнитных и немагнитных однородных

изотропных слоeв, что упрощает проведение расчeтов.

Выполнен анализ результатов решения важной для

практики модельной задачи о возмущении однородного

внешнего магнитного поля плитой, армированной сталь-

ными стержнями. Он показал, что модифицированная

изотропная модель (использующая слоистые структу-

ры) обеспечивает требуемую при создании токамаков

точность при любой ориентации внешнего поля. Для

модифицированной и изотропной моделей размерности

задач и вычислительные затраты сопоставимы.
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