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Исследуются неэмпирические уравнения состояния сжатых кристаллов инертных газов Ne, Ar, Kr и Xe

на основе полученного ранее из первых принципов адиабатического потенциала. Парный и трехчастичный

короткодействующие потенциалы отталкивания рассчитаны методом Хартри−Фока в базисе локализованных

функций с точной ортогонализацией их друг к другу и не содержат экспериментально определяемых

параметров. Проведено сравнение теории с экспериментом и результатами расчетов других авторов.

Анализ предложенных уравнений состояния при больших сжатиях показал важность учета трехчастичного

взаимодействия и слагаемых с высшими степенями по интегралу перекрытия в сжатом неоне и достаточность

парного потенциала и квадратичного приближения при ортогонализации функций в тяжелых кристаллах

инертных газов.
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1. Введение

Всестороннее исследование свойств сжатых кристал-

лов при всевозрастающих давлениях вызывает большой

интерес, начиная с конца прошлого века, что связано

с развитием технологий, позволяющих в лабораторных

условиях добиться высоких давлений [1].
Кристаллы инертных газов (КИГ) являются простей-

шими молекулярными кристаллами, поэтому их часто

используют в качестве модельных объектов для изуче-

ния ряда фундаментальных проблем физики твердого

тела, относящихся к динамике решетки, многоэлектрон-

ным эффектам, фазовым превращениям, наук о Земле и

планетах, а также для разработки и усовершенствования

новых расчетных методов.

Особое внимание привлекает исследование упругих

свойств сжатых КИГ, поскольку они применяются в

качестве передаточных сред в ячейках алмазных нако-

вален (diamond-anvil cell — DAC). Такое применение

КИГ ограничивается давлением металлизации, которое

растет в ряду Xe, Kr, Ar и Ne. В настоящее время

экспериментально известно давление металлизации для

Xe, pm = 132GPa [2]. Давление, создаваемое в DAC,

составляет 300GPa [1] и продолжает увеличиваться, по-

этому изучение при высоких давлениях свойств легких

КИГ, в частности Ne и Ar, представляет научный и

практический интерес.

Для анализа данных по состоянию кристалла, под-

вергнутому большому сжатию, необходимо разработать

общее уравнение состояния (equation of state — EOS),
связывающее конечные деформации кристалла с внеш-

ними напряжениями.

При комнатной температуре уравнение состояния

кристаллического Ne экспериментально изучалось с ис-

пользованием техники DAC в работах [3] до p =
= 14.4GPa, в [4] до p = 110GPa, в [5] до p = 208GPa.

В 2010 г. вышла работа [6], в которой были проведены

исследования структуры и уравнения состояния неона

под давлением до 237GPa.

Теоретические описания изотерм в широкой области

давлений основываются на полуэмпирических уравнени-

ях состояния с параметрами, определяемыми при нор-

мальном давлении [7–15]. Наиболее успешным считается

уравнение состояния Винета [8], для которого необходи-

мо знание 4 параметров: 1) изотермического объемного

модуля при нулевом давлении; 2) его производной по

давлению; 3) объема при p = 0 и 4) термического

расширения при p = 0. Надежность этих уравнений

ограничена тем давлением, до которого справедливы

использованные при их выводе экспериментальные ве-

личины и соотношения. В области давлений, пока не

доступных эксперименту, предсказательную ценность

будут иметь ab initio EOS.

Первопринципные расчеты уравнения состояния КИГ

на основе теории функционала плотности (density
functional theory — DFT) в приближении локальной

плотности (local density approximation — LDA) или

обобщенного градиентного приближения (generalized
gradient approximation — GGA) для обменно-корреля-

ционного потенциала дают результаты, близкие к экс-

перименту [16–19]. Причем результаты DFT−LDA ле-

жат несколько ниже (underestimates) экспериментальных
данных, а результаты DFT−GGA, наоборот, завышены

(overestimates) [19]. Однако, как показано в [17], метод
QMC (quantum Monte Carlo) обеспечивает адекватное

описаниe взаимодействия Ван-дер-Ваальса и EOS, рас-

считанное этим методом, хорошо согласуется с экспери-

ментальными результатами.
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В работе [20] на основе ab initio расчетов адиабати-

ческого потенциала получено неэмпирическое уравне-

ние состояния. Энергия парного короткодействующего

потенциала отталкивания была рассчитана в приближе-

нии Хартри−Фока в базисе локализованных функций

с точной ортогонализацией их друг к другу и кла-

стерным разложением для ортогонализующей матрицы.

Такой способ вычисления ортогонализующей матрицы

достигается суммированием определенных подпоследо-

вательностей ряда по S. Это позволяет снять ограни-

чение S ≪ 1 и получить EOS и другие характеристи-

ки кристаллов при относительных сжатиях u = 1V/V0

(1V = V0 −V (p), V0 = V при p = 0), близких к единице.

В работе [21] исследовались короткодействующие

многочастичные силы, обусловленные перекрытием

электронных оболочек атома. В настоящей работе на

основе полученного неэмпирического трехчастичного

потенциала отталкивания рассчитывается EOS сжатых

кристаллов инертных газов при высоких давлениях.

2. Общая форма уравнения состояния

Под уравнением состояния тела в самом общем слу-

чае будем понимать связь между тензорами напряже-

ний ti j и дисторсии ui j при заданной температуре (или
энтропии, см., например, [22] с. 25−27)

ti j(x) = ρ(x)

[

∂F(T, x ′)

∂u′
i j

]

T,u′=0

, (1)

где ρ(x) — плотность вещества в произвольном напря-

женном состоянии {x}, F(T, x ′) — свободная энергия

единицы массы при температуре T в состоянии {x ′},
бесконечно мало отличающемся от {x}.
Свободная энергия F(x) является функцией тензора

дисторсии F(T, x) = F(T, X , ui j), описывающего пере-

ход от начального состояния {X} к состоянию {x}.
В общем случае в любой микроскопической модели

свободная энергия является функцией объема элемен-

тарной ячейки � и векторов прямой (R) и обратной (g)
решеток F(T, x) = F(�,R, g). Уравнение состояния (1)
приобретает форму

�
∂F
∂�

−
∑

g

gα
∂F
∂gα

+
∑

R

Rα

∂F
∂Rα

= �tαα . (2)

Для кристаллов с ГПУ- (или ГЦК)-структурой свобод-

ная энергия зависит только от двух параметров: объема

ячейки � и отношения c/a , и уравнение состояния

принимает вид

p = −∂F(T, �, c/a)

∂�
,

∂F(T, �, c/a)

∂(c/a)
= 0. (3)

Для кубического кристалла c/a ≡ 1, и второе урав-

нение в (3) обращается в тождество. Выведем урав-

нение состояния p(u) при T = 0, пригодное при боль-

ших гидростатических сжатиях. Выражение для энергии

кристалла U получим в виде (детали расчета см. в
работах [23,24])

U = minH = const +
∑

l

{

(Pl)2

2α
+
1

2

9
∑

αβ

1

2β44
(Ql

αβ)
2

+ βl · Pl +
1

2

∑

αβ

Dl
αβQl

αβ−
1

2

∑

l′

[

C
|rll′ |6 +

C′

|rll′ |8 +
C′′

|rll′ |10
]

+
1

2

∑

l′

K
(

Pl,Ql
αβP

l′, Ql′

αβ

)

+
1

2

n.n.
∑

l′

Usr
(

|rl − rl′ |
)

}

.

(4)

В этом выражении Pl и Ql
αβ — индуцированные

движением ядер дипольный и квадрупольный моменты
атома в узле l. Первые 4 члена описывают деформацию
электронных оболочек (α и β44 — коэффициенты ди-
польной и квадрупольной поляризуемостей). Следующие
три члена дают силы Ван-дер-Ваальса. K — куло-
новское (в классическом смысле) взаимодействие всех
диполей Pl и квадруполей Ql

αβ между собой. Наконец,
короткодействующие силы определены формулой

E l
s r =

1

2

n.n.
∑

l′
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(

|rl − rl′ |
)

=
∑

l′

〈

00
∣

∣

∣
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sr

∣

∣

∣
00

〉

+ α(β l)2 +

9
∑
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β44
(
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− 2

(
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1

1i

∑
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〈
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∣

∣

∣
Ĥ ll′

sr

∣

∣
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〉

)2

, (5)

β l =
1

α

∑

i

n.n.
∑

l′

〈

0
∣

∣Pl
∣

∣i
〉〈

i0
∣

∣Ĥ ll′
sr

∣

∣00
〉

+ c.c.

Ei − E0

,

Dl
αβ =

1

β44

∑

i

n.n.
∑

l′

〈

0
∣

∣Q̂l
αβ

∣

∣i
〉〈

i0
∣

∣Ĥ ll′
sr

∣

∣00
〉

+ c.c.

Ei − E0

.

Матричные элементы дипольных и квадрупольных мо-
ментов имеют вид

〈

0|Pl|i
〉

=

∫

ψl
0 · Plψl

i dτ ,
〈

0
∣

∣Q̂l
αβ

∣

∣i
〉

=

∫

ψl
0 · Q̂l

αβψ
l
i dτ .

Флуктуационные деформации электронных оболочек
атомов в дипольном приближении не вносят вклад в
упругие постоянные первого (EOS) и второго порядков.
Они влияют только на упругие постоянные высших
порядков, начиная с четвертого порядка по смещени-
ям ядер (см. [20] и ссылки там). Вклад деформации
электронных оболочек атома в квадрупольном прибли-
жении в модули упругости второго порядка подробно
рассмотрены в работах [25–27]. Поэтому в настоящей
работе будем рассматривать только первое слагаемое
в (5). В одноэлектронном приближении многоэлектрон-
ные волновые функции атомов |0〉 = ψl

0(r1, r2 . . .) можно
представить в виде детерминантов, построенных на
волновых функциях электронов изолированного атома и
удовлетворяющих уравнению Хартри–Фока (приближе-
ние Хартри−Фока).
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3. Многочастичное
короткодействующее
взаимодействие в приближении
Хартри−Фока

Выражение для энергии кристалла, состоящего из

нейтральных атомов, записанное в приближении Харт-

ри−Фока через одноэлектронную матрицу плотности

ρ
(

r|r′; {l}
)

, где r — координата электрона, {l} — по-

ложение ядер решетки, имеет вид [28]

E l
s r = Te + UC + Uex + Uen + Unn, (6)

где Te({l}) — кинетическая энергия электронов кристал-

ла; UC({l}) и Uex({l}) — энергия электрон-электронного

кулоновского и обменного взаимодействий; Uen и Unn —

энергия электрон-ядерного и межъядерного взаимодей-

ствий.

В базисе атомных орбиталeй, точно ортогонализо-

ванных друг к другу по Левдину, матрица плотности

ρ(r′|r; {l}) примет вид [28,21]

ρ(r′|r; {l}) = 2
∑

ls

{

ϕs (r
′ − l)ϕ∗

s (r− l)

−
∑

l′s ′

ϕs ′(r
′ − l′)P l′l

s ′sϕ
∗
s (r − l)

}

,

P = I−
(

I + S
)−1

, (7)

где ϕs (r− l) = |ls〉 — волновая функция электрона изо-

лированного атома (атомная орбиталь), центрированная
на узле l решетки кристалла в состоянии с номером s
(l и l′ пробегают все N узлов), P — ортогонализующая

матрица, I — единичная матрица, S — матрица интегра-

лов перекрытия с элементами

Sl′l
s ′s =

〈

l′s ′|ls
〉

при l 6= l′; Sl′l
s ′s = 0 при l = l′. (8)

Записанное через орбитали электронов изолирован-

ных атомов |ls〉 и ортогонализующую матрицу выра-

жение для энергии короткодействующего отталкивания

атомов кристалла будет [21] иметь следующий вид:

Esr = E(0) + 1E(P) + 1E(P2), (9)

где E(0) — энергия межатомного взаимодействия в

пренебрежении ортогонализацией орбиталей соседних

атомов, 1E(P) — ортогонализационная поправка, ли-

нейная по P, 1E(P2) — поправка, квадратичная по P.

В выражении для Esr (9)

E(0) =
∑

l

E l
a +

∑′

l,m

〈

ls
∣

∣Vm
en + Vm

0 + Vm
ex

∣

∣ls
〉

. (10)

Здесь штрих у знака суммы означает m 6= l; далее по

тексту l 6= l′ 6= m, l 6= l′ 6= m 6= m′.

Первое слагаемое в (10) представляет сумму энергий

изолированных атомов, не зависящую от межатомных

расстояний в кристалле. Ее можно включить в начало

отсчета энергии. Второе слагаемое в (10) состоит из

двухцентровых интегралов — матричных элементов

от потенциала электрон-ионного взаимодействия Vm
en,

потенциала нейтрального изолированного атома Vm
0

и потенциала обменного межатомного взаимодей-

ствия Vm
ex , построенных на атомных орбиталях |ls〉.

Выражения для энергии кристалла (9) содержат раз-

личные типы многоцентровых интегралов, соответству-

ющие различным видам межатомных сил в кристалле.

Слагаемое E(0) (10) содержит только парные силы, т. е.

двухцентровые интегралы; поправка 1E(P) — как двух-

центровые интегралы, так и трехцентровые. Поправка

1E(P2) содержит интегралы, начиная от одноцентровых

и кончая четырехцентровыми.

Тогда выражение для энергии Esr (9) электронов кри-

сталла можно записать в виде разложения по степеням

интеграла перекрытия S

Esr = E(0) + W2 + W3 + W4 + W5 + W6. (11)

Здесь W2 — ортогонализационная поправка, квадратич-

ная по S

W2 = −2
∑′

ll′

∑

ss ′

P ll′

ss ′
〈

l′s ′
∣

∣V l′

0 + V l′

ex

∣

∣ls
〉

−
∑

lm

∑

ss ′tt′

Pml
ss ′P

lm
tt′

〈

ls ′mt′|νC |ms lt
〉

, (12)

где
〈

ls ′mt′|νC |ms lt
〉

=
∫

ϕ∗
s ′(r−l)ϕ∗

t′(r
′−m)νC(r− r′)ϕs ×

×(r′ −m)ϕt(r− l)drdr′, νC(r− r′) = e2

|r− r′| , e — заряд

электрона.

Поправка W2 содержит только двухцентровые инте-

гралы и соответствует двухчастичным взаимодействиям

в кристалле. Слагаемое W3 — поправка третьей степени

по S, содержащая трехцентровые интегралы

W3 = −2
∑

ll′

∑

ss ′

P ll′

ss ′(I − S)l
′l

s ′sεls

− 2
∑′

ll′

∑

ss ′

P ll′

ss ′

〈

l′s ′
∣

∣

∣

∣

∑

m 6=l,m 6=l′

(Vm
0 + Vm

ex)

∣

∣

∣

∣

ls

〉

− 2
∑

ll′m

∑

ss ′tt′

P ll′

ss ′P
l′m
tt′

〈

l′s ′mt′|νC |ls l′t
〉

,

(13)
где εls — энергия хартри-фоковской орбитали ϕs (r− l).
Выражения для W4 −W6 не приводим вследствие их

громоздкости (см. [21]).

4. Неэмпирический трехчастичный
короткодействующий потенциал
отталкивания

В [29] энергия рассчитывалась в прямом пространстве

со следующими приближениями: 1) атомные орбитали

на разных узлах ортогонализованы с точностью до S2
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Таблица 1. Параметры парного межатомного потенциала

V = E(0) + W2 + Vlr для КИГ

КИГ
Ne Ar Kr Xe

M4 М2 М1 M2 М2 М2

A4 · 104 24.8 20.69 26.17 26.17 32.67 47.51

A3 · 104 11.52 −4.2 1.05 1.05 −15.83 −21.81

A2 · 104 2.27 −6.24 −2.81 −2.81 −40.48 −98.16

A1 · 104 0.42 −0.87 −10.46 −10.46 −21.14 −34.62

A0 · 104 0.5 0.44 20.7 20.7 2.59 2.92

α 13.31 11.04 12.01 12.01 12.5 12.8

β 4.9 4.9 0 8 6 7.5

A 0.413 0.413 0 0.127 0.089 0.075

C 9.34 9.34 82.79 82.79 160.27 348.72

C′ · 10−2 0.731 0.731 11.820 11.820 25.729 242.191

C′′ · 10−2 3.729 3.729 100.902 100.902 70.183 831.116

Пр име ч а н и е . B модели М4 Ai и α рассчитаны с использованием

точной ортогонализации атомных орбиталей W2(CE) (12) и в прибли-

жении первых соседей. В моделях М2 и М1 парный короткодействую-

щий потенциал рассчитан на атомных орбиталях, ортогонализованныx

в приближении S2(W2(S2)); учтены первые соседи, дальнодействую-

щий потенциал Vlr рассчитан по формуле (15).

включительно; 2) отличным от нуля считается только са-

мый большой интеграл перекрытия Sσ = Sl
npz

Sl′
npz

(n = 2,

3, 4, 5 для Ne, Ar, Kr и Xe); 3) из всех многоцентро-

вых матричных элементов выделялись двухцентровые

и парные взаимодействия между атомами; 4) всюду

применено приближение ближайших соседей.

Выходом за рамки приближений 1 и 3 является

использование точной ортогонализации по Левдину

в W2 (12) и учет трехчастичного взаимодействияW3 (13).
В работе [20] потенциал короткодействующего от-

талкивания Vsr = E(0) + W2 для Ne рассчитывается из

первых принципов в приближении Хартри−Фока и в

базисе точно ортогонализованных атомных орбиталей с

помощью кластерного разложения (cluster expansion —

CE) Абаренкова−Антоновой, впервые предложенного

для расчета матрицы электронной плотности в ион-

ных кристаллах [30]. Нижайший порядок кластерного

разложения — приближение двухчастичных кластеров,

выборочно учитывает слагаемые всех порядков по S,
поскольку содержит матрицу (7).
В расчетах были использованы таблицы атомных ор-

биталей Клименти−Роэтти [31]. Для остальных кристал-

лов Ar, Kr и Xe достаточно провести ортогонализацию

атомных орбиталей в приближении S2 [20].
Зависимость Vsr = E(0) + W2 (10), (12) от межатом-

ного расстояния в кристалле интерполируется методом

наименьших квадратов в виде удобного выражения (по-
грешность составляет 1%)

Vsr = E(0) + W2 = Vsr(y)

=
(

A4y
4 + A3y3 + A2y

2 + A1y + A0

)

exp(−αy), (14)

где y = r/r0 − 1, r0 = a
√
2 — расстояние между бли-

жайшими соседями в несжатом кристалле.

Энергия притяжения между двумя атомами рассчита-

на в [29] и представлена в виде

Vlr(y) = −C
r6

[1 + f (y)], f (y) = A exp(−βy), (15)

где C — константа Ван-дер-Ваальса, f (y) — функция,

обусловленная перекрытием электронных оболочек ато-

мов. Результаты расчетов приведены в табл. 1 [20,21,29].
Двухцентровые кулоновские интегралы, входящие

в W3 (13), также были рассчитаны точно на основе

таблиц [31]. Найденные при этом закономерности были

использованы для аппроксимации трех- и четырехцен-

тровых интегралов произведениями соответствующих

интегралов перекрытия.

Тогда для случая, когда атомы l, l′, l′′ образуют равно-
сторонний треугольник, и для S ≪ 1 выражение W3 (13)
можно привести к виду [21]

W3 = −
∑

ll′l′′

(

S
(

r ll′′
))2

f (r1),

f (r1) =
S(r1)

r1
, r1 =

∣

∣

∣

∣

rl′ − 1

2
rll′′

∣

∣

∣

∣

, (16)

где S = Sll′
npz npz

— наибольший из интегралов перекрытия

между внешними np-орбиталями электронов. В отличие

Рис. 1. Межатомные короткодействующие потенциалы и

их производные для Ne. 1 — неэмпирический парный ко-

роткодействующий потенциал Vsr = E(0) + W2 , рассчитанный

в модели М4 [20]; 1
′ — его первая производная по рас-

стоянию; 2 — неэмпирический суммарный потенциал Vsr =
= E(0) + W2 + W3 с учетом трехчастичного взаимодействия;

2
′ — его первая производная по расстоянию; 3 — ко-

роткодействующая часть парного эмпирического потенциала

Азиза−Слэймана (Aziz−Slaman) Up [32]; 3
′ — его первая

производная по расстоянию; 4 — эмпирический суммар-

ный потенциал, включающий в себя короткодействующие

части парного потенциала Азиза−Слэймана и трехчастич-

ного потенциала Слетера−Кирквуда [12,32,33] U = Up − |Utr |
= Up − A exp

[

−αtr

(

3a
√
2
)]

×
(

1 + 3 cos3
π
3

)

; 4′ — первая про-

изводная суммарного потенциала по расстоянию.
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от парного потенциала W2

(

r ll′
)

трехчастичный потенци-

ал W3 зависит не только от r ll′ и r ll′′ , но и от
(

rll′ · rll′′
)

.

Как показано на рис. 1, наши короткодействую-

щие потенциалы для Ne (парный Vsr(S2) = E(0) + W2

и с учетом трехчастичного взаимодействия Vsr(S3) =
= E(0) + W2 + W3) хорошо согласуются с соответствую-

щими лучшими эмпирическими потенциалами [12,32,33]
в широкой области сжатия до u = 0.8 (R = a

√
2

= 3.5 a.u.). Однако мы видим, что их первые производ-

ные значительно отличаются, начиная со сжатий u ≈ 0.6,

соответствующих давлению p ≈ 30GPa.

5. Расчет и обсуждение уравнений
состояний кристаллов
инертных газов

В общем случае при конечной температуре T уравне-

ние состояния (3) можно представить в виде

p(T,V ) = pstat(V ) + p∗
e (T,V ) + p∗(T,V )

+ pz p(V ) + pna(T,V ). (17)

Давление pstat есть давление, создаваемое в покоящей-

ся решетке,

pstat = psr + plr ,

где psr и plr — соответствующие производные (с об-

ратным знаком) по объему от короткодействия Vsr и

дальнодействия Vlr . Давление p∗
e газа электронов про-

водимости мало в силу малости T по сравнению с фун-

даментальной щелью. Также мало термическое давление

фононов p∗ ∼ (T/θ)2 (θ = θ(p) — температура Дебая).
Отношение (T/θ) всегда мало при больших давлениях,

так как θ резко растет с ростом давления. По этой же

причине малы вклады электрон-фононного и ангармони-

ческого взаимодействий, входящих в неадиабатическую

часть давления pna .

Таким образом, остаются не зависящие от T вклады

нулевых колебаний от гармонической pz p и ангармо-

нической pna(T = 0) частей энергии. Из определения

следует [22]

pz p = − ∂

∂�

∑

qλ

~ωqλ =
~

2�N

∑

qλ

ωqλγqλ,

где ωqλ и γqλ — частота и микроскопический параметр

Грюнайзена фонона с волновым вектором q и поляри-

зацией λ. Как показывают оценки (см. приближенную
формулу для γ в [34]), параметр Грюнайзена мал (по
сравнению с масштабами изменения давления) и ме-

няется с объемом, как логарифм. Фононные частоты

меняются сильнее, чем γqλ , но слабее, чем по линейному

закону [22]. Поэтому давление нулевых колебаний незна-

чительно по сравнению с pstat , и его относительный

вклад уменьшается с ростом сжатия. Например, в ра-

боте [18] показано, что вклады нулевых колебаний в Ne

при 6 и 600GPa составляют 10 и 1% соответственно.

Это также хорошо заметно по сближению изотерм с

ростом давления, наблюдаемому экспериментально во

многих материалах (см., например, [34]). Аналогичное
поведение имеет давление pna(T = 0), но оно еще мень-

ше за счет наличия фононных частот в знаменателях

интегралов [22].

Окончательно можно заключить, что при больших

сжатиях определяющий вклад вносит статическая ре-

шетка при T = 0. Для КИГ (кубического кристалла)
энергия связи с учетом вторых соседей и трехчастичного

короткодействующего отталкивания примет вид

Ecoh = 6Esr

(

a
√
2
)

+ 3Esr(2a) + W3(a)

− 1

2a6

[

F6(0, 0)C +
1

a2
F8(0, 0)C

′ +
1

a4
F10(0, 0)C

′′

]

,

(18)

где Esr = E(0) + W2; Fn(0, 0) представляют решеточные

суммы от 1/rn (n = 6, 8, 10) и равны соответственно

1.80674; 0.80001 и 0.38472 [24].

Тогда ЕOS определяется выражением

p = − ∂E
∂�

= − e2

2a4

[

H(a) + δH − 2Rt + 0.30112B

+ 0.13335B ′ + 0.06412B ′′
]

, (19)

где Rt = − a
6e2

dW3(a)
da ; W3(a) = −24S2

(

a
√
2
)

f
(

√
6
2

a
)

;

B = 6C
a5e2 ; B ′ = 8C′

a7e2 ; B ′′ = 10C′′

a9e2
.

В модели М2 считается C → C[1 + f (y)], соглас-

но (15),

H(a) =
2ax
a2

dVsr

dr
− AB

6 + βx
24

exp
[

−β(x − 1)
]

, x =
r
r0
,

δH = − 16a3

e2
S(r0)

×
[

2S2(r0) f (r1) + 3S(r0) f 2(r1) − 2S1(r0) f 1(r1)
]

.

Si , f i — выражаются через первые и вторые про-

изводные от интеграла перекрытия S(r ll′′ ) по модулю

аргумента [35,36].

В работе [20] для Ne даны параметры двухчастичного

взаимодействия в зависимости от сжатия, рассчитанные

с учетом точной ортогонализации атомных орбиталей

(модель М4) и во втором порядке по S (модель М2) [37].
Показано, что до сжатий u ≈ 0.3 величина H пример-

но одинакова в обеих моделях, при u ≈ 0.7 величи-

на H(CE), рассчитанная в М4, меньше H(S2) на ∼ 30%.

Для Ne и остальных КИГ (Ar, Kr, Xe) были выполне-

ны расчеты изотерм при больших сжатиях в работе [20]
с парным неэмпирическим короткодействующим потен-

циалом.
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Таблица 2. Безразмерные параметры парного и трехчастичного взаимодействий для Ne в зависимости от сжатия

1V/V0
H · 102

δH · 102 F · 102
Rt · 102 B · 102 B ′ · 102 B ′′ · 102

Vsr (S2) Vsr (CE) Vsr (S2) Vsr (CE)

0 −1.278 −1.320 −0.024 −0.134 −0.133 0.010 4.244 2.500 0.900

0.1 −1.863 −1.873 −0.041 −0.197 −0.197 0.018 5.058 3.197 1.235

0.2 −2.833 −2.738 −0.072 −0.301 −0.302 0.032 6.156 4.208 1.758

0.3 −4.533 −4.147 −0.131 −0.483 −0.486 0.060 7.690 5.746 2.624

0.4 −7.719 −6.584 −0.252 −0.827 −0.834 0.118 9.943 8.234 4.167

0.5 −14.213 −11.190 −0.510 −1.542 −1.558 0.250 13.473 12.599 7.200

0.6 −28.972 −21.163 −1.107 −3.241 −3.272 0.567 19.543 21.206 14.062

0.7 −68.004 −48.031 −2.613 −8.191 −8.169 1.417 31.566 41.495 33.333

0.8 −199.124 −151.358 −6.742 −28.582 −27.452 3.974 62.045 106.874 112.499

На рис. 2−5 приведены уравнения состояния кри-

сталлов ряда Ne−Xe, рассчитанные по формуле (19)
с параметрами из табл. 2, экспериментальные значе-

ния [4,5,38–44] и результаты расчетов других авто-

ров [8,16,45]. Для сравнения мы привели результаты

расчетов работы [20]. Для всех кристаллов Ne, Ar, Kr и

Xe при небольших сжатиях u ≤ 0.45 результаты наших

расчетов EOS во всех моделях и расчеты других авторов

совпадают с экспериментом.

Как видно из рис. 2 [46,47], для сжатия

0.45 ≤ u ≤ 0.65 результаты расчетов EOS в модели М2

с короткодействующим потенциалом Vsr = E(0) + W2(S2)
+ W3(S3) лежат выше экспериментальных данных, и

с ростом давления погрешность увеличивается. Для

того же интервала сжатий результаты расчетов EOS

Рис. 2. Уравнения состояния для кристаллического Ne.

1 — расчет EOS в модели М4 на основе парного потенциала;

1
′ — расчет EOS настоящей работы с учетом трехчастичного

взаимодействия в модели М4; 1′′ — расчет EOS настоящей

работы с учетом трехчастичного взаимодействия в модели М2;

2 и 2
′ — эмпирический расчет EOS Винета [8] и Поирие-

ра [45] соответственно; 3 — ab initio расчет EOS с помощью

DFT−LDA [16]; эксперимент 4 [5], 4′ [4]. Вертикальными ли-

ниями обозначены расчетные величины сжатия металлизации:

ς — расчет [46] (соответствующее давление pm = 540GPa),
ξ — расчет [47] (pm ≈ 1 ТPa).

Рис. 3. Уравнения состояния для кристаллического Ar.

1 — расчет EOS в модели М1 на основе парного потенциала;

1
′ — расчет EOS настоящей работы с учетом трехчастичного

взаимодействия в модели М1; 1′′ — расчет EOS настоящей

работы с учетом трехчастичного взаимодействия в модели М2;

2, 2′ и 3 — то же, что на рис. 2; 4 — эксперимент [38].
Стрелкой обозначена расчетная величинa сжатия структурного

ГЦК−ГПУ перехода [48] (p = 220GPa). Вертикальной линией

обозначена расчетная величина сжатия металлизации [48]
(pm = 510GPa).

в модели М4 с потенциалом Vsr = E(0) + W2(CE)
+ W3(S3), (W2(CE) учитывает точную ортогонализацию

волновой функции по формуле (12) с помощью

кластерного разложения Абаренкова−Антоновой [30]),
идут несколько ниже эксперимента и вклад

трехчастичного взаимодействия почти незаметен.

При u ≥ 0.65 сжатии лучше всего согласуются с

экспериментом настоящие расчеты EOS в модели М4 с

учетом вклада трехчастичного взаимодействия.

В Ar (рис. 3 [48]) EOS лучше всего описывается

в самой простой модели М1 (A = β = 0, учет только

первых соседей) на основе парного Vsr(S2) = E(0) + W2

или трехчастичного Vsr(S3) = E(0) + W2 + W3 коротко-

действующих потенциалов отталкивания. Эти резуль-

таты близки между собой, но в интервале сжатий
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Рис. 4. Уравнения состояния для кристаллического Kr.

1 — расчет EOS в модели М2 на основе парного потенциала;

1
′ — расчет EOS настоящей работы с учетом трехчастичного

взаимодействия в модели М2; 2 и 3 — то же, что на рис. 2;

эксперимент 4 [39], 4
′ [40]. Стрелкой обозначена расчет-

ная величина сжатия структурного ГЦК−ГПУ перехода [48]
(p = 130GPa). Вертикальной линией обозначена расчетная

величина сжатия металлизации [48] (pm = 310GPa).
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1
1 '
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p
, 
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P
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Рис. 5. Уравнения состояния для кристаллического Xe.

1−3 — то же, что на рис. 4; эксперимент 4 [41], 4′ [42], 4′′ [43],
4
′′′ [44]. Стрелкой обозначена экспериментальная величина

сжатия структурного ГЦК−ГПУ перехода, соответствующая

давлению p = 75GPa [42]. Вертикальной линией обозначена

средняя экспериментальная величина сжатия металлизации [2]
(pm от 121 до 138GPa).

0.45 ≤ u ≤ 0.65 расчет с парным потенциалом ложит-

ся немного ниже экспериментальных значений, а учет

вклада трехчастичного взаимодействия улучшает со-

гласие с экспериментом. При u ≥ 0.6 расчеты EOS

на основе парного Vsr немного лучше согласуются с

экспериментом.

В Kr (рис. 4 [48]) для описания уравнения состояния

достаточно парного потенциала, учет трехчастичного

взаимодействия не улучшает согласия (завышает) рас-

считанного EOS с экспериментом, начиная со сжатия

u ≥ 0.4.

Как видно из рис. 5 [2,42], для Xe экспериментальные

значения [41–44] несколько различаются между собой.

Наши расчеты на основе парного и трехчастичного неэм-

пирических короткодействующих потенциалов ложатся

в пределах этих экспериментов.

Для всех кристаллов ряда Ne−Xe расчеты EOS Ви-

нета [8] и других авторов [7,12,13], использующие 4 и

более экспериментальных параметров, достаточно хо-

рошо согласуются с экспериментальными данными (за
исключением [45]), особенно для тяжелых КИГ. Ab initio

расчеты DFT−LDA [16] также близки к эксперименту

(несколько ниже) для всех КИГ в широком интервале

давления.

6. Заключение

В работе [20] дан анализ ряда полуэмпирических

уравнений состояния в применении к сильно сжатому

кристаллу (в области мегабарных давлений). Наилучшее

согласие с имеющимся экспериментом демонстрирует

уравнение состояния Винета [8] для Ne до сжатий

u ≤ 0.7, для Ar, Kr и Xe — до u ≤ 0.6. При более

сильном сжатии для всех КИГ наблюдается замет-

ное отклонение (завышение) от эксперимента. Чтобы

улучшить согласие теории и эксперимента при боль-

ших сжатиях, авторы [45] предлагают новое уравнение

состояния, основанное на EOS Бирча−Мурнагана [7].
Уравнение состояния в работе [45] выводится с ис-

пользованием логарифмического напряжения Генки и,

по мнению авторов, должно быть эквивалентно EOS

типа Винета [8] при малых деформациях, но вести себя

лучше при больших. Как видно из рис. 2 и 3, можно

согласиться с этим в случае Ar, но не в случае Ne.

В работе [11] анализируются 5 феноменологических

уравнений состояний [7,8,45,49,50] для твердых тел (Ne,
Ar, Cu, Al, LiH и MgO) при очень сильном сжатии,

причем больше всего критикуется EOS [45], как метод

его получения, так и результаты расчета.

Уравнения состояния КИГ, полученные в работе [20]
на основе парного хартри-фоковского короткодейству-

ющего отталкивания, хорошо описывают имеющиеся

эксперименты. Как показано в [20], для построения

потенциала Ne необходимо рассмотрение парных сла-

гаемых высших степеней по S (модель М4), в то

время как для остальных кристаллов достаточен учет

членов ∼ S2 (модель М1, М2). Это объясняется тем,

что потенциал Vsr , состоящий из большого количества

как положительных, так и отрицательных слагаемых

Vsr = V +
sr + V−

sr ,

для кристаллов Ar, Kr и Xe составляет 40−50% от

V +
sr , тогда как для неона отношение Vsr/V +

sr составляет

20−25%. Таким образом, для кристаллов Ar, Kr и Xe

слагаемые высших степеней S компенсируются и дают
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малые поправки, тогда как для потенциала Ne их вклад

сравним с членами ∼ S2.

Учет трехчастичного взаимодействия в EOS Ne ви-

зуально трудно классифицировать, поэтому мы рассчи-

тали относительную погрешность для 14 эксперимен-

тальных точек в различных моделях. Как оказалось,

для сжатий 0.518 ≤ u ≤ 0.606 наилучшие результаты

(погрешность 2.6%) получаются при расчете EOS с

использованием парного потенциала и точно ортого-

нализованных волновых функций (W2(CE)) с учетом

вторых соседей и трехчастичного взаимодействия. Для

сжатий 0.696 ≤ u ≤ 0.758 также нужен парный потенци-

ал W2(CE), трехчастичное взаимодействие и достаточно

первых соседей (погрешность 5.8%). Фактически это

означает, что наши результаты в том и другом случаях

ложатся в пределах погрешности эксперимента.

На примере Kr видно, что учет трехчастичного

взаимодействия завышает результаты расчетов EOS и

ухудшает согласие с экспериментом по сравнению с

расчетом на основе парного потенциала W2(S2) (мо-
дель М2). Вероятно, в этом случае при более точном

учете характера взаимодействия желательно парный

потенциал, так же как в Ne, считать более точно с

использованием кластерного разложения для ортогона-

лизующей матрицы (модель М4). Однако нет смысла

усложнять расчеты, и общий вывод можно сделать в

пользу расчетов EOS для тяжелых КИГ на основе эф-

фективных парных потенциалов, как это было показано

в работе [20]. Как и ранее, на основе расчетов объемно

зависящих модулей упругости [35,36,51] и фононных

частот [51,52], по результатам этой работы, видно,

что трехчастичное взаимодействие за счет перекрытия

электронных оболочек атома остается малым на фоне

парного даже при высоких давлениях.

В заключение отметим, что в уравнения состояния

(модуль упругости первого порядка) в отличие от мо-

дулей упругости второго порядка не входят слагаемые,

описывающие деформацию электронных оболочек, ко-

торые присутствуют в адиабатическом потенциале (4).
Видимо, с этим связано достаточно успешное описание

EOS КИГ методами DFT, на основе эмпирических по-

тенциалов и эмпирически установленных зависимостей

между различными термодинамическими величинами.

Однако учет деформации электронных оболочек в ди-

польном и квадрупольном приближениях принципиаль-

но важен в расчетах фононных частот, сдвиговых моду-

лей упругости и, конечно, в отклонении от соотношения

Коши [51]. Во всех этих случаях вклады от трехчастично-

го взаимодействия и деформации электронных оболочек

входят с различными знаками и в разных пропорциях,

поэтому не представляется возможным с помощью од-

ного параметра (как это делается в различных эмпи-

рических моделях трехчастичного взаимодействия) или

введением в адиабатический потенциал дополнительных

слагаемых (например, нулевых колебаний в потенциале

Лундквиста) адекватно описать всю совокупность ди-

намических и термодинамических свойств в широком

интервале давлений.
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