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В рамках модели устойчивых случайных матриц, обладающих трансляционной инвариантностью, рас-

смотрена двумерная (на квадратной решетке), неупорядоченная колебательная система со случайными,

сильно флуктуирующими связями. Путем численного анализа динамического структурного фактора S(q, ω)
показано, что колебания с частотами ниже частоты Иоффе−Регеля ωIR представляют собой обычные

фононы с линейным законом дисперсии ω(q) ∝ q и обратным временем жизни Ŵ ∼ q3 . Колебания же

с частотами выше частоты ωIR хотя и являются делокализованными, не могут быть описаны плоскими

волнами с определенным законом дисперсии ω(q). Они характеризуются диффузионным структурным

фактором с обратным временем жизни Ŵ ∼ q2 характерным для диффузионного процесса. В литературе

их часто называют диффузонами. Показано, что как и в трехмерной модели, бозонный пик на частоте ωb в

приведенной плотности колебательных состояний g(ω)/ω порядка частоты ωIR . Он расположен в переходной

области между фононами и диффузонами и пропорционален модулю Юнга решетки ωb ≃ E .

Я.М. Бельтюков благодарит Совет по грантам Президента РФ за финансовую поддержку (стипендия СП-

3299.2016.1).

DOI: 10.21883/FTT.2018.02.45395.222

1. Введение

Хорошо известно, что почти все стекла обладают

универсальными свойствами в широкой области темпе-

ратур независимо от их химического состава. Одним

из таких свойств является бозонный пик в приведен-

ной плотности колебательных состояний g(ω)/ω2 (в
трехмерном случае) [1]. Он характеризует избыточную

по сравнению с дебаевской плотность состояний. Бо-

зонный пик наблюдается при измерениях теплоемкости

C(T ) как максимум в C(T )/T 3, в комбинационном

рассеянии света и рентгеновских лучей, в неупругом

рассеянии нейтронов в стеклах. Несмотря на огром-

ное число работ, посвященных бозонному пику, его

общепринятая физическая интерпретация по-прежнему

отсутствует.

Во многих работах [2–6] отмечается важная корре-

ляция частоты бозонного пика ωb с частотой Иоффе−
Регеля ωIR. При этой частоте длина свободного пробега

фононов l оказывается порядка их длины волны λ.

Поэтому при частотах выше частоты Иоффе−Регеля

понятие о фононах оказывается неприменимым. Это

возможно связано с тем, что в области бозонного пика

имеется сильное резонансное рассеяние фононов на

соответствующих квазилокальных модах. Однако при

достижении частоты ωIR локализации фононов при этом

не наступает. Колебания с частотами ω > ωIR распро-

страняются за счет диффузии [7,8]. Для отличия этих

колебаний от фононов их называют диффузонами [8].

В работе [9] было показано, что в трехмерных систе-

мах бозонный пик и диффузия колебаний возникают

естественным образом в различных моделях случайных

матриц. Однако остается открытым вопрос о существо-

вании бозонного пика и свойствах фононов в двумерных

аморфных системах и его связи с упругими свойствами

материала. Одна из целей настоящей работы — дать

ответ на этот вопрос в рамках модели случайных

матриц, предложенной в [9].

Данная работа имеет следующую структуру. В разде-

ле 2 описано построение двумерной решетки со случай-

ными связями с помощью случайных матриц. В разде-

ле 3 рассмотрена плотность колебательных состояний и

бозонный пик. В разделах 4 и 5 рассмотрены фононы

и диффузоны — два основных типа колебательных

возбуждений в рассматриваемой системе. В приложе-

нии 1 описан метод расчета динамического структурного

фактора.

2. Модель случайных матриц

В аморфных телах, вследствие локального беспорядка,

симметричная динамическая матрица M, соответству-

ющая матрице силовых констант [10] и описывающая

колебания атомов, до некоторой степени носит элемент

случайности. Однако матрица M отражает определенные

общие физические свойства колебательной системы,

что накладывает на ее структуру некоторые ограни-
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чения. Случайная матрица M должна удовлетворять

требованию механической устойчивости, то есть все

ее собственные числа, соответствующие квадратам соб-

ственных частот [11], должны быть неотрицательными.

Для существования в системе низкочастотных (акусти-
ческих) фононов матрица M должна удовлетворять тре-

бованию трансляционной инвариантности. Кроме этого,

рассматриваемая система должна иметь отличную от ну-

ля жесткость (модуль Юнга E 6= 0) для распространения

в ней этих фононов.

С учетом обозначенных выше свойств, динамическая

матрица M может быть задана с помощью случайных

матриц в виде [7]

M = AAT + µM0. (1)

В двумерной системе матрица A является случайной

квадратной матрицей, построенной на двумерной квад-

ратной решетке с гауссовым распределением недиа-

гональных матричных элементов между ближайшими

соседями. Диагональные элементы при этом равны взя-

той со знаком минус сумме недиагональных элемен-

тов соответствующего столбца матрицы A. Это обес-

печивает важное условие трансляционной инвариант-

ности
∑

j

M i j =
∑

i

M i j = 0. (2)

Оно означает, что сдвиг всей системы как целого не

меняет ее потенциальной энергии. Стандартная кри-

сталлическая динамическая матрица M0 построена на

той же решетке, с единичными пружинками между

соседними узлами решетки. Параметр системы µ харак-

теризует степень беспорядка и меняется в интервале

0 ≤ µ < ∞.

Представленный выше способ построения динамиче-

ской матрицы не является единственно возможным, од-

нако, как было показано на примере трехмерной задачи,

разные способы построения приводят к результатам,

которые обладают многими общими свойствами [9].

3. Плотность колебательных состояний

Собственные числа динамической матрицы M явля-

ются квадратами собственных частот ω2
n . Распределение

собственных частот определяет плотность колебатель-

ных состояний

g(ω) =
1

N

∑

n

δ(ω − ωn), (3)

где N — число степеней свободы, которое в рассматри-

ваемой скалярной модели совпадает с числом атомов.

Плотность колебательных состояний g(ω) для

N = 10002, циклических граничных условиях и четырех

различных значений параметра µ изображена на рис. 1, a.

Для вычисления g(ω) мы использовали метод KPM

(Kernel Polynomial Method) [12]. Прямые линии на

Рис. 1. a) Плотность колебательных состояний для различ-

ных значений µ. Прямыми линиями показан закон Дебая

gD(ω) ∝ ω. b) Приведенная плотность колебательных состо-

яний g(ω)/gD(ω) с максимумом, представляющим собой бо-

зонный пик.

рис. 1, a показывают дебаевскую плотность состояний,

которая для двумерной квадратной решетки (с постоян-

ной решетки a0 = 1 и единичными массами) имеет вид

gD(ω) =
1

2π

ω

E
, (4)

где модуль Юнга E зависит от параметра µ (метод вы-

числения модуля Юнга описан в [7]). Как и в аналогич-

ной трехмерной задаче [7], при µ ≪ 1, мы имеем сильно

неупорядоченную систему с модулем Юнга E ≃ √
µ и

большими флуктуациями локальных силовых констант

по сравнению с их средним значением.

Бозонный пик в приведенной плотности состояний

g(ω)/gD(ω) показан на рис. 1, b для тех же четырех

значений µ. Частота бозонного пика ωb попорциональна√
µ, что соответствует линейной связи ωb и модуля Юн-

га E . Данное соотношение было получено и в различных

трехмерных моделях случайных матриц [9]. Однако в

двумерных решетках, как следует из рис. 1, b, высота

бозонного пика существенно слабее зависит от модуля

Юнга E .
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4. Фононы

При µ 6= 0 низкочастотные колебания в системе —

это фононы (плоские волны) с определенным законом

дисперсии ω(q) и некоторым, сравнительно небольшим,

затуханием Ŵ(q). В пределе малых частот они имеют

линейный закон дисперсии ω = vq и определяют деба-

евскую плотность состояний gD(ω). Однако с ростом

частоты роль рассеяния начинает играть все большую

роль. При некоторой частоте длина свободного пробега

фононов l становится сравнима с длиной волны λ. Это

так называемый критерий Иоффе−Регеля, который мы

определяем как l = λ/2 [7].
Для детального изучения колебаний и определения

ω(q) и Ŵ(q) был рассчитан динамический структурный

фактор

S(q, ω) =
π

N

N
∑

n=1

∣

∣

∣

N
∑

i=1

ei(ωn)e
−iqri

∣

∣

∣

2

δ(ω − ωn) (5)

в широкой области частот и волновых векторов

(см. Приложение). Здесь ri — это равновесное поло-

жение i-го атома, а ei(ωn) — компонента собственного

вектора динамической матрицы M, соответствующая

атому с номером i и собственной частоте ωn. Опреде-

ленный выше динамический структурный фактор имеет

непосредственную связь с плотностью колебательных

состояний

g(ω) =
1

π

∑

q

S(q, ω). (6)

На рис. 2 представлен результат расчета динамиче-

ского структурного фактора для µ = 0.1. Такое значе-

ния параметра µ характерно, например, для аморфного

SiO2 [7]. Для лучшего визуального отображения на

рис. 2 представлен нормированный структурный фактор

S∗(q, ω) = S(q, ω)/maxq S(q, ω). Для частот ω < 0.5 на-

блюдается закон дисперсии фононов — тонкая линия,

связывающая частоту ω и волновой вектор q. При более

высоких частотах, однако, динамический структурный

фактор существенно видоизменяется, делает невозмож-

ным однозначную связь ω и q.

Присутствие беспорядка в системе ведет к тому, что

волна, возбужденная с некоторым волновым вектором q

рассеивается и энергия исходной волны затухает с неко-

торым параметром затухания Ŵ. Таким образом каждому

волновому вектору q можно сопоставить затухающий

гармонический осциллятор с собственной частотой ω(q)
и затуханием Ŵ(q). В такой упрощенной модели струк-

турный фактор имеет вид

SDHO(q, ω) =
Aqω

2

(

ω2 − ω(q)2
)2

+ ω2Ŵ(q)2
. (7)

В англоязычной литературе данная модель получила

название damping harmonic oscillator (DHO). Для малых
волновых векторов q можно ожидать слабое затухание
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Рис. 2. Нормированный динамический структурный фактор

S∗(q, ω) для µ = 0.1. Структурный фактор показан для двух

разных направлений в обратном пространстве: q ‖ [10] (слева),
q ‖ [11] (справа).

Ŵ(q) ≪ ω(q), но для больших волновых векторов рассе-

яние может быть достаточно сильным Ŵ(q) & ω(q).

Численные расчеты показали, что в широкой области

параметров формула (7) достаточно хорошо описывает

вычисленный структурный фактор S(q, ω). В данной

работе нами было рассмотрено 5 значений параметра µ:

0, 0.001, 0.01, 0.1, 1. Для каждого из этих параметров

с помощью процедуры подгонки были найдены ω(q) и

Ŵ(q), изображенные на рис. 3.

Видно, что закон дисперсии ω(q) приблизительно

является линейным, однако затухание Ŵ(q) растет зна-

чительно быстрее его. Как мы покажем далее, кри-

терий Иоффе−Регеля для фононов со слабой диспер-

сией может быть приблизительно сформулирован как

ω(q) ≈ πŴ(q). Как видно из рис. 3, точки, соответствую-

щие критерию Иоффе−Регеля, практически совпадают с

пересечением кривых ω(q) и πŴ(q).

Стоит отметить, что описанная выше процедура под-

гонки может быть использована для определения ω(q)
и Ŵ(q) в области волновых векторов, для которых

ω(q) > ωIR. С точки зрения модели DHO, каждому

q в этой области соответствует передемпфированный

гармонический осциллятор. Поэтому в данном режиме

доминирующую роль играет затухание Ŵ(q), по срав-

нению с зависимостью ω(q) которая не может быть

интерпретирована как определенный закон дисперсии.

Данный режим будет более подробно рассмотрен в

следующем разделе.

На рис. 4 изображен совокупный график зависимости

затухания Ŵ от волнового вектора q для всех исследован-

ных значений параметра µ. Видно, что наблюдается два

характерных участка. В первом (при малых q) Ŵ ∼ q3,

что соответствует рэлеевскому рассеянию фононов на

беспорядке в двумерных системах [13]. Во втором (при
больших значениях q) Ŵ ∼ q2 с некоторой переходной

областью между ними. Для разных значений параметра

µ переходная область имеет разную частоту ωIR ∝ √
µ,

11∗ Физика твердого тела, 2018, том 60, вып. 2
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Рис. 3. Дисперсия фононов ω(q) (сплошные линии) и затухание πŴ(q) (пунктирные линии), определенные с помощью подгонки

под формулу (7) для различных значений параметра µ: 0, 0.001, 0.01, 0.1, 1 для панелей (a)−(e) соответственно. Ориентация

волнового вектора q выбрана вдоль направления [11]. Черные точки лежат на зависимости ω(q) и соответствуют критерию

Иоффе−Регеля l = λ/2.

при этом для случая µ = 0 наблюдается только уча-

сток с Ŵ ∼ q2. Точки на рис. 4 обозначают критерий

Иоффе−Регеля и все они попадают приблизительно на

верхний край участка Ŵ ∼ q3. Здесь следует заметить,

что участок с Ŵ ∼ q2 вообще не имеет отношения к

фононам, а, как мы увидим в следующем параграфе,

связан с диффузией колебаний (в области частот выше

частоты Иоффе−Регеля), т. е. относится к диффузонам.

Зная групповую скорость фононов vg = dω/dq и

затухание Ŵ, нами была определена длина свободного

пробега фононов l = vg/Ŵ, которая изображена на рис. 5.

Как было показано в работе [7], в данном случае

критерий Иоффе−Регеля может быть определен как

равенство длины свободного пробега фонона и половины

его длины волны: l = λ/2. Пересечение линий и точек

Рис. 4. Зависимость затухания Ŵ от волнового вектора q
для различных значений параметра µ: 0, 0.001, 0.01, 0.1, 1

(слева направо, сплошные линии). Направление волнового

вектора q выбрано вдоль направления [11]. Штриховой линией

обозначено поведение Ŵ ∼ q3 . Пунктирной — Ŵ ∼ q2 . Черные

точки лежат на зависимости Ŵ(q) и соответствуют критерию

Иоффе−Регеля l = λ/2.

Рис. 5. Длина свободного пробега l = vg/Ŵ (черные точки)
и половина длины волны λ/2 = π/q (сплошные линии) в

зависимости от частоты ω для различных значений пара-

метра µ: 0.001, 0.01, 0.1, 1 (слева направо). Направление

волнового вектора q выбрано вдоль направления [11]. Пе-

ресечение сплошных линий с соответствующими черными

точками определяет критерий Иоффе−Регеля и обозначено

белыми кружками. Стрелочками показано положение частоты

бозонного пика ωb .

на рис. 5 определяет частоту Иоффе−Регеля ωIR для

каждого значения параметра µ > 0.

На рис. 5 стрелками показано положение частоты

бозонного пика ωb . Видно, что частота бозонного пика

коррелирует с частотой Иоффе−Регеля ωIR. При малых

значениях параметра µ отношение ωb/ωIR составляет

примерно 1.7 и практически не зависит от µ.

5. Диффузоны

Как было показано в предыдущем параграфе, свой-

ства колебаний с частотами ниже и выше крите-
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Рис. 6. Нормированный динамический структурный фактор S∗(q, ω) для µ = 0. На левой панели показан результат расчета

по формуле (5), на правой — теоретическая формула (8). На каждой панели показан структурный фактор для двух разных

направлений в обратном пространстве: q ‖ [10] (слева), q ‖ [11] (справа).

рия Иоффе−Регеля существенно отличаются. Колебания

с частотами ниже критерия Иоффе−Регеля облада-

ют вполне определенной длиной свободного пробега

l > λ/2. Однако колебания с частотами выше крите-

рия Иоффе−Регеля не могут быть охарактеризованы

никакой определенной длиной свободного пробега, и,

как следствие, их длина волны не является вполне

определенной физической величиной.

Наиболее выразительным с точки зрения изучения

диффузонов является случай µ = 0, когда ωIR = 0 и все

делокализованные колебания являются диффузонами.

Фононы не распространяются по решетке, поскольку

модуль Юнга E = 0. На рис. 6, a представлен рассчитан-

ный по формуле (5) динамический структурный фактор

для µ = 0.

В работе [7] было показано, что в случае µ = 0 в

силу закона сохранения импульса диффузоны могут быть

описаны с помощью случайных блужданий атомных

скоростей, для которых структурный фактор имеет вид

Srw(q, ω) =
2Ŵ(q)

ω2 + Ŵ2(q)
. (8)

В случае квадратной решетки (с постоянной решетки

a0 = 1) Ŵ(q) определяется формулой

Ŵ(q) = 4Drw

(

sin2
qx

2
+ sin2

qy

2

)

, (9)

где Drw — коэффициент диффузии случайных блужда-

ний по решетке. Для малых значений волнового вектора

q ≪ 1, Ŵ = Drwq2, и мы получаем известную формулу

структурного фактора для непрерывного диффузионного

процесса

Srw(q, ω) =
2Drwq2

D2
rwq4 + ω2

. (10)

На рис. 6 представлено сравнение результатов чис-

ленного расчета с теоретической формулой (8). Найти
заметные отличия рис. 6, a и b не представляется воз-

можным. Эти два рисунка практически совпадают.

Можно обратить внимание, что формулы (8) и (10)
получаются естественным образом из модели DHO (7)
при ω ≫ ω(q). Именно такой случай имеет место для

µ = 0, поскольку в этом случае ω(q) = 0 согласно

рис. 3, a, на котором сплошная линия практически сли-

лась с горизонтальной осью. Для 0 < µ ≪ 1 область вол-

новых векторов q и частот ω, для которых выполняется

соотношение ω ≫ ω(q), также является доминирующей,

в особенности для частоты выше частоты ωIR.

Становится понятным физический смысл затухания

Ŵ ∝ q2, где коэффициентом пропорциональности явля-

ется коэффициент диффузии Drw . Оно наблюдалось во

многих стеклах при неупругом рассеянии рентгеновских

лучей [14,15]. Таким образом, если в начальный момент

времени задать скорости атомов в виде плоской волны

с волновым вектором q, для которого Ŵ(q) ≫ ω(q), то
квадрат амплитуды данной волны будет экспоненциаль-

но убывать со временем ∝ exp(−Drwq2t), не совершая

осцилляций. При этом скорости отдельных атомов будут

подчиняться случайному блужданию, а усредненная ско-

рость атомов будет релаксировать согласно уравнению

диффузии.

6. Заключение

В данной работе показано, что бозонный пик, являю-

щийся непременным атрибутом трехмерных неупорядо-

ченных систем, возникает также и в двумерных аморф-

ных системах, по крайней мере в некоторых моделях

случайных матриц. Показано, что, как и в трехмерных

системах, имеет место корреляция частоты бозонного

пика ωb и частоты Иоффе−Регеля ωIR. При частотах

меньших ωIR в системе имеются фононы с линейным

законом дисперсии, распространяющиеся со скоростью

звука. При более высоких частотах понятие о фононах

теряет свой физический смысл и колебания в аморфной

среде распространяются посредством диффузии.
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Приложение

Прямой расчет плотности колебательных состояний

и динамического структурного фактора (5) требует

знания всех собственных чисел и собственных векторов

динамической матрицы M . Однако для больших систем

с N = 106 атомами нахождение всех собственных чисел

и собственных векторов не представляется возможным.

Поэтому для расчета плотности колебательных состо-

яний и динамического структурного фактора мы исполь-

зовали метод KPM [12,16]. Однако расчет структурного

фактора потребовал модификации для существенного

ускорения численной сходимости алгоритма, описанного

в работе [12].
Если говорить о расчете колебательных свойств, то

метод KPM можно интерпретировать как последователь-

ное вычисление атомных смещений и их последующий

анализ. На первом шаге смещение атомов равно нулю

u(0)
i = 0 и имеется некоторая случайная скорость v

(0)
i

(случайные гауссовы числа с нулевым средним и еди-

ничной дисперсией). На втором шаге смещение атомов

имеет вид u(1)
i = δt v(0)

i , где δt — некоторый шаг по вре-

мени. Затем вычисляется последовательность атомных

смещений uk
i для k > 1 с использованием следующего

рекуррентного соотношения

u(k+1)
i = 2u(k)

i − u(k−1)
i − δt2

∑

j

M i j u
(k)
i . (П1)

В представленном виде уравнение (П1) совпадает с

методом интегрирования Верле. Однако в отличие от

классического метода Верле, для сходимости рассмат-

риваемого метода достаточно выполнения неравенства

δt ωmax < 2, где ωmax — максимальная собственная ча-

стота в системе.

На каждом шаге рекуррентного соотношения (П1) для
всех интересующих нас волновых векторов q вычисляет-

ся преобразование Фурье

mk(q) =
∑

i

eiqri u(k)
i . (П2)

Тогда структурный фактор может быть вычислен как

S(q, ω) =

〈

4ω2 δt
N2

∣

∣

∣

∣

K−1
∑

k=1

akmk(q) sin(kϕ)

∣

∣

∣

∣

2〉

R

, (П3)

где ϕ = 2 arcsin(ω δt/2), а угловые скобки означают

усреднение по R независимым реализациям случай-

ной начальной скорости. Число шагов K соответству-

ет вычислению временной эволюции системы вплоть

до времени T ∼ Kδt, что определяет разрешение по

частоте δω ∼ 1/T . Коэффициенты ak плавно умень-

шаются до 0 с ростом k и служат для подавления

осцилляций Гиббса. Мы использовали коэффициенты

ak =
√

2/(K + 1) cos(πk/2K), которые соответствует яд-
ру Джексона, считающееся оптимальным для большин-

ства приложений (см. уравнение (66) в работе [16]).
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