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В рамках нелокальной джозефсоновской электродинамики исследована модуляционная неустойчивость
диспергирующих электромагнитных волн, распространяющихся в джозефсоновском переходе в тонкой
сверхпроводящей пленке. Получено дисперсионное уравнение для инкремента нарастания малых ампли-
тудных возмущений. Впервые для диспергирующих волн выявлено стабилизирующее влияние про-
странственной нелокальности на модуляционную неустойчивость в актуальной длинноволновой области
0 ≤ Q ≤ QB1(k). Продемонстрирована уникальная возможность управления областью модуляционной
неустойчивости QB1(k) < Q < QB2(k, A, L) при помощи дисперсионного параметра — волнового вектора k
(или частоты ω(k)) волн линейного приближения. Показано также, что при величине волнового вектора
0 ≤ Q ≤ QB1(k) и Q ≤ QB2(k, A, L) волны являются устойчивыми.

1. До сих пор не ослабевает интерес к исследова-
нию широкого круга явлений неустойчивости волн в
различных нелинейных системах и средах [1,2]. Извест-
но, что сжатие нелинейной волны может происходить
как в поперечном, так и в продольном направлении
по отношению к направлению распространения волны.
В качестве примеров можно привести самофокусировку
света, предсказанную Аскарьяном [3,4], неустойчивость
типа разбиения волны на пакеты и самосжатия волно-
вых пакетов — модуляционную неустойчивость, которая
была впервые изучена Лайтхиллом [5]. Модуляционная
неустойчивость электромагнитных волн в оптических
волокнах описывается неустойчивостью решений нели-
нейного уравнения Шредингера [6], в распределенных
джозефсоновских переходах — неустойчивостью реше-
ний уравнения sine-Gordon [7,8]. Явление модуляцион-
ной неустойчивости не только вызывает теоретический
интерес, но и имеет также ряд практических при-
ложений. Например, оно используется для генерации
цепочек сверхкоротких оптических импульсов с высокой
частотой повторения [6], а также для разработки новых
логических устройств [9].
Во многих ситуациях при исследовании моду-

ляционной неустойчивости необходимо рассматри-
вать пространственно нелокальные модификации нели-
нейного уравнения Шредингера [10] и уравнения
sine-Gordon [11–22].
Так, в работах [11,12] показано, что эффекты нело-

кальности могут быть существенными даже в контак-
тах массивных сверхпроводников с большой толщиной
d � λ (λ — лондоновская глубина проникновения)
вдоль магнитного поля (по направлению вихрей), т. е. в
ситуациях, до того рассматривавшихся в локальном
приближении. В противоположном предельном случае
контактов в тонких пленках, когда d � λ, локальный

предел отсутствует, а нелокальность очень существенна
и становится определяющим фактором. Соответствую-
щие уравнения получены и изучались в работах [13–16].
Как показали исследования в [17–19], для джозефсо-
новской электродинамики тонких пленок магнитных
(двумерных и трехмерных) сверхпроводников наряду с
нелокальностью существенными становятся и эффекты
запаздывания. Джозефсоновский переход между двумя
сверхпроводящими слоями конечной толщины в направ-
лении, ортогональном магнитному полю вихрей, изучал-
ся в работе [20]. В [21,22] осуществлено рассмотрение
контакта „встык“ и наклонного (скошенного) перехода
конечной толщины вдоль магнитного поля вихрей при
произвольном отношении d/λ.
Из-за различных геометрий задач в перечислен-

ных выше работах [11–22] уравнения джозефсоновской
электродинамики отличаются видом ядра интегрального
оператора, описывающего эффект нелокальной связи.
Однако во всех этих работах нелокальность уравнений
для разности фаз возникает вследствие нелокальной
связи поля на границе раздела и в сверхпроводнике.
Такая причина нелокальности является универсальной
для электродинамики джозефсоновских контактов, а
сама нелокальность становится скорее правилом, чем
исключением.
Модуляционная неустойчивость в рамках нелокальной

джозефсоновской электродинамики контакта из мас-
сивных сверхпроводников впервые рассмотрена в [11].
В этой работе показано, что процесс нарастания малых
возмущений амплитуды и фазы отвечает развитию мо-
дуляционной неустойчивости электромагнитной волны
конечной постоянной амплитуды с нелинейным сдвигом
частоты и с законом дисперсии линейного приближения.
Выявлено стабилизирующее влияние нелокальности на
модуляционную устойчивость. В работе [23] для джо-
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зефсоновского перехода также из массивных сверхпро-
водников исследована модуляционная неустойчивость
осциллирующей с джозефсоновской частотой плоской
нелинейной однородной (недиспергирующей) электро-
магнитной волны конечной амплитуды, обусловленная
нарастанием малых амплитудных возмущений и приво-
дящая к разбиению такой волны на пакеты.
Как в [11], так и в [23] область модуляционной

неустойчивости для возмущений с волновым вектором Q
имеет вид 0 < Q < QB , где QB — некоторый погранич-
ный волновой вектор. Поэтому актуальная длинновол-
новая область волновых векторов возмущений Q → 0
всегда являлась неустойчивой.
Как показано далее, нелокальность уравнения джозеф-

соновской электродинамики в тонких пленках для волн
с дисперсией препятствует развитию модуляционной
неустойчивости относительно нарастания малых ампли-
тудных возмущений именно в актуальной длинноволной
области 0 ≤ Q ≤ QB1(k). Тем более актуальным ста-
новится исследование модуляционной неустойчивости
диспергирующих электромагнитных волн в рамках нело-
кальной электродинамики Джозефсона в тонких двумер-
ных сверхпроводящих пленках, которое до сих пор не
проводилось.
2. Примером нелинейной системы, в которой прояв-

ляется модуляционная неустойчивость, может служить
переход Джозефсона в ультратонкой пленке сверхпро-
водника толщиной d � λ.
В джозефсоновском переходе, состоящем из тон-

ких сверхпроводящих пленок толщиной d � λ, дина-
мика разности фаз волновых конденсатных функций
на берегах контакта ϕ(x, t) в бездиссипативном преде-
ле описывается нелинейным нелокальным уравнением
sine-Gordon [16]
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где LJ = λ2J/λ; ωJ и λJ — джозефсоновские частоты и
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J0(x) — функция Бесселя нулевого порядка.
Диспергирующие волны бесконечно малой амплитуды

ϕ(x, t) = ϕ0 exp
[
i (kx − ωt)

]
, |ϕ0| � 1, (3)

распространяющиеся вдоль перехода Джозефсона с ча-
стотой ω и волновым вектором k, в силу уравнения (1)

и аппроксимации sinϕ(x, t) ≈ ϕ(x, t) обладают в линей-
ном приближении вещественным спектром
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где L = LJ/2λeff, а J(q) можно выразить через интеграл:
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Рассмотрим эволюцию нелинейных диспергирующих
электромагнитных волн малой, но конечной амплитуды
в переходе. Представим разность фаз ϕ(x, t) в виде

ϕ(x, t) = u(x, t) exp
{

i
[
kx − ω(k)t

]}

+ u∗(x, t) exp
{
−i

[
kx − ω(k)t

]}
, u(x, t) � 1, (6)

где несущая мода является диспергирующей волной
линейного приближения (3) со спектром (4).
Аппроксимируя sinϕ(x, t) ≈ ϕ(x, t) − ϕ3(x, t)/3! [24],

учтем в уравнении (1) нижайший порядок нелиней-
ности на фазе основной несущей гармоники и огра-
ничимся приближением медленно меняющейся во вре-
мени амплитуды u(x, t), когда справедливо неравен-
ство |∂2u(x, t)/∂t2| � 2ω(k)|∂u(x, t)/∂t|. Тогда из урав-
нения (1) при подстановке в него поля (6) для амплиту-
ды u(x, t) получаем следующее уравнение:
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Это нелинейное нелокальное уравнение имеет точное
решение вида нелинейной плоской однородной волны
постоянной амплитуды A с нелинейным сдвигом частоты

u0(t) = Aexp
[
iω2

JA2t/4ω(k)
]
, A � 1. (8)

Исследуем устойчивость такого решения. О характере
распада плоской волны (8) можно судить по развитию
ее малых возмущений. С этой целью допустим, что слу-
чайно возникло малое возмущение амплитуды ψ(x, t):

u(x, t) =
[
A + ψ(x, t)

]
exp

[
iω2

JA2t/4ω(k)
]
,

|ψ(x, t)| � A. (9)
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Из уравнения (7) для малого возмущения ψ(x, t)
следует линейное уравнение

i
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Полагая в уравнении (10) ψ(x, t) = v(x, t) + iw(x, t),
для действительной и мнимой частей возмущения полу-
чаем систему уравнений
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Для амплитудных возмущений вида (произвольные
возмущения можно представить как суперпозицию таких
полей)

v(x, t) = V(Q, �) exp
[
i (Qx −�t)

]
,

w(x, t) = W(Q, �) exp
[
i (Qx −�t)

]
, (12)

распространяющихся вдоль перехода Джозефсона с вол-
новым вектором Q и частотой �, из системы уравне-
ний (11) следует дисперсионное соотношение� = �(Q)

�̃(Q̃) =
LQ̃k̃

πω̃(k̃)
J(Q̃ + k̃) ± 1

2ω̃(k̃)

×
[
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×
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ω̃2(Q̃ + k̃) − ω̃(k̃) − 2L

π
Q̃k̃J(Q̃ + k̃) − A2

]1/2

, (13)

определяющее инкремент нарастания γ̃(Q̃) = Im �̃(Q̃),
где γ̃(Q̃) = Im�(Q̃)/ωJ, k̃ = 2kλeff, Q̃= 2Qλeff, ω̃=ω/ωJ,
�̃ = �/ωJ, а ω̃(k̃) задается формулой (4) с учетом (5).

Согласно выражению (13), которое всегда имеет ре-
шение �̃(Q̃) = Re �̃(Q̃) + i Im �̃(Q̃) с положительной
мнимой частью, амплитудные возмущения (12) с вол-
новым числом Q будут нарастать с инкрементом γ(Q).
Процесс нарастания малых возмущений амплитуды от-
вечает развитию модуляционной неустойчивости волны
постоянной амплитуды с нелинейным сдвигом часто-
ты (8) и с законом дисперсии волн линейного прибли-
жения (4). Заметим, что инкремент нарастания γ(Q)
из дисперсионного соотношения (13) определяется не
производной от групповой скорости волн ∂2ω(k)/∂k2,
как в работе [11], а непосредственно спектром ω(k) волн
линейного приближения (4).
3. Для волн (4) без дисперсии (при величине k = 0)

частота ω(k) ≡ ωJ, и дисперсионное соотношение (13)
записывается в виде

�̃(Q̃) = ± i
L1/2

2π1/2
Q̃J1/2(Q̃)

[
A2 − L

π
Q̃2J(Q̃)

]1/2

. (14)

Дисперсионное уравнение (14) с учетом (5) для
инкремента нарастания возмущения имеет положитель-
ное решение γ̃(Q̃) > 0 в области волновых векторов
0 < Q̃ < Q̃B , в которой малые возмущения амплиту-
ды (12) будут нарастать со временем и при этом бу-
дет развиваться модуляционная неустойчивость плоской
нелинейной электромагнитной волны (5) со спектром
ω̃(k̃ ≡ 0) ≡ 1. В области волновых векторов Q̃ ≥ Q̃B
γ̃(Q̃) ≡ 0, и волна является устойчивой. Пограничный
волновой вектор Q̃B определяется из уравнения

Q̃2
BJ(Q̃B) =

πA2

2L
. (15)

Максимальное значение инкремента нарастания воз-
мущений равно

γ̃max(Q̃m) = A2/4 (16)

и достигается при значении волнового вектора Q̃m,
являющемся корнем уравнения

Q̃2
mJ(Q̃m) =

πA2

4L
. (17)

Результаты этого раздела подтверждают результаты
работы [25].
4. Учет дисперсии несущих волн линейного прибли-

жения (3) со спектром (4) кардинальным образом видо-
изменяет, во-первых, зависимость инкремента нараста-
ния γ̃(Q̃) от величины волнового вектора Q̃ и, во-вторых,
ту область изменения волнового вектора, где γ̃(Q̃)
отлична от нуля и положительна. Для волн с дисперсией
при k 6= 0 дисперсионное уравнение (13) с учетом (5)
удается исследовать лишь численно. В области волно-
вых векторов 2kλeff ≈ 1, в которой очень существенна
пространственная нелокальность, при выполнении нера-
венства L � 1 численный анализ показал существование
двух областей устойчивости волн (0 ≤ Q ≤ QB1(k) и
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Q ≥ QB2(k, A, L))и одной области их неустойчивости
(QB1(k) < Q > QB2(k, A, L)). Под областью модуляци-
онной неустойчивости следует понимать ту область
волновых векторов малых амплитудных модуляций, для
которой величина инкремента их нарастания γ̃(Q̃) поло-
жительна и отлична от нуля.
На рис. 1 показаны области модуляционной неустой-

чивости при фиксированных значениях величин ампли-
туды A и параметра L для четырех значений величины
приведенного волнового вектора k̃.
Из рис. 1 видно, что существует уникальная возмож-

ность управления областью модуляционной неустойчи-
вости с помощью волнового вектора несущей волны
(моды линейного приближения) k̃ (или соответствую-
щей ему частоты ω̃(k̃)), с увеличением которого об-
ласть неустойчивости смещается как целое в сторону
больших величин Q̃. Поэтому при k̃ 6= 0, т. е. для волн
с дисперсией, актуальная область волновых векторов
0 ≤ Q̃ ≤ Q̃B1(k) всегда является устойчивой.
На рис. 2 изображены области модуляционной

неустойчивости при фиксированных величинах волно-
вого вектора k̃ и амплитуды A для четырех значений
параметра L. Видно, что с ростом параметра L величина
области модуляционной неустойчивости по волновому
вектору Q сужается, а величина максимального значения
инкремента нарастания несколько уменьшается.

Рис. 1. Области модуляционной неустойчивости плоской
нелинейной диспергирующей электромагнитной волны (8) при
фиксированных значениях амплитуды A = 10−1 и парамет-
ра L = 10−2 для значений приведенного волнового вектора
k̃ = 0 (1), 1 (2), 2 (3), и 3 (4).

Рис. 2. Области модуляционной неустойчивости плоской
нелинейной диспергирующей электромагнитной волны (8)
при фиксированных значениях волнового вектора k̃ = 1 и
амплитуды A = 10−1 для значений параметра L = 10−2 (1),
2.5 · 10−2 (2), 5 · 10−2 (3) и 7.5 · 10−2 (4).

Рис. 3. Области модуляционной неустойчивости плоской
нелинейной диспергирующей электромагнитной волны (8) при
фиксированных значениях волнового вектора k̃ = 1 и парамет-
ра L = 2.5 · 10−2 для значений амплитуды A = 0.85 · 10−1 (1),
0.9 · 10−1 (2), 0.95 · 10−1 (3) и 10−1 (4).

На рис. 3 показаны области модуляционной неустой-
чивости при фиксированных величинах волнового векто-
ра k̃ и параметра L для четырех значений амплитуды A.
С ростом A область модуляционной неустойчивости
расширяется, а максимальное значение инкремента на-
растания увеличивается.
5. Итак, нелокальность уравнения для разности фаз

оказывается очень существенной для нелинейных плос-
ких диспергирующих волн постоянной амплитуды с
нелинейным сдвигом частоты. Во-первых, для волн
с дисперсией актуальная область крупномасштабных
возмущений амплитуды всегда является устойчивой.
Во-вторых, существует уникальная возможность управ-
ления областью модуляционной неустойчивости при
помощи параметра дисперсии — волнового вектора k
или частоты ω(k), что весьма важно при проведении
соответствующих экспериментальных исследований.
Важно помнить, что в теории джозефсоновских пе-

реходов частота ω(k) должна быть меньше предель-
ной 1 [26], определяющейся шириной энергетической
щели 1(T).
Экспериментально развитие модуляционной неустой-

чивости можно наблюдать в длинных переходах Джо-
зефсона, состоящих из ультратонких сверхпроводящих
пленок, при возбуждении в них диспергирующих волн
конечной амплитуды с малой ее модуляцией. Дис-
пергирующая плоская нелинейная волна постоянной
амплитуды с нелинейным сдвигом частоты в процессе
развития модуляционной неустойчивости будет эволю-
ционировать в цепочку импульсов — волновых паке-
тов, частота повторения которых обусловлена перио-
дом модуляции амплитуды исходной волны L0 = 2π/Q,
для волновых векторов Q, определяемых неравенством
QB1(k) < Q < QB2(k, A, L). Поскольку мы не учитывали
фазовые модуляции, а ограничились лишь рассмотрени-
ем модуляций амплитуды, самосжатия волновых пакетов
наблюдаться не будет.
Аналогичное поведение областей модуляционной

неустойчивости диспергирующих волн следует ожидать
также и в джозефсоновских переходах из массивных
сверхпроводников толщиной d � λ.
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