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Предложено описание магнитного поля снаружи и внутри плазменного кольца с током, удерживаемого

в равновесии аксиальным полем. Оно близко к решению Титова−Демулена (1999) и уточняет его, так как

описывает равновесие при конечном β и конечном аспектном отношении.
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Предлагается описание равновесного плазменного

шнура с током, применимое к моделированию коро-

нального выброса массы (КВМ) на Солнце. Считается,

что источником КВМ в солнечной короне может быть

фрагмент тороидального плотного плазменного шнура

с током, удерживаемого в равновесии магнитным по-

лем активной области (АО) Солнца. Наложение такой

конфигурации [1] на модель АО позволяет численно

моделировать исходное равновесие, потерю равновесия

из-за неустойчивости и преобразование энергии тока

шнура в кинетическую энергию КВМ [2]. В отличие

от приложений к магнитному удержанию плазмы, для

которых представляют интерес сложные аналитические

решения во внешних специально созданных полях [3],
предложенное простое решение используется в качестве

начального условия для уравнений релаксационной маг-

нитной гидродинамики (РМГД), решение которых под-

страивает равновесие к реальным внешним полям АО.

Осесимметричное магнитное поле B(R) = rot(Aϕeϕ)
(A = Aϕeϕ — векторный потенциал, eϕ — орт коор-

динаты ϕ), созданное тороидальным током j = jϕeϕ,
опишем в тороидальных координатах (u, v, ϕ), которые
выражаются через цилиндрические координаты (z , r, ϕ)
следующим образом [4]:

sin v =
2R∞z
R+R−

, cos v =
R2 − R2

∞

R−R+
, κ′(u) =

R−

R+
,

Hu = Hv =
R∞

cosh u − cos v
,

где R∞ — радиус магнитной оси в плоско-

сти z = 0, на которой u → ∞; Hu,v — коэффи-

циенты Лямэ; R =
√
R2 =

√
r2 + z 2, R — радиус-

вектор из центра конфигурации до данной точки, а

R± =
√

R2 + R2
∞ ± 2R∞r — максимальное (+) и ми-

нимальное (−) расстояние от точки до магнитной оси.

Орты тороидальных координат выражаются следующим

образом:

ev =
(R2 − R2

∞)ez − 2R(R · ez )

κ′R2
+

, eu =
[

ev × eϕ
]

. (1)

Уравнение Ампера rotrotA = µ0J после подстановки

ψ = (R∞r)1/2Aϕ принимает вид

µ0
{

HuHvJϕ
}

=
1√

R∞r

(

−d2ψ

∂u2
− ∂2ψ

∂v2
+

3ψ

4sinh2u

)

, (2)

{HuHvJϕ} — плотность тока, отнесенная к dudv . Разло-
жение Фурье (i — мнимая единица)

ψ=

∞
∑

n=−∞

exp(inv)ψn(u), Jϕ=

√

R∞

r5

∞
∑

n=−∞

exp(inv) jn(u)

разделяет переменные в (2): каждая гармоника поля ψn

определяется гармоникой тока jn,

d2ψn(u)

du2
−

(

n2 +
3

4(sinh u)2

)

ψn(u) = −µ0R∞

jn(u)

(sinh u)2
.

(3)
На границе плазменного шнура большой и малый радиу-

сы R0, a связаны с R∞ =
√

R2
0 − a2, и координата u = u0

имеет постоянное значение, κ′(u0) = a/(R0 + R∞). Вне
шнура, при κ′(u) > κ′(u0), правая часть уравнения (3)
обращается в нуль, и оно имеет решение в виде то-

роидальной функции P̃−1
n−1/2(u) =

√
2sinh uP−1

n−1/2(cosh u),

где P−1
n−1/2(coshu) — присоединенная функция Лежандра.

Внутри шнура решение уравнения (3) выражается через

функции Q̃−1
n−1/2(u) =

√
2sinh uQ−1

n−1/2(cosh u). Тороидаль-
ные функции вычисляются через гипергеометрические

ряды по степеням κ′. Интеграл тока

I =

∫ ∞

u0

∫ 2π

0

{

HuHvJϕ
}

dvdu

=

∞
∑

n=−∞

∫ ∞

u0

jn(u)Q̃−1
n−1/2(u)

(sinh u)2
du (4)
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следует из разложения [5] функции

[2(cosh u − cos v)]−1/2 и уравнения (8.734) из работы [6].
Рассмотрим случай, когда поле содержит только n = 0

гармонику, индекс 0 далее опускаем. Полоидальное

магнитное поле вне шнура

B =
4R∞

κ3R3
+

(

ψez −
κ2

κ′
dψ
du

ev

)

,

ψ(u < u0)

µ0R∞I
=

P̃−1
−1/2(u)

8
, κ =

√

1− κ′2 (5)

совпадает с известным полем бесконечно тонкого кру-

гового тока (см. задачу 2 к гл. 30 в [7]). Для шнура

конечной толщины это классическое решение реали-

зуется, если j ≡ j0(u) (так что Jϕ ∝ j0(u)
r5/2 ). Согласно

(5) и (6), в центре (R = 0), где κ → 0, P̃−1
−1/2(u) → κ3

4
,

dP̃−1
−1/2

(u)

du → 3κ
4
, κ′ → 1, поле равно Bc = µ0Iez /(2R∞).

Вблизи и внутри шнура имеем

B=
R3/2
∞

r3/2

[

2R(Bc ·R)+Bc(R2
∞ − R2)

R2
+κ

′
B (p)(u)+BcB (z )(u)

]

,

(6)
где отнесенные к Bc амплитуды аксиального B (z )(u) и

полоидального B (p)(u) полей суть

B (z ) ≡ ψ

µ0R∞I
, B (p) =

κ2

κ′
dB (z )

du
. (7)

Если плотность тока в шнуре однородна,

j(u > u0) = −3I/[4dQ̃−1
−1/2(u0)/du0], решение уравне-

ния (3) дается суммой частного (постоянного) решения

и общего решения однородного уравнения ∝ Q−1
−1/2(u),

обеспечивающего непрерывность полей при u = u0:

B (z )(u < u0) ≡
ψ

µ0R∞I
,

B (p)(u > u0) =
κ2

8κ′

dP̃−1
−1/2(u0)/du0

dQ̃−1
−1/2(u0)/du0

dQ̃−1
−1/2(u)

du
,

ψ(u > u0)

µ0R∞I
=

dP̃−1
−1/2(u0)/du0

8dQ̃−1
−1/2(u0)/du0

Q̃−1
−1/2(u)

− 1

dQ̃−1
−1/2(u0)/du0

. (8)

На рис. 1 показаны амплитуды (8) для шнура с

a/R0 ≈ 0.2. Другие частные решения уравнения (3)
для нулевой гармоники поля (n = 0) ψ0 ∼ Pm(coth u)
возникают, если распределение тока описывается

полиномом Лежандра j0(u) ∼ Pm(coth u) от аргумента

coth u =
R2

++R2
−

R2
+−R2

−

, более громоздким является решение

для тока, представимого в виде линейной комбинации

полиномов Лежандра. Напомним, что однородное

распределение тока, приводящее к уравнению (8),
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Рис. 1. Безразмерные амплитуды аксиального B (z)(u) (сплош-
ная кривая), полоидального B (p)(u) (штриховая кривая) и то-

роидального
b(u)
Bc

(штрихпунктирная кривая) полей для торо-

идального шнура с отношением
a

R0
= 0.2. Аргумент функций

κ′(u) = R−/R+ изменяется внутри шнура в пределах от нуля

на тороидальной магнитной оси до поверхности шнура при

κ′(u) = κ′(u0) ≈
a

2R0
= 0.1, значения κ′ > 0.1 отвечают обла-

сти снаружи шнура. Пунктиром показаны варианты кривых для

распределения тока, которое в узкой области вблизи границы

шнура спадает до нуля на границе, в отличие от однородного

распределения тока (все прочие кривые), которое скачком

изменяется от конечного значения внутри шнура к нулевому

току вне его.

соответствует полиному Лежандра нулевого порядка:

P0(coth u) = 1.

Равновесие контролируется тороидальным полем

±Bϕeϕ и давлением плазмы, для которых примем

B2
ϕ = b2(u)R3

∞/r3, P = p(u)R3/r3. Сила, отнесенная к

единице объема, включает влияние полоидального поля

на тороидальный ток

Jϕeϕ × B =
j(u)sinh u

r4
dψ
du

eu +
JϕAϕ
2r

er , (9)

а также действие тороидального поля на полоидальный

ток и градиент давления

rot(Bϕeϕ)

µ0
× Bϕeϕ −∇P = −R3

∞sinhu
r4

d ptot(u)

du
eu

+
3P + B2

ϕ/(2µ0)

r
er , (10)

где ptot(u) = p(u) +
b2(u)
2µ0

= (1 + β) b2

2µ0
— полное дав-

ление. Суммарная сила, направленная по eu, исчезает,

если R3
∞d ptot/dψ = j(u). Для однородного тока j(u)

интегрирование дает

ptot(u) =
3B2

c

8µ0

dP̃−1
−1/2(u0)/du0

[dQ̃−1
−1/2(u0)/du0]2

[

Q̃−1
−1/2(u0) − Q̃−1

−1/2(u)
]

.

(11)
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Рис. 2. Применение полученного решения к описанию КВМ 2013-04-11. Большой и малый радиусы плазменного шнура R0 = 0.2,

a = 0.04 отнесены к солнечному радиусу, центр конфигурации имеет каррингтоновскую долготу 2135 : 79.8◦ и широту 12.8◦. a —

силовые линии суммарного магнитного поля АО и наложенной плазменной конфигурации с током. Зеленый жгут перекрученных

магнитных линий — внутреннее поле плазменного шнура. Линии других цветов показывают силовые линии внешнего поля с

различной топологией. Красным и синим цветом на (горизонтальной) поверхности Солнца показаны образующие АО солнечные

пятна с положительной и отрицательной полярностью. b — магнитные поля в меридиональном сечении токового шнура: белые

кривые — силовые линии полоидального поля (B z , B r) (они же сечения магнитных поверхностей), цветом показан уровень

величины rBϕ , пропорциональной полоидальному току. c — то же, но после РМГД-релаксации в течение 6000 s. Линии равного

тока идеально совпадают с магнитными поверхностями, демонстрируя равновесность полученной конфигурации. Цветной вариант

рисунка представлен в электронной версии статьи.

Перепад давления из глубины шнура к его поверхности

уравновешивает пинч-эффект тороидального тока. Если

β = 2µ0p(u)/b2(u), равновесие (11) полностью опреде-

ляется распределением тороидального поля, амплитуда

которого b(u)/Bc показана на рис. 1. Особенности

амплитуд на границе шнура (вертикальная асимптота

в амплитуде тороидального поля, скачок производной

в амплитуде полоидального поля) исчезают, если в

малой окрестности границы ввести распределение тока

j0 ∼ [coth(u0 − ε) − coth u], u0 − ε < u < u0 + ε, ε ≪ 1,

обращающееся в нуль на границе шнура.

Результирующая при сложении (9), (10) сила fr ‖ er

стремится растянуть шнур в направлении er . Удержать

шнур от разлета может внешнее поле B(str) = B (str)ez ,

оценку которого (см. [3,8]) получим, интегрируя сумму

растягивающей и удерживающей сил fr + Jϕeϕ × B(str),

скалярно умноженную на R (такая интегральная оценка

называется вириальной теоремой Шафранова [9]), по

объему шнура, элемент объема равен dV = rdϕdS:
∫

(fr · R + JϕrB (str))dV =

∫
(

jϕAϕ
2

+
B2
ϕ

2µ0
+ 3P

)

dV

+ 2πB (str)IR2
∞ ≈ LI2

2
+ 2πB (str)IR2

∞.

(12)
Первый интеграл при постоянном β выражается через

энергию магнитного поля, что позволяет выразить его

как
1
2
LI2 (где L — индуктивность) и дать оценку

удерживающего поля

B (str) ≈ − LI
4πR2

∞

,

L =
2

I2

∫
[

jϕAϕ
2

+
B2
ϕ

2µ0

(

1 +
2β

1 + β

)]

dV

≈ µ0R∞

(

π2

2

P̃−1
−1/2(u0)

Q̃−1
−1/2(u0)

+
3

4
+

β

1 + β

)

. (13)

При a/R0 ≪ 1 и β = 0 выражение (13) совпадает с

использованным в [1,8]. При выполнении интегральной

оценки (13) для удерживающего поля шнур как целое

не смещается по большому радиусу (глобальное равно-

весие), тогда как локальное равновесие налагает обре-

менительное ограничение на локальное удерживающее

поле (уравнение (3.47) в [3]).

Для применения полученного решения в качестве

модели КВМ в магнитной конфигурации породившей

его АО ищется близкая к полуокружности линия, на

которой поперечное к плоскости окружности магнит-

ное поле B (str) приблизительно постоянно [10]. Урав-

нение (13) определяет ток в равновесном плазменном

шнуре в найденном поле, который в свою очередь

определяет магнитное поле шнура. Трехмерная конфи-

гурация полного магнитного поля АО и плазменного

шнура показана на рис. 2, а в применении к КВМ

2013-04-11, большой и малый радиусы плазменного

шнура, отнесенные к солнечному радиусу, выбраны

равными R0 = 0.2, a = 0.04, найденное удерживающее

магнитное поле равно B (str) ≈ 2.7 · 10−4 T. При посто-

янном плазменном параметре β = 2µ0P/B2
ϕ найденное

распределение тороидального магнитного поля позво-

ляет найти давление, а при заданной температуре T
также и распределение плотности ρ ∝ P/T . На рис. 2, b
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показано меридиональное сечение плазменного шнура.

Белым показаны магнитные силовые линии полоидаль-

ного поля (B z , B r) (иными словами, сечения магнитных

поверхностей [3,7]). Цветом показан уровень величи-

ны rBϕ, т. е. полоидального тока, величина которого

в равновесии должна быть постоянной на магнитной

поверхности [3,7]. Видно, что изолинии тока несколько

отклоняются от магнитных поверхностей, так что равно-

весие неточное.

Для достижения равновесия подставим распределения

полей и параметров плазмы в качестве начального усло-

вия в уравнения РМГД, которые отличаются от урав-

нений магнитной гидродинамики (см. [7]) добавлением

тормозящей силы с плотностью − ρ

τ
U, направленной

против вектора скорости U и вызывающей релаксацию

скорости, возникающей в исходно неравновесном рас-

пределении, за время порядка τ ∼ 103 s. В качестве

примера рассмотрим релаксацию в однородном внешнем

поле, что позволяет решать двумерные осесимметрич-

ные уравнения РМГД. Результат эволюции в течение

6000 s приведен на рис. 2, c, на котором очевидно

выравнивание уровней тока на магнитных поверхно-

стях и достижение точного равновесия. Видеофайл

(см. дополнительные материалы) демонстрирует, что пе-

реход к равновесию происходит через затухающие внут-

ренние колебания. В трехмерной версии РМГД-модели

шнур может приближаться к трехмерному равновесию

также через изгибные колебания, так что равновесная

форма шнура в реальном неоднородном поле отличается

от тороидальной.
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