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Рассмотрено взаимодействие системы с хаосом (генератор Кислова−Дмитриева) и многочастотными

квазипериодическими колебаниями (ансамбль генераторов ван дер Поля). Выявлены бифуркации удвоения

инвариантного тора высокой размерности и возникновение хаоса при его разрушении. Обнаружен каскад

своеобразных бифуркаций хаотического аттрактора, отвечающих появлению разного числа дополнительных

нулевых показателей Ляпунова. Показана устойчивость возможного в системе сценария Ландау−Хопфа при

взаимодействии с хаотической подсистемой.
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Исследование связанных генераторов является одной

из центральных задач как радиофизики и электроники,

так и нелинейной теории колебаний в целом [1,2].
Развитие компьютерной техники и теории динамических

систем и ее приложений в отношении многомерных

систем [3–8] делает актуальной задачу о колебаниях

не только в классическом случае двух генераторов, но

и в бо́льшем их числе [9–13]. Отдельные генераторы

при этом могут демонстрировать периодические, квази-

периодические или хаотические режимы. Малоисследо-

ванным является вопрос о взаимодействии нескольких

генераторов с разными типами колебаний. Одним из

вариантов может служить связь хаотической и много-

частотной квазипериодической подсистем. В настоящей

работе в качестве первой подсистемы выберем гене-

ратор Кислова−Дмитриева [14] в хаотическом режиме.

Он представляет собой замкнутую в кольцо цепочку

из нелинейного усилителя, RLC-фильтра и инерционно-

го элемента. Чтобы обеспечить во второй подсистеме

возможность квазипериодических колебаний с разным

числом несоизмеримых частот, выберем систему пяти

связанных генераторов ван дер Поля [15]. Подобная

система рассмотрена также в [16,17]. Отметим, что урав-

нение ван дер Поля описывает не только классический

генератор, но и большое число систем различной приро-

ды [18]. В системе [15] при уменьшении параметра связи

за порог возбуждения последовательно переходят новые

моды, так что рождаются все более высокочастотные

квазипериодические колебания. Эта картина соответ-

ствует известному сценарию Ландау−Хопфа [19]. Нали-
чие пяти осцилляторов позволяет реализовать несколько

шагов такого сценария. Отметим, что единичный осцил-

лятор, связанный с генератором Кислова−Дмитриева,

рассмотрен в [20]. Продемонстрирована, в частности,

возможность стабилизирующего действия генератора

ван дер Поля на хаотический генератор. Подобные

системы могут представлять интерес и с точки зрения

приложений, например в задачах коммуникации и управ-

ления хаосом.

В соответствии с [14,15,20] можно записать уравнения

рассматриваемой системы

ẍ +
1

Q
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Рис. 1. Фазовый портрет индивидуального генератора

Кислова−Дмитриева в хаотическом режиме. T = 10, Q = 20,

M = 2.75, ω0 = 0.5.
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Связь типов режимов и спектра показателей Ляпунова

Обозначение Тип режима Спектр старших показателей

Ляпунова

P Периодический 31 = 0, 32,3,4,5,6,7 < 0

(предельный цикл)

2T Двухчастотный 31,2 = 0, 33,4,5,6,7 < 0

квазипериодический

(двумерный тор)

3T Трехчастотный 31,2,3 = 0, 34,5,6,7 < 0

квазипериодический

(трехмерный тор)

4T Четырехчастотный 31,2,3,4 = 0, 35,6,7 < 0

квазипериодический

(четырехмерный тор)

5T Пятичастотный 31,2,3,4,5 = 0, 36,7 < 0

квазипериодический

(пятимерный тор)

6T Шестичастотный 31,2,3,4,5,6 = 0, 37 < 0

квазипериодический

(шестимерный тор)

C Хаос 31 > 0, 32,3,4,5,6,7 6 0
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Рис. 2. Зависимость старших показателей Ляпунова системы (1) от параметра связи квазипериодической и хаотической

подсистем k . µ = 0.25, 1 = 3. Параметры генератора Кислова−Дмитриева M = 2.75, T = 10, Q = 20, ω0 = 0.5.
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Здесь x , z — переменные генератора

Кислова−Дмитриева, xn — переменные генераторов

ван дер Поля, n меняется от 1 до 4. Параметр

1 управляет взаимной частотной расстройкой

генераторов ван дер Поля, причем частота первого

принята за единицу. Параметр k отвечает за связь

генератора Кислова−Дмитриева с квазипериодической

подсистемой. Связь осуществляется через пятый

генератор ван дер Поля и является диссипативной.

Выберем набор параметров генератора

Кислова−Дмитриева T = 10, Q = 20, M = 2.75,

ω0 = 0.5, который отвечает хаотическому режиму

колебания, что иллюстрирует фазовый портрет на
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Рис. 3. Зависимость старших показателей Ляпунова системы (1) от параметра связи генераторов ван дер Поля µ. k = 0.0025 (а)
и 0.016 (b).

рис. 1. Значение частоты ω0 = 0.5 обеспечивает

частотную отстройку от всех генераторов ван дер

Поля. По аналогии с [15] выберем значения параметров

возбуждения генераторов ван дер Поля λ1 = 0.1,

λ2 = 0.2, λ3 = 0.3, λ4 = 0.4, λ5 = 0.5, а также 1 = 3.

В этом случае в квазипериодической подсистеме

при уменьшении
”
внутреннего“ параметра связи µ

происходит поэтапный переход от периодического

режима к пятичастотному квазипериодическому в

соответствии со сценарием Ландау−Хопфа [15].
Отметим, что картина не зависит от некоторой

вариации выбранных значений параметров.

Будем идентифицировать тип режима системы (1)
по спектру показателей Ляпунова в соответствии с

таблицей. На рис. 2 показаны графики восьми старших

показателей в зависимости от параметра связи подси-

стем k . Выбранное значение параметра µ = 0.25 отве-

чает трехчастотному режиму в ансамбле осцилляторов

ван дер Поля [15]. В правой части рис. 2 можно видеть

область четырехчастотного режима (4-тора) 4T , для

которого 31,2,3,4 = 0. Таким образом, взаимодействие с

хаотической подсистемой привело к увеличению числа

несоизмеримых частот (размерности тора), а хаос ока-

зался подавленным. При уменьшении величины связи

k четырехчастотный тор испытывает бифуркации удво-

ения в точках D4T1 и D4T2. Их признаком является

обращение в нуль показателя 35, который остается отри-

цательным в окрестности точек бифуркации [21]. Затем

Письма в ЖТФ, 2025, том 51, вып. 8
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тор разрушается, и рождается хаос C, для которого

31 > 0. В данном случае хаос имеет нетривиальную

особенность — наличие четырех нулевых показателей,

так что 32,3,4,5 = 0. Таким образом, к
”
обязательному“ в

системе с непрерывным временем нулевому показателю

32 = 0 добавляются три дополнительных. Ранее было

известно несколько примеров хаоса, но только с од-

ним [22–25] и двумя [26] такими показателями. Отметим,

что строгие доказательства пока отсутствуют, поэтому

корректнее, как и в [24], говорить о
”
неотличимом от

нуля в численных расчетах“ показателе Ляпунова. Для

этого при построении рис. 2 подобрана необходимая

точность вычислений показателей.

Проиллюстрируем теперь картину режимов в за-

висимости от
”
внутреннего“ параметра связи квази-

периодической подсистемы µ для двух возрастающих

значений k (рис. 3). В случае малого k на рис. 3, а

при большой связи µ наблюдается классический хаос,

когда 31 > 0, 32 = 0, а остальные показатели отри-

цательные. В точке L1 происходит смена типа хао-

тического режима: теперь возникает дополнительный

нулевой показатель Ляпунова, так что 31 > 0, 32,3 = 0,

а остальные показатели отрицательные. Далее в точках

L2, L3, L4 и L5 последовательно возникает хаос с двумя,

тремя, четырьмя и пятью дополнительными нулевыми

показателями Ляпунова. Это некоторые своеобразные

бифуркации, которые мы обозначили L (от Lyapunov

exponents).
Увеличим теперь параметр связи k квазипериодиче-

ской и хаотической подсистем (рис. 3, b). В этом случае

хаос оказывается подавленным. В правой части рисунка

теперь наблюдается бифуркация Неймарка−Сакера (NS)
рождения двухчастотного тора с 31,2 = 0 из предель-

ного цикла P, для которого 31 = 0. С уменьшением

µ происходит последовательный каскад квазипериоди-

ческих бифуркаций Хопфа QH1,2,3,4 мягкого рождения

3-тора, 4-тора и т. д. Критерием бифуркации такого типа

является равенство двух отрицательных показателей

до ее порога [21]. Например, при подходе к точке

QH1 совпадают показатели 33 = 34, а к точке QH2 —

34 = 35 и т. д. Данную картину можно ассоциировать

со сценарием Ландау−Хопфа. Отсюда можно сделать

вывод, что сценарий Ландау−Хопфа, наблюдавшийся в

ансамбле генераторов ван дер Поля, устойчив и не

разрушается при взаимодействии с хаосом, если их

связь сравнительно велика. Более того, добавляется еще

одна бифуркация Хопфа рождения устойчивого 6-тора.

В этом состоит существенное отличие от сценария

Рюэля−Такенса [27].
Таким образом, для рассмотренной системы взаимо-

действие подсистем с хаотической динамикой и сценари-

ем Ландау−Хопфа приводит к существенным особенно-

стям: появлению тора более высокой размерности, его

удвоению, каскаду точек поэтапного увеличения числа

нулевых показателей Ляпунова в хаотическом режиме.

Показана также устойчивость сценария Ландау−Хопфа

по отношению к взаимодействию с хаотической подси-

стемой при сравнительно большой их связи.
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H.G.E. Meijer, Network Neurosci., 8 (1), 293 (2024).

DOI: 10.1162/netn_a_00351

[7] M. Bucolo, A. Buscarino, L. Fortuna, S. Gagliano, Front. Phys.,

10, 862376 (2022). DOI: 10.3389/fphy.2022.862376

[8] М. Kopp, J. Telecommun. Electron. Comput. Eng., 16 (1), 13

(2024). DOI: 10.54554/jtec.2024.16.01.003

[9] А.В. Курбако, В.И. Пономаренко, М.Д. Про-

хоров, Письма в ЖТФ, 48 (19), 43 (2022).

DOI: 10.21883/PJTF.2022.19.53596.19328 [A.V. Kurbako,

V.I. Ponomarenko, M.D. Prokhorov, Tech. Phys. Lett., 48

(10), 38 (2022). DOI: 10.21883/TPL.2022.10.54796.19328].

[10] А.П. Кузнецов, Ю.В. Седова, Н.В. Станке-

вич, Письма в ЖТФ, 48 (24), 19 (2022).

DOI: 10.21883/PJTF.2022.24.54018.19296 [A.P. Kuznetsov,

Yu.V. Sedova, N.V. Stankevich, Tech. Phys. Lett., 48 (12), 56

(2022). DOI: 10.21883/TPL.2022.12.54949.19296].

[11] И.А. Корнеев, А.В. Слепнев, В.В. Семенов, Т.Е. Вадивасо-

ва, Изв. вузов. Прикладная нелинейная динамика, 28 (3),

324 (2020). DOI: 10.18500/0869-6632-2020-28-3-324-340

[12] B. Singhal, I.Z. Kiss, J.S. Li, SIAM J. Appl. Dyn. Syst., 22 (3),

2180 (2023). DOI: 10.1137/22M152120

[13] P. Mircheski, J. Zhu, H. Nakao, Chaos, 33 (10), 103111

(2023). DOI: 10.1063/5.0161119

[14] А. Дмитриев, Е. Ефремова, Н. Максимов, А. Панас,

Генерация хаоса (Техносфера, 2012).

[15] A.P. Kuznetsov, S.P. Kuznetsov, I.R. Sataev, L.V. Turukina,

Phys. Lett. A, 377, (45-48), 3291 (2013).

DOI: 10.1016/j.physleta.2013.10.013

[16] Н.В. Станкевич, А.П. Кузнецов, Е.П. Се-

лезнев, ЖТФ, 87 (6), 952 (2017).

DOI: 10.21883/JTF.2017.06.44525.206317967 [N.V. Stan-

kevich, A.P. Kuznetsov, E.P. Seleznev, Tech. Phys., 62 (6),

971 (2017). DOI: 10.1134/S106378421706024X].

Письма в ЖТФ, 2025, том 51, вып. 8



Связанные хаотический генератор и многочастотная квазипериодическая система 49

[17] Н.В. Станкевич, Е.С. Попова, А.П. Кузнецов,

Е.П. Селезнев, Письма в ЖТФ, 45 (24), 17 (2019).
DOI: 10.21883/PJTF.2019.24.48796 [N.V. Stankevich,

E.S. Popova, A.P. Kuznetsov, E.P. Seleznev, Tech. Phys. Lett.,

45 (12), 1233 (2019). DOI: 10.1134/S1063785019120265].
[18] А.П. Кузнецов, Е.С. Селиверстова, Д.И. Трубецков,

Л.В. Тюрюкина, Изв. вузов. Прикладная нелинейная ди-

намика, 22 (4), 3 (2014).
DOI: 10.18500/0869-6632-2014-22-4-3-42

[19] Л.Д. Ландау, ДАН СССР, 44 (8), 339 (1944). [L.D. Landau,
Dokl. Akad. Nauk USSR, 44, 311 (1944).].

[20] Ю.П. Емельянова, А.П. Кузнецов, ЖТФ, 81 (4), 7 (2011).
[Yu.P. Emel’yanova, A.P. Kuznetsov, Tech. Phys., 56 (4), 435
(2011). DOI: 10.1134/S106378421104013X].

[21] R. Vitolo, H. Broer, C. Simó, Regul. Chaot. Dyn., 16 (1-2),
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