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Вариационным методом исследовано влияние на состояния электронно-дырочных комплексов в полу-
проводниковых квантовых проволоках их дополнительной локализации вдоль оси структуры. Предложены
простые пробные функции с небольшим числом физически обоснованных подгоночных параметров,
обеспечивающие хорошую точность вычисления энергий связи основных состояний комплексов в широком
диапазоне изменения параметров системы. Общий вид предложенных пробных функций не зависит от
конкретной формы потенциала неоднородности. Применимость метода проиллюстрирована на примерах
экситона, X+- и X−-трионов, локализованных на неоднородности, описываемой параболическими потен-
циалами. Произведена оценка погрешности разработанного метода для описания локализации комплексов на
потенциале неоднородности произвольной формы. Точность вариационных расчетов энергии связи локали-
зованного экситона оценена путем сопоставления результатов с полученными с помощью непосредственной
численной диагонализации гамильтониана.

PACS: 73.21.Hb, 71.35.Pq

1. Введение

Большой интерес представляет исследование эксито-
нов (электронно-дырочных пар) и трионов (положи-
тельно и отрицательно заряженных трехчастичных ком-
плексов) в полупроводниковых квантовых проволоках,
поскольку именно эти комплексы определяют оптиче-
ские свойства структур вблизи края фундаментального
поглощения [1–6]. Важным следствием понижения раз-
мерности системы является значительное увеличение
эффектов кулоновского взаимодействия между носите-
лями заряда. Благодаря этому в структурах с кванто-
выми проволоками энергии связи электронно-дырочных
комплексов значительно возрастают по сравнению с
объемными материалами [1,3,4,7–9], что приводит к
возникновению благоприятных условий для эксперимен-
тальных наблюдений многочастичных комплексов.

Принципиальной особенностью теоретического опи-
сания электронно-дырочных комплексов в структурах с
квантовыми проволоками является отсутствие одномер-
ного предела: при стремлении радиуса системы к нулю
характерная энергия кулоновского взаимодействия меж-
ду носителями заряда логарифмически расходится [3,10].
Существуют всего несколько теоретических работ [3–6],
посвященных изучению трионов в квазиодномерных си-
стемах. В работе [3] при помощи простого и наглядного
вариационного метода рассмотрен предельный случай
квантовых проволок очень малого радиуса. Напротив, в
работах [4–6], где исследовались квантовые проволоки
с радиусами, при которых логарифмическая асимпто-
тика не работает, использованы методы, позволяющие
вычислить энергии и волновые функции комплексов с
очень высокой точностью. Однако громоздкость подоб-
ных методов затрудняет анализ зависимости энергии
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связи и строения экситонов и трионов от параметров
структуры в широком диапазоне изменения последних.
В недавней работе [11] нами было показано, что резуль-
таты работ [4–6] могут быть неплохо описаны в рамках
простейшего вариационного метода, в котором основное
состояние экситона описывается однопараметрической
волновой функцией, а X+- и X−-трионов — с помощью
пробных функций с четырьмя параметрами.

Сравнение экспериментальных данных и результатов
теоретических расчетов показывает, что измеряемые ве-
личины энергии связи трионов в квантовых проволоках
могут значительно превышать значения, рассчитанные
теоретически для идеальных структур [1]. Это связано
с локализацией комплексов на неизбежных флуктуациях
поперечного размера проволок, подобно тому как лока-
лизуются комплексы на флуктуациях интерфейсов кван-
товых ям [12–16]. Представляется разумным описание
этого эффекта аналогично тому, как это было сделано в
работе [17], т. е. с применением вариационных методов с
минимальным возможным числом параметров. Эту цель
и преследует данная работа.

Здесь приводятся обобщение метода, разработанного
в работе [17], на случай квазиодномерных систем и
построение для описания локализованных электронно-
дырочных комплексов простых пробных функций с
небольшим числом подгоночных параметров, имеющих
ясный физический смысл. Это позволит, пусть и с мень-
шей точностью, но зато в широком диапазоне изменения
параметров системы и с небольшими вычислительны-
ми затратами выполнить анализ зависимости строения
комплексов от параметров структуры, а также откры-
вает возможность решения обратной задачи об оценке
параметров неоднородности структуры по величинам
энергий связи.
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2. Вариационный метод и модель
неоднородности

В данном разделе рассмотрен общий случай элект-
ронно-дырочного комплекса, локализованного вдоль оси
квантовой проволоки на неоднородности структуры.
Выделены предельные случаи, в которых его волно-
вую функцию можно упростить. Предложен общий вид
пробной функции, плавно переходящей между формами,
соответствующими выделенным предельным случаям.

А. Гамильтониан системы и предельные случаи

Пусть характерные величины энергий размерного
квантования электрона и дырки в направлении, перпен-
дикулярном оси квантовой проволоки E⊥, существенно
превышают характерную энергию кулоновского взаи-
модействия между частицами EC (это приближение
будет использовано везде в дальнейшем):

E⊥ � EC, (1)

где E⊥ — энергия размерного квантования носителей
в плоскости поперечного сечения квантовой проволоки,
EC — характерная величина кулоновского взаимодей-
ствия. Тогда в методе эффективной массы кулоновское
взаимодействие локализованных в ней носителей заряда
может быть описано при помощи эффективного потен-
циала вида (см., например, [18–24]):

V̂eff(z , a) = − 2√
z 2 + a2

. (2)

Для большей наглядности в данной работе в качестве
единицы длины выбран объемный экситонный боровский
радиус aB = �

2ε/μe2, а в качестве единицы энергии —
объемный экситонный Ридберг Ry = μe4/2ε2

�
2. В фор-

муле (2) a — эффективный радиус с бесконечным барь-
ером соотносится с реальным радиусом R как a = R/2
(см. [11]).

Кулоновское отталкивание носителей заряда одного
знака описывается эффективным потенциалом, подоб-
ным (2), однако эффективный радиус проволоки может
отличаться от стоящего в (2) вследствие неравенства
радиуса локализации электронов и дырок в поперечном
направлении. Этим эффектом мы пренебрегаем и в
дальнейшем будем считать, что отталкивание между
одинаковыми носителями описывается потенциалом

V̂ ′
eff(z , a) = −V̂eff(z , a) =

2√
z 2 + a2

, (3)

отличающимися от потенциала притяжения (2) только
знаком. Известно, что характерная величина кулоновско-
го взаимодействия между носителями определяется ло-
гарифмом эффективного радиуса квантовой проволоки.
Иными словами, эта зависимость является достаточно
слабой, и, следовательно, приближение (3) не вносит
существенной погрешности.

Неоднородность квантовой проволоки по аналогии
с [17] будет характеризоваться независимыми одно-
частичными потенциалами притяжения, действующими
вдоль оси проволоки на электроны Ue(z e) и дырки
Uh(z h). Форма потенциалов Ue(z e) и Uh(z h) определя-
ется формой неоднородности и может варьироваться в
широких пределах.

Безразмерный гамильтониан электронно-дырочного
комплекса, состоящего из Ne электронов и Nh дырок
(Ne, Nh = 1, 2), в такой системе имеет вид:

Ĥ = T̂e + T̂h + V̂C + V̂e + V̂h. (4)

Здесь T̂e и T̂h — операторы кинетической энергии элек-
тронной и дырочной подсистем; V̂C — оператор полного
кулоновского взаимодействия между носителями, опи-
сываемого при помощи эффективного потенциала (2);
V̂e и V̂h — потенциалы взаимодействия электронной и
дырочной подсистем с дефектом:

V̂e(z e1, . . . , z eNe
) =

Ne∑
i=1

Ue(z ei ), (5)

V̂h(z h1 , . . . , z hNh
) =

Nh∑
j=1

Uh(z hj ).

Согласно общему методу, предложенному в [17], вве-
дем следующие величины, характеризующие электрон-
но-дырочный комплекс: �Ee и �Eh — характерные рас-
стояния между уровнями квантования невзаимодейству-
ющих электронов и дырок в одномерных потенциалах
Ue(z e) и Uh(z h) соответственно.

Соотношения между величинами EC, �Ee и �Eh обо-
значим как

We =
�Ee

EC
, (6)

Wh =
�Eh

EC
.

В рассматриваемой системе, как и в квантовой яме с
неоднородностью интерфейса, есть всего два качествен-
но различных предельных случая, у которых волновая
функция электронно-дырочного комплекса может быть
упрощена [17].

1. Предельный случай „слабого“ потенциала неодно-
родности. Выполнено условие

We,Wh � 1.

Тогда переменные, описывающие движение центра масс
комплекса и относительное движение составляющих
его носителей, разделяются. В этом случае волновая
функция может быть представлена в следующем виде:

�(Z, z 1, . . . , z Ne+Nh−1) = �C.M.(Z)�int(z 1, . . . , z Ne+Nh−1),
(7)

где Z — координата центра масс системы, z i

(i = 1, . . . , Ne + Nh − 1) — относительные координаты
частиц в комплексе.
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Функция �C.M.(Z), описывающая движение центра
масс комплекса, удовлетворяет уравнению Шредингера
с гамильтонианом

ĤC.M. = T̂C.M. + V̂e(Z) + V̂h(Z), (8)

где T̂C.M. — оператор кинетической энергии центра масс
комплекса. Потенциалы V̂e(Z) и V̂h(Z) есть потенциа-
лы (5), взятые при z ei , z hj ≡ Z, так что V̂e(Z) = NeUe(Z)
и V̂h(Z) = NhUh(Z) [25]. Волновая функция относитель-
ного движения носителей в свободном одномерном ком-
плексе �int(z 1, . . . , z Ne+Nh−1) есть решение уравнения
Шредингера с гамильтонианом

Ĥint = T̂int + V̂C(z 1, . . . , z Ne+Nh−1), (9)

где T̂int — оператор кинетической энергии относитель-
ного движения носителей.

2. Предельный случай „сильного“ потенциала неодно-
родности. Выполнено условие

We � 1 или Wh � 1.

В этом случае можно разделить координаты электрон-
ной и дырочной подсистем комплекса. Тогда его волно-
вая функция имеет вид

�(z e1, . . . , z eNe
, z h1 . . . , z hNh

)

= �e(z e1, . . . , z eNe
)�h(z h1 , . . . , z hNh

). (10)

Функция �e(z e1 , . . . , z eNe
), описывающая электронную

подсистему, в согласии с [17], есть решение уравнения
Шредингера с гамильтонианом

Ĥe =
Ne∑

i=1

Ĥe1i
+

〈
�h

0

∣∣V̂C

∣∣�h
0

〉
, (11)

Ĥe1 = T̂e1 + Ue(z e), (12)

где �h
0 — волновая функция дырочной подсистемы,

вычисленная без учета взаимодействия между носите-
лями, а Ĥe1 — гамильтониан одиночного электрона
в квантовой проволоке с неоднородностью. Функция
�h(z h1 , . . . , z hNh

) является решением уравнения Шредин-
гера с гамильтонианом

Ĥh =
Nh∑
j=1

Ĥh1 j
+

〈
�e

0

∣∣V̂C

∣∣�e
0

〉
, (13)

Ĥh1 = T̂h1 + Uh(z h), (14)

где �e
0 — функция электронной подсистемы, вычис-

ленная без учета взаимодействия между носителями,
а Ĥh1 — гамильтониан одиночной дырки в квантовой
проволоке с неоднородностью.

B. Пробные функции

Сформулируем основные требования к пробным функ-
циям, описывающим структуру электронно-дырочных
комплексов при произвольных потенциалах неоднород-
ности. Они должны:

1) обладать минимально возможным числом подго-
ночных параметров, имеющих прозрачный физический
смысл;

2) плавно переходить между формами, соответствую-
щими выделенным предельным случаям;

3) иметь общий вид, не зависящий от конкретной фор-
мы эффективных потенциалов неоднородности Ue(z e) и
Uh(z h).

Таким образом, в качестве пробных функций для
электронно-дырочного комплекса, локализованного на
неоднородности квантовой проволоки, выбраны следую-
щие функции с одним и четырьмя подгоночными пара-
метрами:

�(z e1, . . . , z eNe
, z h1 , . . . , z hNh

)

=
[
�C.M.(Z)�int(z 1, . . . , z Ne+Nh−1)

]α
×

[
�e(z e1 , . . . , z eNe

)�h(z h1 , . . . , z hNh
)
]1−α

, (15)

где α — единственный подгоночный параметр, и

�(z e1, . . . , z eNe
, z h1, . . . , z hNh

)

=
[
�C.M.(Z)

]αR
[
�int(z 1, . . . , z Ne+Nh−1)

]αρ
×

[
�e(z e1, . . . , z eNe

)
]αe

[
�h(z h1 , . . . , z hNh

)
]αh

,

(16)
где αR , αρ , αe , αh — подгоночные параметры.

Единственный параметр α пробной функции (15)
имеет смысл меры корреляции электронной и дырочной
подсистем комплекса между собой. Предельному случаю
„слабого“ потенциала неоднородности соответствует
значение α = 1, при котором функция (15) принимает
вид (7). Значение α = 0 приводит пробную функцию
к виду, отвечающему противоположному предельному
случаю „сильного“ потенциала неоднородности (10).

Подгоночные параметры αe и αh в пробной функ-
ции (16) характеризуют независимое квантование под-
систем электронов и дырок, а αρ и αR — электронно-
дырочный комплекс как целое. В предельных случа-
ях „слабого“ и „сильного“ потенциалов неоднородно-
сти пробная функция (16) принимает форму (7) при
αR,ρ = 1, αe,h = 0 и (10) при αR,ρ = 0, αe,h = 1. Пред-
ложенные пробные функции плавно переходят между
формами, соответствующими предельным случаям при
изменении соответствующих подгоночных параметров
между 0 и 1.

Отметим, что функции�C.M.(Z),�int(z 1, . . . , z Ne+Nh−1),
�e(z e1, . . . , z eNe

) и �h(z h1, . . . , z hNh
) являются решением

независимых друг от друга уравнений Шредингера
для систем с меньшим, чем исходная, числом частиц,
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поэтому их определение требует заметно меньших
вычислительных затрат. Обратим внимание на то, что
здесь рассматриваются комплексы, содержащие не
более двух одинаковых частиц, основным состоянием
которых является синглетная конфигурация спинов
идентичных носителей. Поэтому соответствующие
координатные функции должны быть симметризованы.
Так как сомножители, входящие в пробные функции,
вычисляются независимо друг от друга, симметризация
производится отдельно для каждого из них.

C. Потенциал неоднородности

Хотя вид пробных функций, предложенных выше (15),
(16), не зависит от конкретной формы потенциала
неоднородности, расчеты энергий связи электронно-
дырочных комплексов будут проводиться для частного
случая параболических потенциалов

Ue =
1
4

(1 + σ )W 2
e E2

ex z 2
e , (17)

Uh =
1
4

(
1 +

1
σ

)
W 2

h E2
ex z 2

h, (18)

где We,h — параметры, введенные в (6), σ — отношение
эффективных масс электрона и дырки. В качестве Ee,h

здесь выбраны расстояния между уровнями квантова-
ния изолированных электронов и дырок в потенциалах
неоднородности, в качестве Ec = Eex — энергия связи
свободного экситона в квантовой проволоке соответ-
ствующего радиуса.

Такой выбор эффективных потенциалов неоднород-
ности вызван несколькими факторами. Во-первых, про-
извольный потенциал, обусловленный неоднородностью
системы, вблизи его минимума можно приблизить па-
раболическим. Во-вторых, установлено, что флуктуа-
ции ширины квантовых ям и квантовые точки хорошо
описываются параболическими потенциалами [26,27], и
поэтому является разумным обобщить эту модель и на
квазиодномерные системы. Наконец, как было показа-
но в [17], потенциал параболической формы является
промежуточным с точки зрения точности вариационных
расчетов: с одной стороны, в потенциалах вида |z |δ
при δ < 2 уровни сгущаются с увеличением энергии, и
волновая функция либо состоит из основного состояния
частиц, либо сразу является пакетом из большого числа
возбужденных состояний. К такому классу потенциалов
относится, например, треугольный (δ = 1). Именно эту
ситуацию эффективно описывают функции (15), (16), и
можно ожидать, что погрешность при их использовании
для такого класса потенциалов будет меньше, чем для
параболического. С другой стороны при δ > 2 уровни
разрежаются с увеличением энергии и погрешность
расчета с пробными функциями (15), (16) возрастает
по сравнению со случаем параболического потенциала.
К такому классу потенциалов можно отнести прямо-
угольную квантовую яму с бесконечным барьером (со-

ответствует δ → ∞). Параболический потенциал демон-
стрирует промежуточную величину погрешности.

Описанная выше модель неоднородности применима,
если характерные энергии квантования электронов и
дырок в потенциале неоднородности �Ee = WeEex и
�Eh = WhEex меньше энергий размерного квантования
носителей в поперечном сечении квантовой проволоки,
которые, например, для электронов E⊥

e и дырок E⊥
h

в цилиндрической квантовой проволоке с бесконечным
барьером и радиусом R = 2a оцениваются как

E⊥
e ≈ 1

σ + 1
2.88
a2

, E⊥
h ≈ σ

σ + 1
2.88
a2

.

Таким образом, получаем следующие условия для при-
менимости метода:

We <
1

σ + 1
2.88

a2Eex
, Wh <

σ

σ + 1
2.88

a2Eex
. (19)

Если условие (19) не выполнено, то описывать ку-
лоновское взаимодействие при помощи эффективного
потенциала (2) нельзя. Действительно, в этом случае
волновая функция экситона вдоль оси квантовой про-
волоки сосредоточена в области z e,h < 1/a , в которой
эффективный потенциал (2) дает наибольшее отличие
от кулоновского потенциала, усредненного с волновыми
функциями поперечного движения носителей. Предел,
обратный (19), соответствует двумерному экситону, ло-
кализованному в плоскости, и соответствует пределу
„сильного“ квантования, рассмотренному в [17].

Далее приведены результаты расчета энергий связи
экситона, X+- и X−-трионов, локализованных в парабо-
лическом потенциале неоднородности.

3. Экситон, локализованный
на неоднородности квантовой
проволоки

В данном разделе рассмотрен частный случай экси-
тона, локализованного на неоднородности квантовой
проволоки параболической формы.

A. Пробные функции

Гамильтониан электронно-дырочной пары, локализо-
ванной на неоднородности квантовой проволоки, в со-
гласии с уравнениями (4), (5) имеет вид

Ĥ = − 1
σ + 1

∂2

∂z 2
e
− σ

σ + 1
∂2

∂z 2
h

+ V̂eff(z e − z h, a) + Ue(z e) + Uh(z h). (20)

Волновые функции, описывающие локализацию цен-
тра масс экситона �C.M.(Z), относительное движение
электрона и дырки �int(z ), а также квантование носи-
телей по отдельности �e(z e) и �h(z h), принимают для
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квазиодномерного экситона, локализованного в парабо-
лическом потенциале неоднородности, следующий вид:

�C.M.(Z) = exp

[
− (1 + σ )2Eex

4σ

√
W 2

e + W 2
h Z2

]
, (21)

где Z = (σ z e + z h)/(1 + σ ) — координата центра масс
экситона.

Функция относительного движения носителей �int(z )
для экситона в квантовой проволоке в аналитическом ви-
де не записывается, в отличие от соответствующей функ-
ции для двумерного экситона. Поэтому она выбирается
как результат минимизации энергии соответствующего
гамильтониана с пробной функцией в виде

�int(z ) = exp(−Aρz ) (22)

(здесь z = z e − z h) с единственным подгоночным пара-
метром Aρ . Это позволяет получить функцию �int(z )
в аналитической форме. В [11] показано, что такая
функция (22) обеспечивает приемлемую (не хуже 6%)
точность в актуальном диапазоне изменения радиусов
проволоки.

Волновая функция �e(z e), описывающая независимое
квантование электрона, есть решение следующего урав-
нения Шредингера:[

− 1
σ + 1

∂2

∂z 2
e

+ Ue(z e) +
〈
�h

0(z h)
∣∣V̂eff(z e

− z h, a)
∣∣�h

0(z h)
〉
− Ee

]
�e(z e) = 0, (23)

где волновая функция

�h
0(z h) = exp

[
− 1

4σ
(σ + 1)WhEex z 2

h

]
(24)

есть функция основного состояния одиночной дырки в
потенциале неоднородности Uh(z h). Аналогичным обра-
зом волновая функция �h(z h), описывающая квантова-
ние дырки, является решением следующего уравнения
Шредингера:[

− σ

σ + 1
∂2

∂z 2
h

+ Uh(z h) +
〈
�e

0(z e)
∣∣V̂eff(z e

− z h, a)
∣∣�e

0(z e)
〉
− Eh

]
�h(z h) = 0, (25)

где

�e
0(z e) = exp

[
−1

4
(σ + 1)WeEex z 2

e

]
(26)

есть волновая функция основного состояния электрона
в потенциале Ue(z e).

Волновые функции �e(z e) и �h(z h) вычислялись вари-
ационным методом с пробными функциями, обладающи-
ми двумя подгоночными параметрами:

�e(z e) = exp(−Ae|z |e − Bez 2
e), (27)

�h(z h) = exp(−Ah|z |h − Bhz 2
h), (28)

где Ae,h, Be,h — подгоночные параметры. Параметры Ae,h

описывают локализацию носителей за счет кулоновского

взаимодействия с носителями другого типа, а параметры
Be,h — за счет взаимодействия с потенциалом неодно-
родности.

Для расчета энергии связи экситона, локализованного
на неоднородности квантовой проволоки, используется
пробная функция с четырьмя параметрами (16), которая
для экситона принимает следующий вид:

�(z e, z h) =
[
�C.M.(Z)

]αR
[
�int(z0

]αρ [
�e(z e)

]αe
[
�h(z h)

]α j
.

(29)
Серия зависимостей энергии связи экситона Eex

b (Wh),
полученных при фиксированных значениях парамет-
ра We путем расчета с функцией (29), представлена

Рис. 1. Зависимости энергии связи экситона Eb(Wh) для раз-
личных значений We , вычисленные при γ = 1. За точку отсчета
выбрана энергия связи свободного одномерного экситона Eex .
Рисунки a и b соответствуют различным значениям отношения
масс электрона и дырки: a — σ = 1, b — σ = 0.1. Кри-
вые 1−14 соответствуют We : 1 — 1.7 · 10−5, 2 — 3.4 · 10−5,
3 — 1.7 · 10−4, 4 — 3.4 · 10−4, 5 — 1.7 · 10−3, 6 — 3.4 · 10−3,
7 — 1.7 · 10−2, 8 — 3.4 · 10−2, 9 — 1.7 · 10−1, 10 — 3.4 · 10−1,
11 — 1.7, 12 — 3.4, 13 — 17, 14 — 34. Штриховой кривой
показана граница применимости использованного метода. Об-
ласти, в которых реализуются предельные случаи „слабого“ и
„сильного“ потенциала неоднородности, обозначены римскими
цифрами I и II, их границы — пунктирной линией.
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на рис. 1, a и b для отношений масс σ = 1 и 0.1
соответственно. Такие значения отношения масс были
выбраны по следующим причинам: σ = 1 соответствует
равенству масс электрона и дырки me = mh, что об-
легчает проверку результатов расчета, а σ = 0.1 лежит
в области значений, соответствующей реальным полу-
проводниковым структурам, при которых также заметна
разница в энергиях связи между X+- и X−-трионами. Это
значение меньше, чем σ = 0.3, при котором были сдела-
ны расчеты для двумерных локализованных комплексов,
так как в одномерном случае энергии связи трионов
слабее зависят от отношения масс в актуальном диапа-
зоне его изменения. Все вычисления производились при
γ = ln(aB/a) = 1. Штриховой линией показана граница
применимости использованного метода.

При любых значениях параметров We и Wh энергия
связи экситона Eex

b превышает энергию связи свободного
экситона, которая при выбранном радиусе квантовой
проволоки имеет значение Eex = 2.94 (это значение
получено вариационным методом в [11]). Это, так же как
и в двумерном случае, объясняется увеличением эффек-
тивности кулоновского притяжения между электроном
и дыркой при росте величин We и Wj . Поэтому для
наглядности в качестве точки отсчета энергии на гра-
фиках выбрана энергия связи свободного одномерного
экситона.

В предельном случае „слабого“ потенциала неодно-
родности увеличение энергии связи экситона по сравне-
нию с проволокой без неоднородности можно предста-
вить как

Eex
b − Eex ≈ Eex

2

[
We + Wh −

√
W 2

e σ + Wh√
σ + 1

]
. (30)

Здесь потенциал неоднородности не меняет волновую
функцию относительного движения электрона и дырки,
и увеличение энергии связи экситона происходит за
счет более эффективной по сравнению с локализацией с
отдельных носителей локализации центра масс экситона.
Область применимости асимптотики (30) обозначена на
рис. 1 римской цифрой I, а ее граница показана пунк-
тирной кривой. Римскими цифрами II и III обозначены
области реализации предельного случая „сильного“ по-
тенциала неоднородности и переходная область.

В пределе We,h � 1 в рамках использованной модели
имеем

Eex
b ≈ V̂eff(0, a) =

2
a
, (31)

так как электрон и дырка оказываются настолько силь-
но локализованными, что их координаты вдоль оси
квантовой проволоки практически совпадают. В преде-
ле Wh � 1, We → 0 и We � 1, Wh → 0 аналитические
выражения для соответствующих асимптотик крайне
громоздки и здесь не приводятся. Тем не менее они
дают хорошее совпадение с результатом вариационного
расчета.

Необходимо обратить внимание на то, что область
реализации предельного случая 2 (предел „сильного“

потенциала неоднородности) не входит в область при-
менимости эффективного потенциала (2), поэтому нахо-
ждение асимптотик важно лишь для контроля правиль-
ности выполненного расчета. Точный расчет энергии
связи в пределе We,h � 1 (диагонализация гамильтониа-
на электронно-дырочной пары в цилиндрически симмет-
ричном квантовом диске нулевой высоты) дает

Eex
b ≈ 2.6

a
, (32)

что отличается от значения (31) на 23%. Это объяс-
няется тем, что эффективный потенциал (2) в области
|z | � a имеет меньшие значения нежели потенциал,
являющийся результатом усреднения трехмерного ку-
лоновского потенциала с волновыми функциями раз-
мерного квантования изолированных электрона и дырки
в поперечном сечении квантовой проволоки. Достаточ-
но высокая точность предложенного метода в обла-
сти значения параметров, выходящей за границы его
применимости, свидетельствует об оптимальном выборе
эффективного потенциала (2).

Сравним результаты вариационного расчета энергии
связи экситона в квантовой проволоке с неоднородно-
стью с результатами, представленными в [17] для ло-
кализованного двумерного экситона. Из сопоставления
выражения (30) и аналогичного ему выражения для
двумерного случая можно увидеть, что рост энергии
связи экситона вследствие его дополнительной лока-
лизации на неоднородности интерфейса в двумерном
случае быстрее, чем в одномерном при выполнении
условия Eex ≤ 8 (это соответствует γ ≈ 2.48). При вы-
полнении противоположного условия, Eex ≥ 8, быстрее
растет энергия связи экситона в квантовой проволоке.

Необходимо отметить, что из рис. 1 видно, что значи-
тельная часть актуальной области значений параметров
We и Wh может быть аналитически описана асимптоти-
ческой формулой (30).

B. Оценка точности вариационного расчета
энергии связи экситона

Для оценки точности вычисления энергии связи экси-
тона, локализованного вдоль оси квантовой проволоки
на неоднородности структуры, была выполнена диагона-
лизация матрицы гамильтониана экситона (20), вычис-
ленной на следующем неортонормированном базисе:

�i(z , Z) = exp(−Aiz
2) exp(−BiZ

2)

× exp(−Ci z
2
e) exp(−Di z

2
h), i = 1 . . . 400. (33)

Здесь координаты электрона z e и дырки z h выражаются
через координаты центра масс экситона и относительно-
го движения носителей следующим образом:

z e = Z +
1

σ + 1
z , z h = Z − 1

σ + 1
z .

Отметим, что при выборе базиса в виде (33) все эле-
менты матрицы гамильтониана экситона вычисляются в
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Рис. 2. Зависимости относительной ошибки в вычислении
энергии связи экситона Eb(Wh) при помощи пробной функ-
ции (29) для различных значений We , вычисленные при γ = 1.
Рисунки a и b соответствуют различным значениям отношения
масс электрона и дырки: a – σ = 1, b — σ = 0.1. Кри-
вые 1−14 соответствуют We : 1 — 1.7 · 10−5, 2 — 3.4 · 10−5,
3 — 1.7 · 10−4, 4 — 3.4 · 10−4, 5 — 1.7 · 10−3, 6 — 3.4 · 10−3,
7 — 1.7 · 10−2, 8 — 3.4 · 10−2, 9 — 1.7 · 10−1, 10 — 3.4 · 10−1,
11 — 1.7, 12 — 3.4, 13 — 17, 14 — 34.

аналитической форме и численный расчет применяется
только для диагонализации. Энергия экситона миними-
зируется по параметрам Ai , Bi , Ci , Di . Для ускорения
расчета минимизация выполняется методом статисти-
ческих испытаний (параметры выбираются случайным
образом из некоторой области, границы которой оптими-
зируются так, чтобы энергия основного состояния была
бы минимальной).

На рис. 2 показаны зависимости относительной по-
грешности расчета энергии связи экситона с пробной
функцией (29) от параметра Wh, вычисленные для раз-
личных значений параметра We . Расчет выполнен для
γ = ln(aB/a) = 1 и отношений масс σ = 1 (рис. 2, a) и
σ = 0.1 (рис. 2, b). Из рисунка видно, что погрешность
вариационного расчета не превышает 2% для произволь-

ных значений параметров We и Wh, характеризующих
потенциал неоднородности.

Несмотря на то что пробная функция с одним под-
гоночным параметром также позволяет вычислить энер-
гию связи экситона с хорошей точностью, результаты
расчетов с ней здесь не приводятся, так как точности
аналогичной пробной функции недостаточно для вычис-
ления энергий связи трионов с разумной погрешностью.
Кроме того, из-за небольшого числа переменных рас-
чет энергии связи экситона даже при использовании
пробной функции с четырьмя параметрами не требует
заметных вычислительных затрат.

4. Энергия связи X+- и X−-трионов,
локализованных на неоднородности
квантовой проволоки

В данном разделе изучается влияние дополнительной
локализации трионов вдоль оси квантовой проволоки на
потенциале неоднородности на энергии их связи.

А. Пробные функции

Рассмотрим сначала X+-трион в квантовой проволоке
с неоднородностью. Его безразмерный гамильтониан в
такой системе имеет вид

Ĥ+ = − σ

σ + 1
∂2

∂z 2
h1

− σ

σ + 1
∂2

∂z 2
h2

− 1
σ + 1

∂2

∂z 2
e

+ V̂eff(z h1 − z e, a) + V̂eff(z h2 − z e, a)

− V̂eff(z h1 − z h2 , a) + Uh(z h1) + Uh(z h2) + Ue(z e).
(34)

Напомним, что потенциал V̂eff(z , a) < 0 является по-
тенциалом притяжения, соответственно −V̂eff(z , a) > 0
является потенциалом отталкивания.

Для нахождения энергии связи основного состояния
X+-триона используется пробная функция с четырьмя
параметрами (16):

�(z e, z h1, z h2) =
[
�C.M.(Z)

]αR
[
�int(z 1, z 2)

]αρ
×

[
�e(z e)

]αe
[
�h(z h1 , z h2)

]αh
, (35)

где αR , αρ , αe , αh — подгоночные параметры. Здесь
z 1 = z h1 − z e и z 2 = z h2 − z e — координаты дырок от-
носительно электрона, Z = (σ z e + z h1 + z h2)/(σ + 2) —
координата центра масс X+-триона.

Функции �C.M.(z ), �int(z 1, z 2), �e(z e) и �h(z h1 , z h2),
входящие в состав пробной функции (35), в рассматри-
ваемом частном случае неоднородности параболической
формы выбирались следующим образом.

1. Волновая функция, описывающая квантование цен-
тра масс триона в суммарном потенциале �C.M.(Z):

�C.M.(Z) = exp

[
−σ + 1

8σ

√
(2 + σ )(σW 2

e + 2W 2
h )Eex Z2

]
.

(36)
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Функция (36) является точным решением уравнения
Шредингера с гамильтонианом

Ĥ = − σ

(σ + 1)(σ + 2)
∂2

∂Z2
+ Ue(Z) + 2Uh(Z). (37)

2. Волновая функция �int(z 1, z 2), описывающая отно-
сительное движение носителей в свободном одномерном
трионе, есть решение уравнения Шредингера с гамиль-
тонианом

Ĥ = − ∂2

∂z 2
1

− ∂2

∂z 2
2

− 2
σ + 1

∂

∂z 1

∂

∂z 2

+ V̂eff(z 1, a) + V̂eff(z 2, a) − V̂eff(z 1 − z 2, a). (38)

Это уравнение аналитического решения не имеет, поэто-
му функция �int(z 1, z 2) искалась с помощью вариацион-
ного расчета с пробной функцией

�int(z 1, z 2) =
[
exp(−A1z 1 − A2z 2) + exp(−A1z 2−A2z 2)

]
× (1 + A3|z 1 − z 2|), (39)

где A1, A2, A3 — подгоночные параметры. Параметры A1

и A2 имеют смысл обратных радиусов орбит дырок,
локализованных на электроне, параметр A3 учитыва-
ет поляризационные эффекты. Такая пробная функция
является упрощенным вариантом функции, использо-
ванной в [11] для вычисления энергии связи синглет-
ного состояния свободного квазиодномерного триона,
и пригодна для вычисления энергии связи свободного
одномерного X+-триона при σ > 0.1 и X−-триона при
произвольном отношении масс.

3. Функция �e(z e) есть уравнение Шредингера с га-
мильтонианом

Ĥ = − 1
σ + 1

∂2

∂z e
+ Ṽ e

c (z e), (40)

где эффективный потенциал для электрона имеет вид

Ṽ e
c (z e) =

〈
�h

0(z h1)�
h
0(z h2)

∣∣V̂eff(z e − z h1 , a)

+ V̂eff(z e − z h2 , a) − V̂eff(z h1 − z h2, a)
∣∣�h

0(z h1)�
h
0(z h2)

〉
.

Здесь �h
0 — волновая функция основного состояния

изолированной дырки в потенциале неоднородности и
определяется из решения следующего уравнения Шре-
дингера:(

− σ

σ + 1
∂2

∂z h
+ Uh(z h − Eh)

)
�h

0(z h) = 0. (41)

Функция �e(z e) также является результатом вариацион-
ного расчета, где в качестве пробной взята

�e(z e) = exp(−Ae1z e − Ae2z
2
e). (42)

Подгоночный параметр Ae1 описывает локализацию
электрона за счет притяжения к дыркам, а пара-
метр Ae2 — за счет взаимодействия с потенциалом
неоднородности.

4. Наконец, волновая функция дырочной подсистемы
X+-триона �h(z h1,z h2

) есть решение уравнения Шредин-
гера с гамильтонианом

Ĥ = − σ

σ + 1
∂2

∂z h1

− σ

σ + 1
∂2

∂z h2

+ Ṽ e
c (z h1 , z h2), (43)

где эффективный потенциал для дырок имеет вид

Ṽ e
c (z h1 , z h2) =

〈
�e

0(z e)
∣∣V̂eff(z e − z h1, a)

+ V̂eff(z e − z h2, a)− V̂eff(z h1 − z h2 , a)
∣∣�e

0(z e)
〉
.

Здесь �e
0 — волновая функция основного состояния

изолированного электрона в потенциале неоднородно-
сти. Аналогично (41) функция �e

0 является решением
уравнения(

− 1
σ + 1

∂2

∂z e
+ Ue(z e − Ee)

)
�h

0(z e) = 0. (44)

Функция дырочной подсистемы �h(z h1, z h2) вычисляется
вариационным методом, где в качестве пробной взята
функция

�h(z h1 , z h2) =
[
exp(−Ah1z

2
h1
− Ah2z

2
h2

)

+ exp(−Ah1z
2
h2
− Ah2z

2
h2

)
]
(1 + Ah3|z h1 − z h2 |), (45)

где Ah1 , Ah2 , Ah3 — подгоночные параметры. Параметры
Ah1 и Ah2 имеют смысл квадратов обратных радиусов ор-
бит дырок, локализованных на потенциале, являющемся
суммой потенциалов кулоновского взаимодействия меж-
ду носителями и эффективного потенциала неоднородно-
сти, параметр Ah3 учитывает поляризационные эффекты.

Гамильтониан и пробная функция для X−-триона
получаются при замене индексов e ↔ h и замене отно-
шения масс на обратное σ → 1/σ . А именно:

Ĥ− = − 1
σ + 1

∂2

∂z 2
e1

− 1
σ + 1

∂2

∂z 2
e2

− σ

σ + 1
∂2

∂z 2
h

+ V̂eff(z e1 − z h, a) + V̂eff(z e2 − z h, a)

− V̂eff(z e1 − z e2, a) + Ue(z e1) + Ue(z e2) + Uh(z h)
(46)

и

�(z e1, z e2, z h) =
[
�C.M.(Z)

]αR
[
�int(z 1, z 2)

]αρ
×

[
�e(z e1, z e2)

]αe
[
�h(z h1)

]αh
, (47)

где z 1 = z e1 − z h, z 2 = z e2 − z h, Z = (σ z e1 + σ z e2

+ z h)/(2σ + 1).

B. Результаты численного расчета

Энергиями связи X−- и X+-трионов называют следу-
ющие величины:

E−
b = Eex + Ee − E−

tr , (48)

E+
b = Eex + Eh − E+

tr , (49)
где Eex — полная энергия экситона, Ee,h — энергия
одиночного электрона (дырки) в потенциале неоднород-
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Рис. 3. Зависимости энергий связи: a — X−-трионов и b —
X+-трионов от параметров потенциала неоднородности We

и Wh, вычисленные для отношения масс σ = 0.1 и γ = 1.

ности, E−
tr и E+

tr — полная энергия X−- и X+-трионов.
Таким образом, это есть энергия, необходимая для раз-
деления триона на нейтральный экситон и несвязанный
электрон (для X−-триона) или дырку (для X+-триона),
иначе говоря, — это энергетическое расстояние между
положениями экситонной и трионной линий в спектре
люминесценции структуры.

На рис. 3, a и b показаны зависимости энергий связи
X−- и X+-трионов соответственно, расчет сделан для
значения γ = 1 и σ = 0.1. Подобно приведенным в [17]
зависимостям энергий связи двумерных трионов, лока-
лизованных на латеральном потенциале, энергии связи
X+- и X−-трионов зависят от параметров неоднородно-
сти квантовой проволоки немонотонным образом. Это
объясняется конкуренцией между притяжением между
носителями с зарядами разных знаков и обменным вза-
имодействием между идентичными частицами, с одной
стороны, и кулоновским отталкиванием между носите-
лями одного знака — с другой.

Если We,h → 0, то энергии связи X+- и X−-трионов
стремятся к значениям энергий связи трионов соответ-
ствующих типов в квантовой проволоке в отсутствие
неоднородности. При этом, так же как и в двумерном
случае, энергия связи X+-триона E+

b больше энергии
связи X−-триона E−

b . В предельном случае „слабой“

неоднородности (We,h � 1), в котором трион можно
рассматривать как единое целое, увеличение энергий
связи X−- и X+-трионов за счет дополнительной локали-
зации может быть в первом порядке теории возмущений
описано выражениями

�E−
b =

Eex

2

(√
σW 2

e + W 2
h

σ + 1
+ We −

√
2σW 2

e + W 2
h

2σ + 1

)

(50)
и

�E+
b =

Eex

2

(√
σW 2

e + W 2
h

σ + 1
+ Wh −

√
σW 2

e + 2W 2
h

σ + 2

)

(51)
соответственно. Из сравнения выражений (50), (51) и
соответствующих выражений для двумерных локализо-
ванных трионов можно показать, что так же, как и
для экситона, энергия связи трионов растет быстрее за
счет дополнительной локализиции в двумерном случае,
если Eex ≤ 8 [что соответствует γ = ln(aB/a) ≈ 2.48], и
в одномерном, если Eex ≥ 8.

При фиксированном значении параметра Wh с увели-
чением параметра We энергия связи X−-триона сначала
увеличивается вследствие увеличения эффективности
обменного взаимодействия между электронами, однако
при больших значениях We величина E−

b уменьшается
из-за возрастающего кулоновского отталкивания. Энер-
гия связи X+-триона при фиксированном Wh зависит
от We монотонно, так как дополнительная локализация
единственного электрона увеличивает эффективность
притяжения его к дыркам. При фиксированном We энер-
гии связи трионов зависят от Wh противоположным об-
разом. Энергии связи обоих трионов обоих типов могут
становиться отрицательными при некоторых значениях
параметров потенциала неоднородности, однако система
при этом остается локализованной, что является след-
ствием выбора модели неоднородности параболической
формы.

В предельных случаях точность результатов вариа-
ционного расчета энергий связи трионов с помощью
пробных функций (35) и (47) можно оценить как 10%
из сопоставления с асимптотиками, полученными по
теории возмущений. В промежуточной области точность
вариационных результатов может быть несколько ниже.

Приведем оценку изменения энергий связи трионов
для реалистичных значений параметров неоднородно-
сти. Рассмотрим структуру с квантовой проволокой
на основе GaAs, в которой радиус экситона в 2 ра-
за меньше радиуса объемного экситона (соответствует
структуре, исследованной в [1]). В нашей модели такой
структуре соответствует квантовая проволока с γ = 1.4.
Пусть We = 0.22, а Wh = 0.075, тогда энергии основных
состояний электронов и дырок в потенциалах неод-
нородности будут примерно равны соответствующим
энергиям модельных потенциалов из [1]. В такой системе
мы получаем увеличение энергий связи экситона, X−-
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и X+-трионов приблизительно на 10, 100 и 40% соответ-
ственно, что несколько меньше величин, приведенных
в работе [1]. Это вызвано грубым выбором формы
потенциала в нашей модели. В работе [1] изучались
квантовые проволоки с конечным барьером, в которых
энергии связи трионов, вычисленные без учета лока-
лизации на неоднородности, меньше примерно на 25%
соответствующих значений для использованной нами
модели. Однако сами величины прироста энергий связи
X−- и X+-трионов определяются неоднородностью и
поэтому должны быть менее чувствительными к выбору
модели для описания квантовой проволоки. Увеличение
энергий связи вследствие дополнительной локализации
составляет около 2мэВ и 0.9 мэВ для X−- и X+-трионов
и отличается от соответствующих значений из [1] на
25%, что является хорошей точностью для такой оценки.

5. Заключение

В настоящей работе предложены пробные функции с
одним и четырьмя подгоночными параметрами, позволя-
ющие вычислить энергию связи электронно-дырочного
комплекса, локализованного на неоднородности кван-
товой проволоки, с хорошей точностью. Общий вид
этих функций не зависит от конкретной формы неод-
нородности. Нами продемонстрирована применимость
разработанного метода на примере одномерных экси-
тона, X+- и X−-трионов, локализованных на неодно-
родности параболической формы, а также произведена
оценка точности полученных результатов. Показано, что
неоднородности с реалистичными параметрами, локали-
зующие X−- и X+-трионы, приводят к существенному
увеличению энергий связи этих комплексов.

Работа поддержана грантом РФФИ № 08-02-01337-a и
федеральной программой поддержки ведущих научных
школ НШ-3415.2008.2.
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The simplest electron-hole complexes,
localized on longitudinal fluctuations
of quantum wires

M.A. Semina, R.A.Sergeev, R.A. Suris

Ioffe Physicotechnical Institute,
Russian Academy of Sciences
194021 St. Petersburg, Russia

Abstract The effect of additional localization along quantum
wire axis on simplest electron-hole complexes states is studied by
means of the variational method. Trial functions with small number
of trial parameters that allow one to calculate ground state binding
energies of complexes in wide range of structure parameters are
suggested. The general forms of these functions are independent
of the specific form of the fluctuation. The applicability of our
method is illustrated by calculation of binding energies of exciton
X+- and X−-trions, localized on parabolic potential. The estimation
of the method accuracy in case of fluctuation of arbitrary form is
carried out. Accuracy of variation calculation of localized exciton
binding energy is estimated by comparison with result of direct
diagonalization of exciton Hamiltonian.
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