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Сформулирована и численно решена строгая система уравнений, описывающая формирование и рост

металлических наночастиц в содержащем восстановитель стекле при введении в стекло восстанавливаемых

ионов металла методом ионного обмена. Проанализировано влияние параметров системы на протекание

процесса роста наночастиц. Полученные зависимости распределения радиусов и концентраций частиц в

объеме стекла хорошо соответствуют известным экспериментальным данным.
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1. Введение

Наблюдающийся в настоящее время рост интереса к

материалам с металлическими наночастицами связан с

потенциалом использования данных материалов в каче-

стве химических и биохимических датчиков в нелиней-

ной и волоконной оптике, электронике, оптоэлектронике

и др. Присутствие проводящих наночастиц в оптически

прозрачных матрицах приводит к появлению новых

свойств, обусловленных преимущественно плазмонными

резонансами в наночастицах и интерфейсами матрица–
наночастица. Резкое увеличение локального электри-

ческого поля вблизи металлической наночастицы при

резонансе ведет, в частности, к высокой оптической

нелинейности таких материалов.

Исследованию свойств стекол, содержащих метал-

лические включения, посвящено достаточно большое

число исследований (см., например, [1–3]), однако до

настоящего времени отсутствует адекватная физическая

модель процесса формирования металлических нано-

частиц в стеклах диффузионными методами. Можно

выделить лишь несколько работ, посвященных процессу

образования наночастиц в объеме стекла [4–6]. Одним из

способов формирования наночастиц металлов в стеклах

является использование распада пересыщенного твердо-

го раствора нейтрального металла в стекле. В свою оче-

редь восстановление металла до нейтрального состояния

может происходить при термообработке стекол, содер-

жащих ионы металла, в водороде [6] или при диффузии

ионов металла в стекло, содержащее восстановитель

(например, ионов железа Fe2+ [4]). Целью настоящей

работы является построение модели образования нано-

частиц серебра при восстановлении диффундирующих в

стекло ионов серебра содержащимися в стекле ионами

восстановителя, определение пространственного распре-

деления концентрации серебра и радиуса формирующих-

ся наночастиц в зависимости от длительности и темпера-

туры ионообменной обработки. Аналогичные процессы

исследовались в работе Бергера [4], в которой в качестве

восстановителя использовались содержащиеся в стекле

ионы Fe2+. В экспериментах [4] было обнаружено, что

объемная концентрация серебра в частицах не зависит

от расстояния до границы раздела сред, тогда как

радиус частиц увеличивается при удалении от границы.

Однако модель [4] не учитывает процессы образования

нейтральных атомов серебра и его диффузии, без уче-

та которых экспериментальные данные, относящиеся к

образованию частиц серебра, могут быть интерпретиро-

ваны некорректно. Из расчетов [4], в частности, следует,

что критический размер наночастицы увеличивается с

температурой, однако в [7] показано, что однозначной

зависимости между размером частицы и температурой

не наблюдается, а минимальный устойчивый радиус

образующегося зародыша может как увеличиваться, так

и уменьшаться с увеличением температуры, в зависимо-

сти от степени пересыщения распадающегося твердого

раствора.

2. Постановка задачи

2.1 П о с т р о е н и е ф и з и ч е с к о й м о д е л и. Моде-

лирование процессов формирования частиц серебра в

настоящей работе основано на анализе, выполненном

Бергером [4], и дополненном уравнениями, описываю-

щими образование нейтральных атомов серебра и их

диффузию. Поскольку характерная глубина проникнове-

ния ионов серебра в стекло (несколько µm) намного

меньше размеров используемых в экспериментах образ-

цов (несколько mm), решалась задача о диффузии ионов

серебра в полупространство x > 0.

Изменение концентрации i-ионов серебра со време-

нем описывается уравнением

∂i
∂t

= D
∂2i
∂x2

− k1ir.
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Первый член в правой части уравнения соответствует

диффузии, второй — реакции восстановления серебра

церием. Соглано [4], время образования зародыша (ча-
стицы) и время осаждения нейтрального атома серебра

на зародыш намного меньше характерного времени диф-

фузии реагентов, поэтому при анализе процессов вос-

становления и зародышеобразовния можно считать кон-

центрации восстанавливаемых ионов и восстановителя

постоянными. Вероятность того, что в каком-то элемен-

те объема восстановится ион серебра, пропорциональна

концентрации ионов серебра i и восстановителя r в

этом же элементе объема. Коэффициент k1 — скорость

химической реакции — зависит от скорости диффузии

ионов и площади сечения взаимодействия ионов и вос-

становителя, его размерность cm3/s. В модели Бергера

считается, что скорость образования наночастиц зависит

только от произведения концентраций восстановителя и

ионов. Но так как частица образуется из атомарного

серебра, концентрация которого не является постоян-

ной, и не зависит прямым образом от упомянутого

выше произведения, такое приближение представляется

неправомерным.

Изменение концентрации r ионов восстановителя

можно описать уравнением

∂r
∂t

= −k1ir.

Ионы восстановителя, такого как Fe2+ или Ce3+, имеют

большие размеры, вследствие чего можно пренебречь

самодиффузией и считать их неподвижными. Таким об-

разом, концентрация восстановителя уменьшается толь-

ко из-за восстановления ионов серебра.

Следующее уравнение описывает изменение концен-

трации f атомов Ag0:

∂ f
∂t

= DAg0
∂2 f
∂x2

+ k1ir

− k2 f
4π

3ω
f ln

(

f
f 0

)

R3
cr exp

(

−
k3

ln2
( f

f 0

)

)

−

∫

∞

0

4πRDAg0

(

f − f 0

(

1 +
2γω

RkT

)

)

NdR. (1)

Первый член в правой части этого уравнения опи-

сывает диффузию нейтрального серебра. Коэффициент

диффузии нейтрального серебра Ag0 мал по сравнению с

коэффициентом диффузии ионов Ag+, однако, как будет

показано ниже, диффузия Ag0 должна учитываться при

моделировании. Второй член в уравнении (1) отвечает за
увеличение концентрации Ag0 в результате восстановле-

ния ионов Ag+, третий — за изменение концентрации

нейтрального серебра в результате образования нано-

частиц. В модели считается, что минимальный размер

устойчивой частицы зависит от пересыщения и темпе-

ратуры. Как показано в [8], коэффициент k2 зависит от

формы зародыша и коэффициента диффузии нейтрально-

го серебра. Коэффициент k3 зависит от поверхностной

энергии образующегося зародыша и температуры. Ско-

рость образования зародышей зависит также от пересы-

щения [8]. Четвертый член в уравнении (1) описывает

процесс осаждения атомов Ag0 на уже образовавшие-

ся наночастицы. Скорость осаждения пропорциональна

концентрации Ag0, концентрации наночастиц, а также их

геометрическим размерам [6]. В модели Бергера образо-

вание и диффузия атомов серебра не учитываются. Одна-

ко эти процессы неизбежно происходят в объеме стекла

и влияют на формирование наночастиц. В уравнении (1)
Rcr — критический радиус образующегося зародыша,

который зависит от соотношения его поверхностной

и объемной энергии [7], температуры и пересыщения,

f 0 — растворимость нейтрального серебра в стекле,

γ — коэффициент поверхностного натяжения серебра,

а ω — объем, занимаемый одним атомом серебра в кри-

сталлической решетке (ω = a3/4, где a = 4.0862�A [6]).
Опишем зависимость критического радиуса зародыша

от пересыщения и температуры согласно [7]

Rcr(x , t) =
2γω

kT ln
( f

f 0
)
.

Уравнение непрерывности в пространстве размеров

описывает изменение концентрации N(R, x , t) наноча-

стиц серебра заданного радиуса

∂N(R, x , t)
∂t

+
∂

∂R
(NVr) = k2 f ln

(

f
f 0

)

× exp

(

−
k3

ln2
( f

f 0

)

)

δ(R − Rcr).

Здесь R — размер частицы, Vr = ∂R
∂t

=
DAg0

(

f− f 0
(

1+ 2γω

RkT

))

ω

R — скорость роста частицы

за счет диффузионного потока [7].
Таким образом, система уравнений, описывающая

формирование наночастиц, имеет вид



































































































∂ i
∂t = D ∂2i

∂x2 − k1ir

∂r
∂t = −k1ir

∂ f
∂t = DAg0

∂2 f
∂x2 + k1ir

−k2 f ln
( f

f 0

)

4π
3ω

R3
cr exp

(

−
k3

ln2
(

f

f 0

)

)

+
∫

∞

0
4πRDAg0

(

f − f 0
(

1 + 2γω
RkT

)

)

NdR

∂N(R,x ,t)
∂t + ∂

∂R

(

NωD
Ag0

(

f − f 0
(

1+ 2γω
RkT

))

R

)

=k2 f ln
(

f
f 0

)

× exp

(

−
k3

ln2
(

f

f 0

)

)

δ(R − Rcr)

Rcr(x , t) = 2γω

kT ln
(

f

f 0

)
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Таблица 1. Численные значения параметров, используемые

при моделировании

i0, cm−3
· 1021 r0, cm

−3
· 1021 γω/kT, µm f 0, cm

−3
· 1021

1 0.025 2.5 · 10−3 10−4

2.2 Г р а н и ч ны е и н а ч а л ь н ы е у с л о в и я. При

моделировании использовались следующие начальные и

граничные условия:

i(0, t) = i0 i(∞, t) = 0 i(x , 0) = 0 (2)

dr
dx

(0, t) = 0 r(∞, t) = r0 r(x , 0) = r0 (3)

d f
dx

(0, t) = 0 f (∞, t) = 0 f (x , 0) = 0 (4)

dn
dx

(0, R, t) = 0 n(∞, R, t) = 0 n(x , R, 0) = 0 (5)

В начале процесса ионы серебра (2) присутствуют

только на поверхности стекла, и их концентрация в

объеме равна нулю. Также, поскольку процессы проис-

ходят в тонком приграничном слое, концентрацию ионов

серебра на больших расстояниях от поверхности можно

считать равной нулю. На границе концентрации ионов

серебра поддерживается постоянной, i0 = const.

Восстановитель (3), наоборот, присутствует во всем

стекле. Поток восстановителя через поверхность равен

нулю: dr
dx (0, t) = 0.

Концентрацию свободных атомов Ag0 (4) в начале

процесса равна нулю: f (x , 0) = 0. Эти атомы также не

выходят за пределы стекла и содержатся в узком пригра-

ничном слое, т. е. поток через поверхность x = 0 равен

нулю; также мы считаем, что на больших расстояниях

от границы f = 0.

Для частиц серебра (5) выбраны такие же граничные

и начальные условия, как и для концентрации свободных

атомов Ag0.

2.3 П а р а м е т р ы, и с п о л ь з о в а н н ы е п р и

м о д е л и р о в а н и и. Численные значения параметров,

использовавшиеся при моделировании, приведены в таб-

лицах 1 и 2. Начальные концентрации r0 и i0 были

Таблица 2. Численные значения параметров, использованные при исследовании их влияния на распределение частиц и при

моделировании эксперимента [4].

k1, k2,
Условия термообработки

DAg0 , 10
−2

·

µm2

sec 10−5
·

nm3

sec
10−8

·

1
sec

k3 в эксперименте

(длительность/температура)

6.5 6 0.7 15 100 hours/650C

1.2 1 2 17 100 hours/600C

0.4 0.5 5 18 100 hours/550C

Диапазон изменения параметров (к разделу 3)

0.1−10 0.1−10 1−100 1−40

Рис. 1. Зависимость концентрации серебра от глубины в

различные моменты времени (1 — 4h, 2 — 8h,. . ., 4 — 16h).

выбраны порядка 1018 cm−3 и 1021 cm−3 соответственно,

согласно с [4]. Коэффициент диффузии ионов серебра

D выбирался ∼ 10−2 µm2

s
в соответствии с [6]. Точное

значение коэффициента диффузии атомарного серебра

неизвестно, поэтому при вычислениях он варьировался

в пределах 5 · 10−5
−1 · 10−2 µm2

s
.

Для решения системы уравнений использовался метод

разностных схем, реализованный на языке C++.

3. Результаты

3.1 О бще е п о в е д е н и е с и с т емы. В результате

проведенного моделирования были найдены распреде-

ления концентраций ионов и атомов, участвующих в

процессе, а также концентраций частиц нейтрального

серебра, их радиусов и объемной доли в стекле.

Профиль концентрации диффундирующих в стекло

ионов серебра представлен на рис. 1. В связи с тем,

Физика твердого тела, 2012, том 54, вып. 9
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что концентрация ионов серебра в солевом расплаве

существенно превышает концентрацию ионов восстано-

вителя, i0 ≫ r0, и в реакцию вступает лишь малая часть

ионов Ag+, распределение i(x , t) с хорошей точностью

описывается функцией erfc — решением уравнения

диффузии в полуограниченном теле при постоянной

концентрации на границе [9].
Распределение атомов нейтрального серебра также

представлено на рис. 1. Профиль Ag0 имеет колоко-

лообразный вид, при этом максимальная концентрация

нейтрального серебра достигается на фронте взаимо-

действия ионов Ag+ и восстановителя, а форма про-

филя может меняться в зависимости от параметров.

По прошествии некоторого времени устанавливается

постоянная концентрация атомарного серебра, которая

соответствует равновесной при данных условиях.

Распределение концентрации ионов восстановителя в

стекле иллюстрируется рис. 2. Практически весь восста-

новитель в приграничном слое взаимодействует с иона-

ми Ag+, и вблизи границы концентрация восстановителя

r(x , t) = 0.

При моделировании также вычислялся средний радиус

наночастиц Rm(x , t) согласно соотношению

Rm(x , t) =

∫

∞

0
RN(R, x , t)dR

∫

∞

0
N(R, x , t)dR

.

Динамика распределения среднего радиуса наночастиц

в начальные моменты времени (до окончания фазы

роста) представлена на рис. 3. С увеличением глубины

появляется область резкого роста радиуса образую-

щихся частиц. Наличие этой области объясняется тем,

что в ней процесс образования нейтрального серебра

Рис. 2. Зависимость концентрации ионов восстановителя от

глубины в различные моменты времени (1 — 4h, 2 — 8h,. . .,

4 — 16 h).

Рис. 3. Зависимость среднего радиуса зародышей серебра

от глубины на начальном этапе образования зародышей в

различные моменты времени (1 — 5h, 2 — 7h, 3 — 9h).

Рис. 4. Распределение частиц серебра по глубине и размерам.

только начался и пересыщение крайне мало. В связи с

этим радиус образующихся зародыщей довольно велик

(порядка нанометра), но при этом концентрация крайне

мала. Затем пересыщение растет, уменьшается критиче-

ский радиус, резко увеличивается концентрация мень-

ших частиц и средний радиус уменьшается. На рис. 4

представлено распределение частиц по размерам и ко-

ординате. С глубиной средний радиус увеличивается,

а объемная концентрация остается практически посто-

янной, что соответствует экспериментальным данным,

представленным в работе [4].
3.2 В л и я н и е п а р ам е т р о в м о д е л и. Численное

моделирование показало, что такие параметры модели

как коэффициенты k2 и k3, характеризующие скорости

9 Физика твердого тела, 2012, том 54, вып. 9
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образования зародышей, а также коэффициент диффузии

нейтрального серебра DAt0 влияют на несколько характе-

ристик (градиент размера по глубине, размер зародышей

у поверхности и т. п.) итогового распределения зароды-

шей по размерам, а коэффициент k1, пропорциональной

скорости восстановления ионов серебра, и коэффициент

диффузии ионов серебра D влияют в большей степени

на какую-то одну из этих характеристик.

1. Коэффициент k1. Этот коэффициент влияет на ско-

рость движения фронта восстановителя и на величину

среднего радиуса наночастиц (см. рис. 5, a). Поскольку

коэффициент k1 определяет вероятность восстановления

серебра, при его увеличении возрастает концентрация

нейтрального серебра и пересыщение, а так как скорость

роста зародышей возрастает линейно с увеличением

концентрации, а скорость образования новых зародышей

экспоненциально зависит от пересыщения, то средний

радиус наночастиц уменьшается.

2. Коэффициент k2. Чем выше скорость образования

зародышей, тем меньше радиус наночастиц, что демон-

Рис. 5. Зависимость распределения радиусов частиц по глу-

бине от (a) коэффициента k1 (1 — k1 = 1.3 · 10−4, 2 —

k1 = 3 · 10−4), и (b) от коэффициента k2 (1 — k2 = 5.2 · 10−7,

2 — k2 = 2.6 · 10−7).

Рис. 6. Зависимость распределения среднего радиуса частиц

серебра по глубине от коэффициента k3 (1 — k3 = 14, 2 —

k3 = 7).

стрируется на рис. 5, b. Чем по большему количеству

частиц распределяется атомарное серебро, тем меньше

их средний радиус.

3. Коэффициент k3, зависящий от температуры и

поверхностной энергии образующейся частицы, влияет

на радиус и
”
выпуклость“ графика зависимости радиуса

от глубины. Чем больше k3, тем больше средний радиус

образующихся зародышей. Это объясняется более вы-

сокой
”
пороговой“ концентрацией атомарного серебра,

после достижения которой начинают образовываться

зародыши (см. рис. 6), и соответственно их меньшее

количество.

4. Коэффициент диффузии ионов серебра D. Этот

коэффициент влияет на скорость движения фронта вос-

становителя и на градиент распределения среднего ра-

диуса наночастиц. Чем больше D, тем дальше успевают

проникнуть ионы серебра прежде чем восстановиться,

и тем меньше средний радиус наночастиц на заданной

глубине (см. рис. 7, a).
5. Коэффициент диффузии атомов нейтрального

серебра DAg0 . Несмотря на малость этого коэффици-

ента по сравнению с коэффициентом диффузии ионов

Ag+, диффузия нейтрального серебра сильно влияет на

скорость роста частиц, и, соответственно, распределение

радиусов (см. рис. 7, b). Чем больше DAg0 , тем больше

средний радиус частиц.

Поверхность стекла является мощным стоком для

атомов нейтрального серебра, поэтому в области гра-

ницы используемая модель, скорее всего, описывает

происходящие процессы не вполне корректно.

3.3 Мод е л и р о в а н и е э к с п е р им е н т а. Для про-

верки корректности построенной модели проводилось

сравнение результатов моделирования с эксперимен-

тальными результатами, представленными в работе [4].
В эксперименте [4] натрий-силикатное стекло, содержа-

щее ионы двухвалентного железа, в течение длительного
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Рис. 7. Зависимость распределения радиусов частиц по глу-

бине (a) от коэффициента диффузии ионов серебра (1 —

D = 1 · 10−2, 2 — D = 5 · 10−2) и (b) от коэффициента

диффузии нейтрального серебра (1 — DAg0 = 5 · 10−4, 2 —

DAg0 = 5 · 10−3).

Рис. 8. Сравнение результатов численных расчетов и пред-

ставленных в работе [4] экспериментальных зависимостей

радиуса частиц серебра от глубины для различных условий

термообработки (сплошные кривые — расчетные).

времени выдерживалось в расплаве серебросодержащей

соли, после чего измерялся средний радиус образо-

вавшихся наночастиц серебра в зависимости от глуби-

ны, длительности и температуры обработки. Результаты

сравнения представлены на рис. 8. Значения параметров,

использовавшиеся при сравнении теории и эксперимен-

та [4], представлены в таблице 2.

Коэффициенты k2 и k3 с ростом температуры умень-

шаются. Это связано с увеличением растворимости

серебра при росте температуры (увеличивается концен-

трация серебра, требуемая для насыщения раствора), в
результате чего скорость образования зародышей пада-

ет. Коэффициент k1 — скорость химической реакции

по восстановлению ионов серебра — увеличивается

с ростом температуры, как и коэффициент диффузии

атомарного серебра DAg0 , который, в свою очередь,

определяет скорость роста зародышей.

С течением времени ионы серебра успевают про-

никнуть глубже, но качественно поведение системы

не меняется. Видно, что модель находится в хорошем

соответствии с экспериментальными данными.

4. Заключение

Представленная модель позволяет предсказать рас-

пределение наночастиц серебра по глубине и оценить

их размеры в зависимости от начальных концентраций

ионов серебра и церия. В рамках модели исследова-

но влияние на протекание процесса таких параметров

как коэффициенты диффузии ионов и атомов серебра,

вероятности окислительно-восстановительной реакции,

образования зародыша и присоединения одиночного ато-

ма серебра к имеющемуся зародышу. Из сравнения

расчетов и эксперимента следует, что при изменении

температуры и длительности отжига можно получать

различные, в том числе заранее заданные распределения

частиц. Полученные результаты находятся в хорошем

согласии с экспериментальными данными.
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