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Экспериментально установлено и проанализировано дисперсионное соотношение для автоволн локали-
зованной пластической деформации, возникающих на стадиях легкого скольжения и линейного деформа-
ционного упрочнения металлов и сплавов. Объяснены квадратичный вид этого соотношения и характер
зависимости фазовой и групповой скоростей автоволн от волнового числа, а также количественная связь
характеристик автоволновых процессов локализации пластического течения и параметров кристаллической
решетки деформируемых твердых тел.

Введение

Неоднородность пластического течения является ха-
рактерной чертой необратимого изменения формы твер-
дых тел на всех масштабах наблюдения. Как показано
в экспериментальных исследованиях [1], пластическая
деформация твердых тел развивается локализованно, а
картины локализации на разных стадиях пластическо-
го течения однозначно связаны с действующими на
них законами деформационного упрочнения. Особенно
ярко локализация проявляется на макроскопическом
масштабном уровне, принимая форму автоволновых
процессов [2] разных типов.1 Пример такой локализации
приведен на рис. 1.
Экспериментально автоволны локализации пласти-

ческого течения наблюдались в наших исследовани-
ях при использовании специально разработанной для
этих целей методики двухэкспозиционной спекл-фото-
графии [3], родственной голографии сфокусированных
изображений и позволяющей экспериментально опреде-
лять поле векторов смещения в деформируемом образце
и рассчитывать все компоненты тензора пластической
дисторсии.
Используя эту методику, удалось установить, что в

процессе пластического течения деформируемое тело
самопроизвольно расслаивается на чередующиеся актив-
но деформирующиеся и недеформирующиеся зоны с ха-
рактерным макромасштабом неоднородности ∼ 10−2 m,
которые могут перемещаться или быть неподвижными.
Кинетика деформации в каждой зоне индивидуальна, но
согласована с деформационными процессами в соседних
зонах. Подтверждение этих результатов было недавно
получено в работах [4–6], а ранее автор [7] качественно
рассмотрел эту проблему в рамках градиентной теории
пластичности.
При растяжении с постоянной скоростью на стади-

ях легкого скольжения и линейного деформационного

1 Согласно [2], автоволны — это самопроизвольно возникающие
периодические в пространстве и времени процессы, не требующие
для своего возбуждения периодического или импульсного временно́го
воздействия.

упрочнения, на которых коэффициент деформационного
упрочнения составляет

θ = E−1 dσ
dε

= const,

где E — модуль упругости, σ — напряжение, ε — де-
формация, в исследованных моно- и поликристаллах воз-
никает специфическая периодическая пространственно-
временная картина — автоволна локализованной дефор-
мации. В этих условиях вдоль оси образца с постоянной
скоростью Vaw синхронно движется группа зон лока-
лизации пластической деформации, расстояние между
которыми остается постоянным на протяжении стадий
легкого скольжения или линейного деформационного
упрочнения. Важными характеристиками этого типич-
ного автоволнового процесса развития локализованного
пластического течения [1] являются скорость распро-
странения автоволн Vaw и их закон дисперсии.

1. Экспериментальные данные

Названные характеристики получались следующим
образом. Проследив за перемещением позиций максиму-

Рис. 1. Пример развития автоволнового процесса локализации
пластической деформации на стадии линейного упрочнения
монокристалла легированного γ-Fe.
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Рис. 2. Способ определения пространственного и временно́го
периода локализованной пластической деформации. Монокри-
сталл γ-Fe, легкое скольжение (1), линейное деформационное
упрочнение (2).

мов X локальной деформации во времени t, можно, как
показано на рис. 2, измерить длину автоволны (рассто-
яние между очагами локализованной пластичности) λ,
период колебаний T в автоволне, соответственно часто-
ту ω = 2π/T и волновое число k = 2π/λ [8]. Величина
скорости, определяемая как

Vaw =
λ

T
≈ V0 +

	

θ
∝ 1

θ
,

во всех случаях лежит в интервале 10−5−10−4 m/s [1].
Выполнение этого соотношения экспериментально под-
тверждено для всех исследованных к настоящему мо-
менту металлов и сплавов, кривая течения σ (ε) которых
содержит стадии легкого скольжения и/или линейно-
го деформационного упрочнения. Характер зависимо-
сти Vaw ∝ θ−1 принципиально отличен от зависимости
Vpw ≈

√
θ/ρ ∝ θ1/2, где ρ — плотность материала, для

скорости распространения ранее исследованных пласти-
ческих волн [9], составляющей обычно ∼ 10−102 m/s.
Различия скоростей Vaw � Vpw и форм зависимостей
Vaw ∝ θ−1 и Vpw ∝ θ1/2 позволяют считать, что наблюда-
емые при пластическом течении автоволновые процессы
принципиально отличаются по своей природе от пла-
стических волн. Соображения о соотношении скоростей
Vaw/Vpw � 1 и природе зависимости Vaw ∝ θ−1 детально
рассмотрены в работе [1].
Предметом настоящей статьи является дисперсион-

ное соотношение ω(k) для автоволн локализованного
пластического течения. Его вид приведен на рис. 3, a,
причем

ω(k) = ω0 ± α(k − k0)2. (1)

Константы ω0, k0 и α определяются эмпирически, зна-
ки (−) и (+) относятся к стадиям легкого сколь-
жения и линейного деформационного упрочнения со-
ответственно. Заменой ω и k в (1) на ω = ω0ω̃ и

k = k0 + k̃
[
signα

(
α/ω0

)]−1/2
, где ω̃ и k̃ — безразмерные

частота и волновое число, а signα — знаковая функция
от α, (1) приводится к каноническому виду [10]

ω̃ = 1± k̃2, (2)

представленному на рис. 3, b. Из соотношения (2) сле-
дует, что зависимости фазовой Ṽph и групповой Ṽgr

скоростей автоволн от волнового числа k имеют вид

Ṽph(k̃) =
ω̃

k̃
≈ ±k̃ +

1

k̃
, (3)

Ṽgr(k̃) =
dω̃

dk̃
≈ ±k̃. (4)

Поведение зависимостей Vph(k) и Vgr(k) для рас-
сматриваемых стадий деформационного упрочнения, как
показано на рис. 4 различно. На стадии линейного
упрочнения (рис. 4, a) при k̃c ≥ 1 имеем Vph = Vgr, т. е.
автоволны локализованной деформации на этой стадии
не испытывают дисперсии.

Рис. 3. a — дисперсионные кривые для стадий легкого
скольжения (1, •) и линейного деформационного упрочнения
(2,� — монокристаллы Fe, � — поликристаллы Al); b —
то же в координатах Ṽ = f (k̃).
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Рис. 4. Фазовая и групповая скорости автоволн локализован-
ной пластичности как функции волнового числа в координа-
тах Ṽ = f (k̃); a — линейное деформационное упрочнение, b —
легкое скольжение.

Численные оценки, проведенные по эксперименталь-
ным данным рис. 1, показывают, что для монокристаллов
легированного γ-Fe kc ≈ 1.1 · 103 m−1, λc ≈ 5.7 · 10−3 m,
а для поликристаллов Al kc ≈ 1.15 · 103 m−1, λc ≈
≈ 5.5 · 10−3 m. Напротив, на стадии легкого скольжения,
которой соответствует рис. 4, b, Vph �= Vgr при любых k .
Возможно, эта особенность поведения зависимостей
Vph(k) и Vgr(k) может объяснить трудности эксперимен-
тального наблюдения этой стадии.

2. О природе дисперсии автоволн
локализованного пластического
течения

Дисперсионное соотношение квадратичного типа (1)
и (2) характерно, например, для периодических про-
цессов, являющихся решениями нелинейного уравне-
ния Шредингера [10], описывающего самоорганизацию
в активных нелинейных средах. По этой причине во-
прос о природе подобного закона дисперсии достоин
внимательного анализа. Для анализа ситуации общую

локальную деформацию среды εi j представим в виде

εi j(r, t) = εe
i j(r, t) + εr

i j(r, t) + εir
i j (r, t), (5)

где εe
i j — упругая, εr

i j — обратимая неупругая, εir
i j —

необратимая неупругая деформации, r — радиус-вектор
рассматриваемой точки в деформируемом образце, t —
время. Под точкой подразумевается объем, содержащий
достаточно большое число атомов. Так как неупругая
деформация имеет очаговый характер, величины εr

i j и εir
i j

запишем в виде

εr
i j(r, t) = ε

q
i j q(r, t) и εir

i j (r, t) = ε
p
i j p(r, t), (6)

где q и p определяют доли объема, занятые очагами
обратимой и необратимой неупругой деформации соот-
ветственно, а величины ε

q
i j и ε

p
i j в (6) соответствуют

средним значениям этих деформаций в соответствую-
щих очагах и определяются механизмами неупругой
деформации. Переменные p(r, t) и q(r, t), характери-
зующие изменение внутренней структуры материала
при деформации, рассматриваются далее как параметры
порядка Ландау и считаются непрерывными функциями
координат и времени. Ясно, что 0 ≤ q ≤ 1 и 0 ≤ p ≤ 1,
причем при q = 0, p = 0 образец испытывает только
упругую деформацию, а при q > 0, p > 0 — однородную
неупругую. Локализованному в пространстве решению
p = p(r, t) соответствует локализованная пластическая
деформация.
Чтобы найти кинетические уравнения для параметров

порядка p и q, применим локальное приближение нерав-
новесной термодинамики в формулировке [11], вклю-
чив p и q в число термодинамических переменных и
считая, что свободная энергия единицы объема f есть
функция T , εi j , p и q, а ее изменение

d f = −sdT − σi j dεi j + Ad p + Bdq. (7)

Здесь величины локальной энтропии s , тензора упругих
напряжений εi j , а также термодинамические силы A и B ,
соответствующие параметрам порядка p и q, зависят от
тех же переменных, что и f . Следуя [12], при T = const и
скоростях движения среды v i/cs � 1 (v i — компоненты
скорости движения среды в декартовой системе коор-
динат x1, x2, x3; cs — скорость звука) можно выписать
уравнения эволюции параметров порядка

τp ṗ = X(p, q, T, εi j) + τp∇[Dpp∇p + Dpq∇q], (8)

τQq̇ = Y (p, q, T, εi j) + τQ∇[Dqq∇q + Dqp∇p], (9)

где X и Y — безразмерные функции источников и
стоков, τp и τQ — характерные времена изменения пара-
метров порядка p и q соответственно. Соотношения (8)
и (9) являются обобщением уравнений, описывающих
процессы самоорганизации в активных средах [2,13], на
случай деформируемой среды.
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Коэффициенты переноса в (8) и (9) определяются
выражениями, полученными в [13]

Dpp = D0
pp −C−1

i jmn Dpε

(
∂σmn

∂ p

)
εmn,q

,

Dqq = D0
qq −C−1

i jmn Dqε

(
∂σmn

∂q

)
εmn,p

,

Dpq = D0
pq −C−1

i jmn Dpε

(
∂σmn

∂q

)
εmn,p

,

Dqp = D0
qp −C−1

i jmn Dqε

(
∂σmn

∂ p

)
εmn,q

,

D0
pp = Lpp

(
∂A
∂ p

)
q,εi j

+ Lpq

(
∂B
∂ p

)
q,εi j

,

D0
pq = Lpp

(
∂A
∂q

)
p,εi j

+ Lpq

(
∂B
∂q

)
p,εi j

,

D0
qp = Lqq

(
∂B
∂ p

)
q,εi j

+ Lqp

(
∂A
∂ p

)
q,εi j

,

D0
qq = Lqq

(
∂B
∂q

)
p,εi j

+ Lpq

(
∂A
∂q

)
p,εi j

,

Dpε = Lpp

(
∂A
∂εi j

)
q,p

+ Lpq

(
∂B
∂εi j

)
q,p

,

Dqε = Lqq

(
∂B
∂εi j

)
q,p

+ Lpq

(
∂A
∂εi j

)
q,p

. (10)

Здесь Ci jmn = ∂
∂εmn

(
∂ f
∂εi j

)
T,p,q

— модули упругости, а Lpp,
Lqq, Lpq = Lqp — элементы матрицы Онзагера. Таким
образом, зависящими от термодинамических перемен-
ных оказываются не только функции источников, но и
коэффициенты переноса. В частности, из (10) следует,
что последние могут быть как положительными, так и
отрицательными.
Явный вид функций источников X ,Y в (8) и (9)

определяется взаимодействием очагов неупругой дефор-
мации. Независимо от конкретного механизма такого
взаимодействия функции источников должны иметь не
менее двух состояний. Первое из них p0 = q0 = 0,
соответствующее области упругой деформации, должно
быть единственным и устойчивым в относительно малых
однородных возмущений δp, δq ∝ exp(γt). Это имеет
место при Re γ < 0, где γ — коэффициент затухания.
Второе состояние ph > 0, qh > 0 соответствует пла-
стической деформации, когда производные по нижне-
му индексу, вычисленные в точке равновесия ph, qh,
от функций источника X ′

p < 0 и Y ′
q > 0. Оно может

оказаться неустойчивым относительно пространственно
неоднородных возмущений δp, δq ∝ exp(γt + ik pr).
Тип реализующейся неустойчивости зависит от без-

размерных величин α = tQ/tp и β = αDqq/Dpp и соот-
ношения между ними [14]. При выполнении условий
β � 1 и/или α � 1 переход системы из состояния p0, q0

в состояние ph, qh при малых локальных возмущени-
ях сопровождается образованием либо автоволн, либо
автосолитонов — локализованных неравновесных обла-
стей [14]. На периферии автосолитона решения перехо-
дят в однородные стационарные решения в точке ph, qh.
Если

α ≤ αH = −Y ′
q/X ′

p, (11)

то решение ph > 0, qh > 0 неустойчиво (Re γ > 0) от-
носительно однородных колебаний с частотой ω = Im γ

(бифуркация Андронова–Хопфа). В точке бифуркации
α = αH частота

ωH =
(

X ′
pY

′
q − X ′

qY ′
p

tptq

)1/2

. (12)

При Dqp = Dpq = 0 из (8) и (9) стандартным образом
находится дисперсионное уравнение

D(γ, k) = (tpγ − X ′
p + k2Dpptp)

× (tQγ − Y ′
q + k2DqqtQ) − X ′

qY ′
p = 0, (13)

причем в точке бифуркации зависимость ω(k) сводится
к уравнению

ω2 = ω2
H − ak2 + bk4, (14)

коэффициенты a и b которого

a =
Y ′

q Dpp

t0
+

X ′
pDqq

tp
и b = DppDqq (15)

положительны или отрицательны в зависимости от зна-
ков коэффициентов переноса Dpp и Dqq и производных
от функций источников X ′ и Y ′ .
Уравнения (1) и (14) фактически эквивалентны, так

что дисперсионное соотношение для автоволн локализо-
ванного пластического течения ω ∝ k2. Аппроксимация
экспериментальных данных с помощью (14), представ-
лена на рис. 5, подчеркивает это обстоятельство. В точ-
ке km = (a/2b)1/2 экстремальная функция ω(k) имеет

Рис. 5. Дисперсионные кривые для легкого скольжения (1)
и линейного деформационного упрочнения (2) в координатах
k2 = f (ω2) в соответствии с (14).

Журнал технической физики, 2010, том 80, вып. 7



Дисперсия автоволн локализованного пластического течения 57

минимум ωmin = (ω2
H − a2/4b)1/2 при a > 0, b > 0 или

максимум
ωmax = (ω2

H + a2/4|b|)1/2

при a < 0 и b < 0. Эти варианты, как и на рис. 3,
отвечают двум ветвям дисперсии с минимумом или
максимумом при k = km.

3. Макро- и микрохарактеристики
локализации пластического течения

Рассмотрим ряд следствий, вытекающих из диспер-
сионного соотношения (1) и (2). При T = const из (3)
следует, что

dσi j =
(
∂σi j

∂εmn

)
p,q

dεmn +
(
∂σi j

∂ p

)
εi j ,q

d p

+
(
∂σi j

∂q

)
εi j ,p

dq. (16)

Из уравнения баланса импульса ρ dv
dt = − ∂σi j

∂x с уче-
том (16) при v i/cs � 1 получаем

−Ci jmn
∂εmn

∂x j
−

(
∂σi j

∂ p

)
εi j ,q

∇p −
(
∂σi j

∂q

)
εi j ,p

∇q = 0.

(17)
При пластической деформации изменение состояния

среды определяется согласованным перераспределением
упругих напряжений и движением очагов локализо-
ванной пластичности, возникающих на любой стадии
процесса [1]. Первый процесс контролируется скоро-
стью звука, а второй — скоростью автоволн. Из двух
размерных величин τp, Dpp в первом уравнении в (8)
можно составить две комбинации λ ≈ (Dppτp)1/2 и
Vaw ≈ (Dpp/τp)1/2 с размерностями длины и скорости со-
ответственно. При этом Dpp ≈ λVaw ≈ 10−7 m2/s; такую
же размерность (L2T−1) и величину имеет и произве-
дение микроскопических параметров соответствующих
кристаллов r ionV⊥ ≈ 10−7 m2/s, где r ion — радиус иона
в решетке металла [15], а V⊥ — скорость поперечных
звуковых волн [16]. Из соотношения (17) следует, что
градиенты упругой деформации и параметров порядка,
описывающих неупругое поведение, взаимозависимы,
так что произведение λVaw также должно быть связано с
произведением r ionV⊥.
Проверим существование такой связи, сравнив про-

изведения λVaw и r ionV⊥, представленные в табл. 1,
и получим

λVaw ≈ ζ r ionV⊥, (18)

где усредненный по исследованным металлам коэффици-
ент ζ = 〈λVaw/r ionV⊥〉 = 0.64± 0.05, т. е. 1/2 < ζ < 1.
Данные табл. 1 удобно представить в координа-

тах λ/r ion−V⊥/Vaw (рис. 6). В этом случае равен-
ство (18) подтверждается линейностью зависимости

Таблица 1. Сравнение произведений λVaw и r ionV⊥ для стадий
легкого скольжения и линейного деформационного упрочне-
ния

Стадия дефор-
Металл

λVaw107 r ionV⊥107

λVaw/r ionV⊥мационного
m2/sупрочнения

Легкое Cu 1.9 2.94 0.65
скольжение Fe 2.45 4.23 0.58

Sn 3.28 2.90 1.13

Zr 1.92 3.60 0.53
Ni 2.1 4.01 0.52
Sn 2.31 2.90 0.79

Линейное V 2.8 3.80 0.74
деформацион- γ-Fe 2.24 4.23 0.53

ное упрочнение α-Fe 2.24 4.22 0.53
Al 2.5 4.62 0.52
Cu 2.4 2.94 0.82
Ti 3.5 4.32 0.81

λ/r ion ≈ 1.5 · 107 + 0.35V⊥/Vaw. Можно полагать, что со-
отношение (18) количественно связывает характеристи-
ки упругих волн в кристаллах (r ion и V⊥) с характери-
стиками автоволн локализации пластического течения
в них (λ и Vaw), а его члены r ionV⊥ и λVaw являются
инвариантами упругой и пластической составляющих
деформационных процессов в твердом теле. В соотноше-
нии (18), видимо, отражается взаимосвязь и взаимообу-
словленность упругой (ε � 1) и пластической (ε ≈ 1)
деформаций, согласованно протекающих в твердом теле
при изменении его формы.

Запишем теперь правую часть (18) в виде r ionV⊥ ≈
≈ 2r2ionωD, где V⊥ ≈ 2r ionωD, а ωD — дебаевская частота.
Используя определение �ωD ≈ kBθD, в котором kB —
постоянная Больцмана, � = h/2π — постоянная Планка,
а θD — дебаевский параметр (температура Дебая),

Рис. 6. К проверке справедливости соотношения (18); � —
легкое скольжение, • — линейное деформационное упрочне-
ние.
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Рис. 7. Групповая скорость распространения автоволн лока-
лизованного пластического течения как функция волнового
числа. Стадия линейного деформационного упрочнения.

зависящий от температуры [17], перейдем к уравнению

r ionV⊥ ≈ ζ λVaw ≈ ζ
r2ionkBθD(T )

�
, (19)

предсказывающему, что (λVaw) ∝ θD(T ). Эксперимен-
тальные свидетельства в пользу существования темпе-
ратурной зависимости характеристик локализованного
пластического течения в литературе имеются [18].
Для дальнейших количественных оценок запи-

шем (19) в виде

Vaw ≡ Vgr =
dω
dk

≈ r2ionkBθD

�

1
λ
≈ r2ionkBθD

h
k ≈ ξk. (20)

Согласно (3), Vgr = ξk , где коэффициент пропорциональ-
ности ξ = r2ionkBθD/h можно рассчитать для Fe и Al, ис-
пользуя величины ионных радиусов r ion(Fe), r ion(Al) [16] и
дебаевские параметры θD(Fe) = 420K, θD(Al) = 394K [17]
для этих металлов, и сравнить с экспериментальными
данными для зависимости Vgr(k) для монокристаллов γ-
Fe и поликристаллов Al, показанными на рис. 7.
Результаты сравнения, приведенные в табл. 2, подтвер-

ждают согласование расчетных и экспериментальных
значений коэффициентов ξ .

Таблица 2. Сравнение вычисленных и экспериментально
определенных значений коэффициента ξ в (20)

Металл Коэффициент ξ 107, m2/s

γ-Fe, Al,
Величина монокристаллы поликристаллы

Вычисленная, ξcal 1.4 1.6

Экспериментально
1.0± 0.08 4.0± 0.15

определенная, ξexp

ξcal/ξexp 1.4 0.4

Наконец, проинтегрировав (20) Vgr = dω/dk = ξk

ω∫
ω0

dω = ξ

k−k0∫
0

kdk, (21)

приходим к

ω(k) = ω0 + (ξ/2)(k − k0)2 = ω0 + α(k − k0)2.

Таким образом, квадратичное дисперсионное соот-
ношение для автоволн локализованной пластической
деформации ω(k) = ω0 ± α(k − k0)2 следует из равен-
ства λVaw ≈ ζ r ionV⊥, связывающего микрохарактеристи-
ки кристаллической решетки и макрохарактеристики
локализованного пластического течения.

Заключение

Сказанное выше указывает на связь микроскопических
решеточных характеристик деформируемых кристаллов
с макроскопическими характеристиками локализованно-
го пластического течения, несмотря на то что соотно-
шение соответствующих пространственных масштабов
в этом случае достигает λ/r ion ≈ 108. Наличие такой
связи, в частности, означает, что:
— упругая компонента общей деформации εel играет

важную роль в развитии общей деформации тела εtot
под нагрузкой и обычное при описание пластического
течения пренебрежение ею εtot = εel + εpl = εpl, в силу
того что εel � εpl недопустимо (εpl — пластическая
деформация);
— решеточные характеристики деформируемой сре-

ды и характеристики локализованной пластической
деформации связаны простым соотношением λVaw ≈
≈ ζ r ionV⊥ выражающим масштабную инвариантность
деформации на микро- и макромасштабных уровнях;
— очаговый характер пластического течения позволя-

ет выделить в деформируемой среде кинетические пере-
менные — параметры порядка. Полученные в локальном
приближении неравновесной термодинамики уравнения
их эволюции соответствуют уравнениям, описывающим
процессы самоорганизации в активных распределенных
средах. В деформируемой среде коэффициенты переноса
могут быть как положительными, так и отрицательными,
приводя к кривым дисперсии с минимумом либо с
максимумом соответственно;
— качественное согласие экспериментальных и рас-

четных кривых дисперсии на стадиях легкого скольже-
ния и линейного упрочнения позволяет утверждать, что
наблюдаемые волны в деформируемых средах являют-
ся автоволнами, а деформируемая среда представляет
собой распределенную систему, активность которой на
макромасштабе выражается в генерации очагов пласти-
ческой деформации под действием внешней силы.

Работа выполнена по проекту № 21 Программы
фундаментальных исследований № 11 президиума РАН;
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проекту № 8.1.2 президиума СО РАН; а также частично
поддержана грантами президента Российской Ферерации
(проект МД-278.2008.8) и РФФИ (№ 09-08-00213-a).
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