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Рассматриваются среды, состоящие из анизотропно поляризующихся частиц дисперсной фазы и непрово-

дящей жидкой несущей фазы. Частицы обладают анизотропией типа „легкая ось“ или „легкая плоскость“.

Построена полная электрогидродинамическая модель, описывающая движение среды в электрическом поле с

учетом необратимых процессов. Найдены законы, определяющие поляризацию среды, диэлектрофорез частиц

и релаксацию анизотропии. Получены выражения для присутствующих в них кинетических коэффициентов и

выражение для свободной энергии среды. Определена зависимость эффективной вязкости от напряженности

электрического поля при течении в узких каналах.

Введение

Управление движением и свойствами поляризующих-

ся дисперсных систем с помощью электрических полей

находит широкое применение в различных технологиче-

ских процессах и устройствах [1–4]. В качестве приме-

ров можно привести электроориентирование керамиче-

ских волокон в коллоидных растворах, применяемых при

производстве композитных материалов [1], и контроль

вибрации в технике на основе электрореологического

эффекта, проявляющегося в суспензиях полупроводни-

ков в изолирующих жидкостях [3,4]. Диэлектрофорети-
ческие методы открывают уникальные возможности для

манипулирования дисперсными системами с субмикрон-

ными частицами, среди которых сепарация биочастиц

(клеток, макромолекул белков и ДНК) [5,6], управление
наноэлектроцепями [7], контроль движения и реологи-

ческих свойств наносуспензий [8]. Важнейшей задачей

при работе с микродисперсными системами является

определние индивидуальных и коллективных характе-

ристик частиц дисперсной фазы, например, размеров и

концентраций частиц различных сортов. Среди использу-

емых методов важное место занимают сепарация частиц

суспензий и определение их влияния на реологические

свойства дисперсной системы [9,10]. Например, измеряя
вязкость среды и затем используя ее теоретическую

или экспериментальную зависимость от свойств частиц

дисперсной фазы, можно найти некоторые их характе-

ристики [10]. Электрогидродинамические методы диа-

гностики микродисперсных систем особенно удобны в

лабораторных условиях и находят широкое применение

в нанотехнологиях и микрожидкостных устройствах [11].
Многие перспективные методы манипулирования суб-

микронными частицами суспензий основаны на явле-

нии диэлектрофореза частиц в неоднородных электри-

ческих полях. При этом обычно используются моде-

ли изотропно поляризующихся частиц, взвешенных в

непроводящей жидкой несущей фазе [5,11]. В то же

время использование анизотропных веществ открыва-

ет возможности создания новых микро- и нанострук-

турированных материалов путем синтеза дисперсных

частиц с заданными свойствами и манипулирования

ими [12]. Многие биологические макромолекулы также

обладают анизотропными свойствами [10,13]. Это делает

актуальной разработку моделей дисперсных систем с

анизотропно поляризующимися частицами дисперсной

фазы. Электрическое поле способно ориентировать та-

кие частицы, в результате чего среда может проявлять

анизотропные свойства на макроскопическом уровне

(т. е. после осреднения по малым объемам, содержащим

достаточно много частиц дисперсной фазы). Ориентация
частиц влияет на их взаимодействие между собой и с

несущей фазой, в частности, на диэлектрофорез частиц

и на реологические свойства дисперсной системы. В ре-

зультате реологические характеристики могут зависеть

от напряженности электрического поля [14,15]. Эти

эффекты открывают новые возможности в применении

электрических полей для управления и диагностики

анизотропно поляризующихся дисперсных систем.

В настоящей статье рассматриваются среды, состоя-

щие из анизотропно поляризующихся частиц дисперсной

фазы и непроводящей жидкой несущей фазы. Предпо-

лагается, что форма частиц близка к сферической, их

седементация несущественна, а анизотропия частицы за-

дается вмороженным в нее вектором. Построена полная

электрогидродинамическая модель, описывающая движе-

ние среды в электрическом поле с учетом броуновского

движения векторов анизотропии отдельных частиц. На

основе общих соотношений термодинамики необрати-

мых процессов получены законы, определяющие диэлек-

трофорез частиц дисперсной фазы и релаксацию средней

анизотропии в движущейся среде. Найдены выражения

для присутствующих в них кинетических коэффициентов

и выражение для свободной энергии среды. При этом
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анизотропия среды зависит от электрического поля и

оказывает существенное влияние на законы поляризации

среды и диэлектрофореза частиц. В результате эти

законы становятся фактически нелинейными в отличие

от обычно рассматриваемого случая изотропных суспен-

зий. Ориентация анизотропно поляризующихся частиц

электрическим полем приводит также к дополнительной

диссипации энергии в вихревых движениях. Этот эффект

проявляется как возрастание эффективной вязкости при

увеличении напряженности электрического поля. Ниже

найдена соответствующая зависимость для течений в

узких каналах. Полученные результаты могут исползо-

ваться при разработке новых методов манипулирования

микродисперсными системами и их диагностики.

1. Электрические характеристики
анизотропной дисперсной системы

Индукция D
◦ и напряженность E

◦ электрического

поля внутри сферической одноосной частицы связаны

соотношением [16]

D
◦ = ε0

(

(ε‖ − ε⊥)(aE◦)a + ε⊥E
◦
)

. (1)

Здесь a — единичный вектор, параллельный оси анизо-

тропии частицы; ε0 — диэлектрическая проницаемость

вакуума; ε‖ и ε⊥ — продольное и поперечное зна-

чения (относительно a) диэлектрической проницаемо-

сти частицы. Для частицы, находящейся во внешнем

однородном поле с напряженностью E, значение E
◦

определяется равенствами

E
◦ = (α‖ − α⊥)(aE)a + α⊥E, (2)

где ε — диэлектрическая проницаемость окружающей

среды, а коэффициенты α‖ и α⊥ выражаются следующим

образом:

α‖ ≡ 3ε(2ε + ε‖)
−1, α⊥ ≡ 3ε(2ε + ε⊥)−1. (3)

Соотношения (2) и (3) позволяют вычислить элек-

трическую часть свободной энергии частицы, которая

определена первым равенством в (4) [16],

w ≡ −
1

2

∫

V◦

(

E(D◦ − ε0εE
◦)
)

dV

= −
1

2
ε0V

◦
(

1χ(aE)2 + χ⊥E
2
)

. (4)

Здесь V ◦ — объем частицы и введены следующие

обозначения:

1χ ≡ χ‖ − χ⊥, χ‖ = α‖(ε‖−ε), χ⊥ = α⊥(ε⊥ − ε). (5)

Первое равенство в (5) можно также преобразовать

к виду (используя второе и третье равенства (5) и

выражения (3)):

1χ = α‖α⊥(ε‖ − ε⊥). (6)

Таким образом, значения 1χ > 0 соответствуют анизо-

тропии частиц типа „легкая ось“ (ε‖ > ε⊥), а значения

1χ < 0 соответствуют анизотропии типа „легкая плос-

кость“ (ε‖ < ε⊥). Это ознчает, что частица, свободно

подвешенная в электрическом поле, будет стремиться

поляризоваться соответственно вдоль оси анизотропии

или в плоскости, перпендикулярной этой оси [16].
Далее будем рассматривать только среды с малой объ-

емной концентрацией дисперсной фазы Y ≡ nV ◦ ≪ 1,

где n — число частиц в единице объема. В этом случае

соотношения (2) и (4) можно использовать для каждой

частицы, положив в них E равным напряженности поля в

сплошной среде (с ошибкой порядка Y ). Напряженность
E и индукция поля D в точке M сплошной среды

определяются путем осреднения их микроскопических

значений E
◦ и D

◦ по физически бесконечно малому

объему 1V (M), содержащему достаточно много частиц

дисперсной фазы. Из этого определения характеристик

поля в среде вытекает тождество

D− ε0εE =
1

1V

∫

1V

(D◦ − ε0εE
◦)dV, (7)

где интеграл отличен от нуля только внутри частиц [16].
Подставив в (7) выражение (1) для D

◦ и учитывая

выражение (2) для E
◦, найдем связь между компонен-

тами векторов D и E в рассматриваемой анизотропной

сплошной среде

Di = ε0εE i + ε0nV ◦(1χ〈a ia j〉 + χ⊥δ
i j)E j (8)

и тем самым — закон поляризации среды P ≡ D−ε0E.

Здесь угловые скобки обозначают средние величины,

которые, согласно общим положениям статистической

механики, могут быть вычислены следующим образом:

〈a i a j〉 =
1

n

∫

a i a jG(a)da, (9)

где G(a) — функция распределения частиц по векторам

анизотропии a (и по координатам). Интегрирование

производится по направлениям a. Равенство (8) опре-

деляет линейную зависимость D от E, если параметры

n и 〈a i a j〉 рассматриваются как независимые. В состо-

янии термодинамического равновесия они могут быть

выражены через E (см. ниже (16)−(21)), после чего

указанная зависимость становится нелинейной.

2. Параметры дисперсной фазы
в состоянии термодинамического
равновесия

В предположении броуновского движения векторов

анизотропии частиц функция G удовлетворяет уравне-

нию Смолуховского

∂G
∂t

+ div(v◦G − Dx∇G) + divS([ω◦
a]G − Da∇

SG) = 0,

(10)
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в котором v
◦ — скорость частиц, ω

◦ — их угловая

скорость, Dx и Da — коэффициенты диффузии по

координатам и по направлениям вектора анизотропии,

а символы ∇S и divS обозначают дифференциальные

операторы в пространстве возможных направлений век-

тора a (т. е. на поверхности |a| = 1). Для сферических

анизотропных частиц имеем [17,18]

v
◦ = v +

1

6πηR◦
f, ω

◦ = ω +
1

6ηV ◦
m, (11)

Dx =
kBT

6πηR◦
, Da =

kBT
6ηV ◦

. (12)

Здесь v и ω = 1
2
rot v — скорость и угловая скорость

несущей фазы вдали от частицы; R◦ — радиус частицы;

η и T — вязкость и температура среды; kB — постоянная

Больцмана. Величины f и m обозначают силу и момент,

действующие на частицу со стороны электрического

поля. Они легко выражаются через энергию частицы [16]

f = −∇w = ε0V
◦
(

1χ(aE)ak + χ⊥Ek
)

∇Ek , (13)

m = −

[

a
∂w

∂a

]

= ε0V
◦1χ(aE)[aE]. (14)

Далее будем считать, что величины v и ω совпадают со-

ответственно со скоростью и угловой скоростью сплош-

ной среды в рассматриваемой точке, так как объемная

концентрация дисперсной фазы предполагается малой.

В состоянии термодинамического равновесия в непо-

движной среде решение уравнения (10) дает в качестве

G распределение Больцмана

G = C exp

(

−
w

kBT

)

, C = const. (15)

Подставив выражение (15) для G в соотношения (9),
после довольно громоздких вычислений получаем

〈a ia j〉 = ±

(

AiA j −
1

3
A2δ i j

)

+
1

3
δ i j . (16)

Здесь Ai — компоненты вектора A, направленного вдоль

E, с квадратом модуля, равным

A2 = L(u2) ≡
3

4

(

1

u
e±u2

(

u
∫

0

e±z 2

dz

)−1

−
1

u2

)

∓
1

2
,

u2 ≡
ε0|1χ|V ◦E2

2kBT
. (17)

В (16) и последующих формулах с двойными знаками

верхние знаки соответствуют анизотропии частиц типа

„легкая ось“ (1χ > 0), а нижние знаки соответствуют

анизотропии частиц типа „легкая плоскость“ (1χ < 0).
Параметр u представляет собой безразмерную величи-

ну напряженности поля. Функция L(u2), определенная

первым равенством в (17), представлена на рис. 1

и будет использоваться ниже. Присутствующий в ней

Рис. 1. Функция L(u2), определенная первым соотношени-

ем (17). Кривые I и II соответствуют случаям 1χ > 0 (анизо-
тропия типа „легкая ось“) и 1χ < 0 (анизотропия типа „легкая

плоскость“).

интеграл выражается через интеграл Досона D2(u) (при
1χ > 0) или через интеграл вероятностей erf(u) (при
1χ < 0) [19]. Из (17) вытекают следующие асимпоти-

ческие разложения для случаев достаточно малых или

больших полей:

A2 =
2

15
u2, 〈a ia j〉 =

1

3
δ i j +

2

15
u2
(

ei e j −
1

3
δ i j
)

;

u2 ≪ 1, (18)

A2 = 1−
3

2u2
, 〈a i a j〉 = ei e j −

3

2u2

(

ei e j −
1

3
δ i j
)

;

u2 ≫ 1, 1χ > 0, (19)

A2 =
1

2
−

3

4u2
,

〈a i a j〉 =
1

2
(δ i j − ei e j) +

3

4u2

(

ei e j −
1

3
δ i j
)

;

u2 ≫ 1, 1χ < 0, (20)

где ei — компоненты единичного вектора, направленно-

го вдоль напряженности электрического поля.

Используя (15), можно также найти распределение

концентрации частиц дисперсной фазы в состоянии

термодинамического равновесия

n =

∫

Gda =
2C
u

(

u
∫

0

e±z 2

dz

)

exp

(

χ⊥u2

|1χ|

)

. (21)

3. Законы сохранения
и термодинамические функции

Течения вязких сред обычно являются вихревыми, в

которых ω = 1
2
rot v 6= 0. В таких течениях частицы дис-

персной фазы вместе с векторами анизотропии a (отно-
сительное положение вектора a в частице фиксировано)
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испытывают дополнительное вращение с угловой ско-

ростью ω (см. уравнения (11)). В результате распреде-

ление G(a) теряет симметрию относительно напряжен-

ности электрического поля. Вычисление функции G(a)
и средних значений 〈a ia j〉 становится весьма сложной

задачей, которая требует решения уравнения Смолухов-

ского (10) в движущейся среде. В прикладных задачах

обычно полезнее использовать цепочку уравнений для

n, 〈a ia j〉, . . . вместо (10). При этом тензор 〈a ia j〉,
вообще говоря, перестает быть одноосным. Ситуация

облегчается, если возмущения, вносимые движением

среды, малы по сравнению с влиянием электрического

поля. В этом случае, считая отклонение от одноосности

〈a ia j〉 также малым, можно использовать для 〈a ia j〉
представления (16), которые верны для любого одноос-

ного тензора второго ранга со следом, равным единице.

При этом знаки „±“ соответствуют случаям λ‖ > λ⊥ и

λ‖ < λ⊥, где λ‖ и λ⊥ — собственные значения тензора

〈a ia j〉 для направлений вдоль и поперек его оси. Од-

нако вектор A, присутствующий в (16), теперь следует

рассматривать как дополнительный термодинамический

параметр, характеризующий анизотропию дисперсной

среды на макроскопическом уровне. При этом изменение

вектора A со временем определяется релаксационным

уравнением, которое в состоянии термодинамического

равновесия должно давать зависимость (17).
Чтобы построить полную модель рассматриваемой

среды, включающей такое уравнение, будем исходить

из общих законов баланса массы, импульса и момента

импульса среды, а также баланса частиц дисперсной

фазы [20]

ρ
dv i

dt
= ∇ j(−pδ i j + σ i j + σ

i j
M ),

σ
i j
M = E i D j −

1

2
EkDkδ i j , (22)

dρ
dt

+ ρ∇ jv
j = 0, ρ

d
dt

n
ρ

+ ∇ j I
j = 0,

σ i j + σ
i j
M = σ ji + σ

ji
M . (23)

Здесь ρ — плотность массы среды; p — давление; σ i j —

компоненты тензора внутренних напряжений в среде

за счет вязкости несущей фазы и наличия анизотропно

поляризующейся дисперсной фазы; σ
i j
M — компоненты

тензора Максвелла для внутренних напряжений элек-

трического поля; I j — компоненты вектора потока

частиц вследствие их диффузии и диэлектрофореза.

Круглые скобки в индексах тензоров (ниже) обозначают
соответственно операцию симметризации. Суммарный

тензор внутренних напряжений среды и поля считается

симметричным, так как внутренний момент дисперсных

частиц пренебрежимо мал. Распределение электрическо-

го поля в непроводящей сплошной среде описывается

уравнениями электростатики [16]

divD = 0, rotE = 0. (24)

В дальнейшем ограничимся важным для приложений

случаем несжимаемой несущей фазы и не будем учи-

тывать малые возмущения плотности среды вследствие

неоднородности распределения дисперсных частиц (т. е.
полагаем ρ = const). Тогда изменение плотности вну-

тренней энергии среды и поля U определяется соотно-

шением [16]

dU
dt

= −σ i j∇ jv i + Ek
dDk

dt
−∇kqk ,

U = F + T S +
1

2
(ED). (25)

Здесь q j — компоненты вектора потока тепла,

F(n, T, Ak) — плотность свободной энергии среды,

S = − ∂
∂T

(

F + 1
2

EkDk
)

n,A,D
— плотность энтропии.

Из соотношений (22)–(25) вытекает уравнение балан-

са энтропии, которое для последующего анализа удобно

представить в виде (при ρ = const)

T
dS
dt

+ ∇ j(q
j − µI j) = σ (i j)ei j − I j(∇ jµ + Xk∇ j A

k)

+

(

n
d̃Ak

dt
+ I j∇ j A

k

)

Xk . (26)

Здесь ei j = ∇(iv j) — компоненты тензора скоростей

деформаций, µ — электрохимический потенциал поля-

ризующихся дисперсных частиц

µ =
∂F
∂n

−
1

2
ε0V

◦

(

χδ i j + |1χ|

(

Ai A j −
1

3
A2δ i j

)

)

Ei E j,

χ ≡
1

3
(χ‖ + 2χ⊥), (27)

и кроме того, введены обозначения

Xk = ε0|1χ|V
◦

(

EkE j −
1

3
E2δ

j
k

)

A j −
1

n
∂F
∂Ak

,

d̃Ak

dt
=

dAk

dt
− [ωA]k . (28)

Величины d̃Ak/dt представляют собой производные ком-

понент Ak в системе отсчета, движущейся и вращающей-

ся вместе со средой. Величины Xk можно рассматривать

как обобщенные термодинамические силы, ответствен-

ные за необратимые процессы релаксации анизотропии

среды A.

В состоянии термодинамического равновесия µ =
= const, Xk = 0, и из определений (27) и (28) для этих

величин вытекают соотношения

∂F
∂n

−
1

2
ε0V

◦

(

χE2+
2

3
|1χ|A2E2

)

= const при µ= const,

(29)
2

3
ε0|1χ|V

◦E2A2 =
1

n
∂F
∂Ak

Ak при Xk = 0, (30)

причем направления E и A должны совпадать. С другой

стороны, в термодинамическом равновесии величина
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вектора A должна определяться соотношением (17).
Это условие вместе с (30) позволяет найти зависи-

мость F(Ak):

F =
2

3
nkBT

∫

L(−1)(A2)d(A2) + F1(n, T ), (31)

где L(−1)(A2) — функция, обратная функции L(u2),
определенной равенством (17), F1 не зависит от Ak .

График L(−1) легко находится из рис. 1. Проведем

интегрирование по частям в выражении (31) для F
и подставим его в (29). Учитывая затем определение

функции L(−1), преобразуем (29) к виду

∂F1

∂n
− kBT

(

2

3

∫

A2d(u2) −
χ

|1χ|
u2

)

= const. (32)

При заданной функции F1(n, T ) соотношение (32) опре-

деляет распределение концентрации частиц в состоянии

термодинамического равновесия. Указанное распределе-

ние должно совпадать с (21). Это условие позволяет

найти зависимость F1 от концентрации частиц n

F1 = nkBT ln
n

N(T )
+ F0(T ), (33)

где F0(T ) и N(T ) зависят только от температуры T .
В том, что выражение (21) для n получается как ре-

шение из (32) и (33), легче всего убедиться прямой под-

становкой (21) в (33) и затем (33) и (17) в (32). После

этого (32) обращается в тождество (d/du от (32) ≡ 0).

4. Законы диффузии
и диэлектрофореза частиц
дисперсной фазы и релаксации
анизотропии среды

Чтобы получить релаксационные уравнения для I j и

d̃Ak/dt в отсутствие термодинамического равновесия,

будем считать, что отклонение от последнего доста-

точно мало, и используем линейные законы термоди-

намики необратимых процессов [18,20]. В результате

из уравнений (25) можно вывести следующие соотно-

шения (см. (34)) между обобщенными термодинамиче-

скими силами ∇ jµ + Xk∇ jAk , Xk и соответствующими

обобщенными потоками

I j = −
nDx

kBT

(

∇ jµ + Xk∇
j Ak
)

,

d̃Ak

dt
+

I j

n
∇ j A

k = CkqXq. (34)

Для упрощения формул пренебрежем влиянием ∇T на

процессы диффузии частиц и релаксации анизотропии

среды. В (34) также опущены перекрестные члены,

так как перекрестные эффекты между диффузией и

релаксацией анизотропии фактически уже учтены за

счет принятого конкретного выбора обобщенных термо-

динамических сил (см. ниже). Кроме того, для частиц,

близких к сферическим, влияние распределения частиц

по направлениям вектора a на их диффузию и на

вязкое течение несущей фазы между частицами исчезает.

В результате в (34) выбран скалярный коэффициент

диффузии (его значение обосновано ниже) и отсутству-

ют перекрестные члены, обусловленные вязким тече-

нием. При этом из (25) также получается обычное

выражение для тензора вязких напряжений со скаляр-

ным коэффициентом вязкости. С учетом зависимости

последнего от концентрации дисперсной фазы (поправка
Эйншетейна [21]) имеем

σ (i j) = 2η

(

1 +
5

2
nV ◦

)

∇(iv j). (35)

Подставив выражения (26) и (27) для µ и Xk в

первое равенство (34), учитывая формулы (30), (32) и

определение (12) для Dx , получим следующее выраже-

ние для потока анизотропно поляризующихся частиц в

результате их диффузии и диэлектрофореза

I j = − Dx∇
j n +

ε0nV ◦

6πηR◦

×

(

χδik + |1χ|

(

AiAk −
1

3
A2δik

)

)

∇ j E i Ek

2
. (36)

Точно такое выражение получается прямым интегри-

рованием уравнения Смолуховского (10) по всевоз-

можным направлениям вектора анизотропии частиц a

с учетом (16), что подтверждает правильный выбор

коэффициента −nDx/kBT в (34) и отсутствие пере-

крестных членов в этих соотношениях. Отметим, что

вследствие диэлектрофореза компоненты потока частиц

I j зависят от вектора анизотропии дисперсной среды A,

который в свою очередь определяется релаксационным

уравнением, содержащим I j .

Если движение среды вносит малое возмущение в

распределение A, то в уравнении (34) для I j можно

считать A направленным вдоль E и положить A2 = L(u2),
согласно (17). В результате находим

I j = −Dx∇
jn + nb∇ j E2

2
,

b ≡
ε0V ◦

6πηR◦

(

χ +
2

3
|1χ|L(u2)

)

, (37)

где b — коэффициент диэлектрофоретической подвиж-

ности частиц, а безразмерный параметр u2 пропорцио-

нален E2. Из (37) и (17) следует, что при возрастании

u2 от нуля до бесконечности величина b увеличивается

от значения b0 = ε0χV◦

6πηR◦
до максимального значения

b+ =
ε0χ‖V

◦

6πηR◦
при 1χ > 0 или b− =

ε0χ⊥V ◦

6πηR◦
при 1χ < 0.

(38)
В результате диэлектрофорез анизотропных частиц яв-

ляется нелинейным процессом, за исключением случаев
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достаточно малых или больших электрических полей.

Это объясняется влиянием электрического поля на ори-

ентацию частиц, от которой, в свою очередь, зависит

действующая на них электрическая сила (см. (13)).
Согласно (37), нелинейный эффект исчезает в отсут-

ствие анизотропии частиц (в этом случае χ‖ = χ⊥ = χ

и, следовательно, 1χ = 0, b = b0), что согласуется с

предложенными моделями диэлектрофореза изотропно

поляризующихся частиц [5]. Соотношения (37) и (38)
могут служить основой для разработки диэлектро-

форетических методов манипулирования анизотропно

поляризующимися частицами в микродисперсных сис-

темах.

Кинетические коэффициенты Ckq в (34), вообще го-

воря, должны зависеть от значений компонент A j , ко-

торые можно определять из условий равновесия Xk = 0.

Действительно, учет Xk 6= 0 в указанных коэффициентах

сделал бы соотношения (34) нелинейными и был бы

превышением точности. По той же причине зависимость

Ckq от E j может быть сведена к зависимости от A j .

В результате компоненты Ckq можно записать в виде

Ckq =
Da

kBT

(

C‖
AkAq

A2
+ C⊥

(

δkq −
AkAq

A2

)

)

, (39)

где безразмерные коэффициенты C‖ и C⊥ описывают

релаксацию вдоль и поперек направления A и, во-

обще говоря, зависят от A2 и T . Чтобы найти их,

рассмотрим релаксацию анизотропии в неподвижной

среде в однородном электрическом поле с постоянной

концентрацией частиц дисперсной фазы. В этом случае

уравнение релаксации тензора 〈a i a j〉 может быть полу-

чено непосредственно из уравнения Смолуховского (10),
если предположить, что высшие моменты 〈a ia ja paq〉
выражаются через 〈a i a j〉. Такое предположение обры-

вает цепочку моментов компонент вектора анизотропии

частиц, к которой сводится (10). При этом тензор 〈a ia j〉
оказывается одноосным и, следовательно, может быть

выражен в виде (16) через некоторый вектор. Для его

компонент Ak получается уравнение, которое может

быть представлено в виде второго равенства (34), если
в последнем отбросить члены с ω и I j . Описанная про-

цедура требует проведения громоздких алгебраических

преобразований и вычислений, подробное изложение

которых могло бы составить предмет отдельной статьи.

В конечном результате получаются следующие выраже-

ния:

C‖ =
9

4L(−1)(A2)
, C⊥ = ±

1

3
+

2

3A2
−

2

L(−1)(A2)
. (40)

С учетом асимптотических разложений (19) и (20)
из (40) находим, что C‖ = 0, C⊥ = 1 при A2 = 1, 1χ > 0

и при A2 = 1/2, 1x < 0. В этих предельных случаях

векторы анизотропии всех частиц направлены вдоль A

(при 1χ > 0) или изотропно распределены в плоскости,

перпендикулярной A (при 1χ < 0). При этом второе

уравнение (34) представляется в виде (с учетом (11)
и (12))

dA
dt

+
I j

n
∇ jA = [�A],

� = ω +
ε0|1χ|

6ηA2
(AE)

[

[AE]A
]

≡ ω ±
1

6ηV ◦A2
ma=A.

(41)
Как и следовало ожидать, в случае A2 = 1, 1χ > 0

равенства (41) просто сводятся к уравнению движения

вектора анизотропии каждой частицы a = A.

Соотношения (34), (35), (39) и (40), определяющие

поток частиц, тензор вязких напряжений и релаксацию

анизотропии среды, а также уравнения (8) и (16),
определяющие зависимость индукции от напряженности

поля, совместно с уравнениями электрогидродинамики

(22)–(25) образуют полную систему уравнений, описы-

вающих движение рассматриваемой среды.

5. Течения в поперечном
электрическом поле и эффективная
вязкость

Рассмотрим установившиеся течения рассматривае-

мой дисперсной системы в канале между параллель-

ными металлическими стенками, к которым приложена

разность электрических потенциалов (рис. 2). Течение
может создаваться в результате перепада давления вдоль

канала или за счет относительного движения его стенок.

Будем считать, что все характеристики течения зависят

только от поперечной координаты и, следовательно,

dv/dt = 0, dA/dt = 0 (однако d̃A/dt 6= 0). Соответству-
ющие результаты можно приближенно использовать так-

же для течений в узких каналах между коаксиальными

цилиндрами (т. е. при h ≪ R, где h и R — ширина и

радиус кривизны канала). Такие течения часто встреча-

ются в важных прикладных задачах и технологических

устройствах, например, при сепарации диспергирован-

ных частиц и измерении их характеристик [10]. Пусть

также отсутствует эмиссия (или поглощение) частиц

Рис. 2. Течение в плоском канале с неподвижными стенками

при наличии перепада давления и поперечного электрического

поля.
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на стенках канала, и, следовательно, поток I j = 0, а

концентрация n = const.

Используя соотношения (23), (24) и (35), а также

выражения (8) и (16), уравнение (22) для определения

скорости среды можно представить в виде

∇

(

p −
1

2

(

EkDk

)

= η

(

1 +
5

2
nV ◦

)

1v

+
ε0|1χ|nV ◦

2
rot
(

(AE)[AE]
)

)

. (42)

Здесь также учтено, что для рассматриваемых течений E

остается перпендикулярным металлическим стенкам ка-

нала, хотя D приобретает параллельную им компоненту

(при v 6= 0). Умножив векторно уравнение (39) на A и

учитывая определения (12) и (28), найдем

−A2
ω =

C⊥ε0|1χ|

6η
(AE)[AE]. (43)

Отсюда следует, что движение среды вызывает отклоне-

ние направления вектора A от направления E, которое

для достаточно сильных полей или медленных течений

будет малым (т. е. при ηv/h ≪ ε0|1χ|E2). В этом случае

коэффициент A2/C⊥ в (43) может быть вычислен на

основании равновесной зависимости A2 от невозмущен-

ного поля E2. Исключив с помощью (43) член (AE)[AE]
из уравнения (42), окончательно получим

∇

(

p −
1

2
(EkDk)

)

= ηeff1v, ηeff = η(1 + 8nV ◦). (44)

Коэффициент 8 в (44), определенный следующим

образом:

8(A) =
5

2
+

3A2

2C⊥(A2)
, (45)

может считаться постоянным, так как невозмущенное

поле однородно внутри канала. Подставив в (45) зависи-

мость (40) для C⊥(A2) и учитывая выражение (17) для

A2(u2), найдем зависимость 8(u)

8(u) =
5

2
+

3L(u2)

2

(

±
1

3
+

2

3L(u2)
−

2

u2

)−1

. (46)

Согласно определению (17), безразмерный параметр u
пропорционален величине напряженности электрическо-

го поля в канале. Зависимость 8(u) показана на рис. 3.

В сильных электрических полях соотношение (46) су-

щественно упрощается

8 = 4−
3

4u2
, 1χ > 0; 8 =

13

4
−

9

8u2
, 1χ < 0;

u2 ≡
ε0|1χ|V ◦E2

2kBT
≫ 1. (47)

При выводе (47) были использованы асимптотические

выражения (19) и (20) для функции L(u2).

Рис. 3. Зависимость коэффициента 8 в выражении (44) для

эффективной вязкости ηeff от безразмерной напряженности

электрического поля u. Кривые I и II соответствуют случаям

1χ > 0 (анизотропия типа „легка ось“) и 1χ < 0 (анизотропия
типа „легкая плоскость“).

Уравнение (44) совпадает с уравнением течения обыч-

ной вязкой жидкости с эффективной вязкостью ηeff.

Присутствие анизотропно поляризующихся дисперсных

частиц дает дополнительный вклад в ηeff. Этот вклад про-

порционален объемной концентрации дисперсной фазы

nV ◦ и зависит от напряженности электрического поля

через параметр u2. Если поле отсутствует (u2 = 0),
то 8(0) = 5/2. В этом случае выражение (44) для

эффективной вязкости совпадет с выражением Эйн-

штейна. Возрастание электрического поля приводит к

монотонному увеличению 8(u) и ηeff, что объясняется

следующим образом. Из-за наличия анизотропии поля-

ризации частиц электрическое поле вызывает частичное

упорядочивание их ориентации. Поэтому при вихревом

движении дисперсной среды частицы не могут свободно

вращаться вместе со средой с локальной угловой скоро-

стью ω = 1
2
rot v. Вращение вязкой несущей фазы отно-

сительно дисперсных частиц приводит к дополнительной

диссипации энергии. На макроскопическом уровне она

проявляется как диссипация вследствие неравновесно-

сти средней анизотропии среды A, эволюция которой

описывается релаксационным уравнением (39). В ко-

нечном счете это явление приводит к возрастанию эф-

фективной вязкости среды в рассматриваемом течении.

В достаточно сильных полях (u2 ≫ 1) ηeff стремится к

значению η(1 + 4nV ◦) при 1χ > 0 или η(1 + 3.25nV ◦)
при 1χ < 0.

Выражения (44) для ηeff и 8(u) легко обобщаются на

случай, когда присутствуют несколько сортов различных

частиц путем замены члена 8nV ◦ на
∑

8(i)n(i)V ◦
(i), где

суммирование производится по номеру сорта частиц (i).
При этом зависимости 8(i)(u(i)) по-прежнему опреде-

ляются выражениями типа (46) и (47), записанными

для соответствующего сорта частиц. Полученные выра-

жения для эффективной вязкости позволяют, проводя
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измерение в электрическом поле зависимости ηeff(E),
определять характеристики дисперсной фазы, например,

объемные концентрации различных сортов дисперсных

частиц.

Заключение

В настоящей работе рассматривались анизотропные

среды, в которых форма дисперсных частиц мало отли-

чается от сферической, а их анизотропия обусловлена

диэлектрической анизотропией вещества частиц. Для

приложений представляет интерес также случай, когда

анизотропия частиц в основном имеет геометрическую

природу. В этом случае вещество частиц изотропно, но

их форма существенно отличается от сферической и

обычно аппроксимируется эллипсоидом. Такой случай

может быть исследован методами, которые в идейном

плане мало отличаются от методов, использованных

выше, хотя законы, описывающие неравновесные про-

цессы, становятся более громоздкими. В целом, элек-

трогидродинамическая модель, построенная в настоящей

работе, позволяет проводить расчеты течений поляризу-

ющихся сред с учетом диффузии и диэлектрофореза ча-

стиц дисперсной фазы, а также релаксации анизотропии

среды. Результаты по диэлектрофоретической подвиж-

ности частиц и эффективной вязкости среды могут ис-

пользоваться при разработке методов манипулирования

микродисперсными системами и их диагностики.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда

фундаментальных исследований (грант № 10-01-00015).
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