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Рассмотрена проводимость ряда двумерных моделей композитов со случайно расположенными и хаотиче-

ски ориентированными диэлектрическими включениями различной формы. Получены точные аналитические

выражения для эффективной проводимости σe при малой концентрации включений N. Проведено сравнение

с результатами соответствующего компьютерного эксперимента.

Введение

В стандартной теории протекания [1,2] основное
внимание уделяется случайно-неоднородным системам.
В подобных неупорядоченных бинарных средах (компо-
зитах) присутствуют включения разнообразных форм и
размеров. Это обстоятельство не позволяет определить
вклад конкретного включения в эффективную проводи-
мость σe такой среды. В то же время для композитов с
одинаковыми включениями величина σe явным образом
зависит от их формы уже при малой концентрации N.
Форма включений влияет и на порог протекания —
критическую концентрацию, при которой происходит
фазовый переход металл–диэлектрик. Поэтому изучение
зависимости эффективной проводимости композитов от
формы включений представляет как теоретический, так
и практическией интерес.
В ряде работ [3–8] с помощью компьютерных и

модельных экспериментов исследовалась эффективная
проводимость σe композитов с включениями различных
фиксированных форм. Тем самым выяснялась зависи-
мость величины σe от формы включений как при малых,
так и при произвольных концентрациях, в том числе и
влияние на порог протекания. Наиболее подробное изу-
чение этой проблемы в двумерном случае, по-видимому,
проведено в работе [8], где исследованы одиннадцать
моделей композитов с различными типами включений.
Соответствующее рассмотрение в [8] ведется численны-
ми (компьютерными) методами даже при малой кон-
центрации включений N, когда возможен, в принципе,
аналитический подход [9,10].
В настоящей работе определяется влияние формы

диэлектрических включений на проводимость двумер-
ных систем при малой концентрации N, когда можно
ограничиться линейным по N приближением. Как от-
мечалось в [9,10], в этом приближении эффективная
проводимость σe выражается через тензор дипольной
поляризуемости 3̂ отдельного включения. В то же
время обтекание электрическим током непроводящего
включения аналогично обтеканию идеальной жидкостью
непроницаемого препятствия той же формы. Поэтому
для определения величины 3̂ могут быть применены те
же методы, что и в гидродинамике идеальной жидкости.

В рассматриваемом в работе двумерном случае для

вычисления тензора 3̂ использован подход, основанный

на применении теории функций комплексных перемен-

ных [11]. Для определения комплексного потенциала

задачи об обтекании включения заданной формы при-

менен метод конформных отображений, позволяющий

вычислить тензор 3̂ для диэлектрических (или идеально

проводящих) включений. В работе дано точное решение

этой задачи для ряда включений разной формы и найде-

ны соответствующие поляризуемости в аналитическом

виде. Сравнение с [8] показало удовлетворительное

согласие полученных теоретических результатов с дан-

ными компьютерного эксперимента.

1. Линейное по концентрации
приближение

Рассмотрим изотропный бинарный композит, состоя-

щий из матрицы проводимости σ1 и включений прово-

димости σ2 . Для вычисления эффективной проводимо-

сти σe такой среды при малой концентрации включе-

ний N воспользуемся методом, изложенным в книге [12].
Усреднение вектора j− σ1E приводит к соотношению

(σe − σ1)〈E〉 = −N(σ1 − σ2)

∫

v

E dV. (1)

Здесь j — плотность тока, E — напряженность электри-

ческого поля, 〈E〉 — среднее по объему (площади в дву-

мерном случае) образца, N — размерная концентрация

(число включений в единице объема или соответственно

площади образца). Эффективная проводимость опреде-

ляется обычным образом — из соотношения 〈j〉 = σe〈E〉.
Интеграл в равенстве (1), взятый по объему (площади)
включения v , может быть выражен через его дипольный

момент p.

Для этого рассмотрим аналогичную задачу о макро-

скопическом теле с диэлектрической проницаемостью ε,

помещенном во внешнее электрическое поле напря-

женности E0. Дипольный момент p этого тела равен
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интегралу по его объему v от вектора поляризации P:

p =

∫

v

P dV =
1

4π

∫

v

(D− E) dV =
ε − 1

4π

∫

v

E dV, (2)

где D = εE — вектор электрической индукции. С другой
стороны, дипольный момент выражается через E0 следу-
ющим образом:

p = 3̂E0, 3̂ =

(

3xx 3xy

3xy 3yy

)

, (3)

где 3̂ = 3̂(ε) — симметричный тензор дипольной поля-
ризуемости тела, имеющей в двумерном случае размер-
ность площади.
Для задачи о проводимости искомое соотношение

следует из (2), (3) при замене ε → σ2/σ1. В результате
равенство (1) принимает вид

(σe − σ1)〈E〉 = 4πσ1N3̂E0. (4)

В линейном по концентрации приближении в (4) следует
положить 〈E〉 = E0, так что для достаточно симметрич-
ных включений, тензор 3̂ которых сводится к скаляру 3,
из (4) находим (см., например, [9,10])

σe = σ1(1 + 4πN3). (5)

Если 3̂ не сводится к скаляру, а включения хаотически
ориентированы, то тензор 3̂ следует усреднить по углам.
В результате вместо (5) в рассматриваемом двумерном
случае будем иметь

σe = σ1(1 + 2πN Sp 3̂). (6)

Здесь Sp 3̂ — след (шпур) тензора 3̂.
Для диэлектрических (d) включений Sp 3̂ < 0 (см.

ниже формулу (21)), так что поправка к единице в (5)
и (6) отрицательна. Поэтому, следуя [8], запишем выра-
жение для соответствующей безразмерной эффективной

проводимости f d = σ
(d)
e /σ1 в виде

f d = 1− N
NI

, (7)

где в рассматриваемом двумерном случае

NI =
1

2π|Sp 3̂d |
. (8)

Величина NI — характерная для данного типа включе-
ния константа, определяющая начальный участок зависи-
мости функции f d от концентрации N. Для ряда фигур
константа NI вычислялась в работе [8] компьютерными
методами.
Отметим, что, как показано ниже, в двумерном

случае для одинаковых по форме и размеру ди-
электрических и идеально проводящих (s) включений
Sp 3̂s = −Sp 3̂d > 0. Поэтому линейная по концентра-

ции поправка в эффективной проводимости σ
(s)
e поло-

жительна. Соответствующая безразмерная эффективная
проводимость имеет вид f s = 1 + N/NI с той же, что и
в (7), (8), величиной NI . По этой причине в дальней-
шем ограничимся рассмотрением только непроводящих
включений.

2. Комплексный потенциал

Вдали от включения, помещенного во внешнее одно-

родное электрическое поле напряженности E0, потенци-

ал ϕ(r) в рассматриваемом двумерном случае имеет вид

r → ∞ : ϕ(r) ≃ −(E0r) + 2
(pr)

r2
+ . . . , (9)

где p — дипольный момент, определенный в (2), (3).
Вычислив Ex = −∂ϕ/∂x и Ey = −∂ϕ/∂y с использова-

нием (9), найдем асимптотику производной комплексно-

го потенциала d8(z )/dz = −Ex + iEy (где z = x + iy),
откуда получим (z → ∞)

8(z ) ≃ − (E0x − iE0y)z

+ 2
3xx E0x + i3xy(E0x − iE0y) + i3yy E0y

z
+ . . .

(10)
В случае кругового включения может быть найдено

точное выражение для комплексного потенциала, спра-

ведливое при всех z . В частности, для круга единичного

радиуса в пределе σ2 = 0 и σ2 = ∞ имеем

|z | ≥ 1 : 8(z ) = −(u0x − iu0y)z − λ
u0x + iu0y

z
, (11)

где λ = 1 для диэлектрического включения и λ = −1 —

для идеально проводящего. В (11) u0 = (u0x , u0y) —

напряженность внешнего однородного электрического

поля.

Обозначим через w = w(z ) функцию, конформно

отображающую внешность исходного включения на

внешность круга единичного радиуса. Асимптотическое

выражение для w(z ) имеет вид

z → ∞ : w(z ) ≃ z
C

+
D
z

+ . . . , (12)

где константы C и D, вообще говоря, комплексные:

C = C′ + iC′′, D = D′ + iD′′. (13)

В разложении (12) опущено несущественное в дальней-

шем постоянное слагаемое.

Согласно (12), преобразование w = w(z ) асимптоти-

чески является линейным. Следовательно, в комплекс-

ной плоскости w, как и в плоскости z , поле на бес-

конечности однородно. Поэтому соответствующий ком-

плексный потенциал этой задачи в плоскости w имеет

вид (11) с заменой z → w :

|w| ≥ 1 : 8(w) = −(u0x − iu0y)w − λ
u0x + iu0y

w
. (14)

Искомый комплексный потенциал 8(z ) следует из (14)
при подстановке функции w = w(z ).
Потенциал однородного поля в плоскости z должен

иметь вид — (E0x − iE0y)z так что из (14) и (12) следует

u0x − iu0y = C(E0x − iE0y). (15)
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Подставив (15) и (12) в (14) и сравнив с асимптоти-

кой (10), найдем выражения для составляющих тензора

поляризуемости 3̂:

3xx = −1

2

{

λ|C|2 + C′D′ −C′′D′′
}

, (16)

3yy = −1

2

{

λ|C|2 −C′D′ + C′′D′′
}

, (17)

3xy = −1

2
{C′D′′ + C′′D′}. (18)

Сравнение выражений (16)–(18) для диэлектрического

включения при λ = 1 и идеально проводящего при

λ = −1 показывает, что

3(s)
xx = −3(d)

yy , 3(s)
yy = −3(d)

xx , 3(s)
xy = 3(d)

xy (19)

и

Sp 3̂s = −Sp 3̂d . (20)

Выражения (16)–(18) и соотношения (19), (20) справед-

ливы для двумерных включений произвольной формы.

Из (16)–(18) следует

Sp3̂d = −|C|2, (21)

так что для величины NI , определенной согласно (8),
получим

NI =
I

2π|C|2 . (22)

Таким образом, константа NI является чисто геометри-

ческой характеристикой непроводящих включений.

3. „Бестелесные“ фигуры

В этом разделе рассматриваются включения нулевой

площади, образованные бесконечно тонкими непроница-

емыми отрезками прямых — „царапинами“.

1. Крестообразное включение

Фигура в виде „бестелесного“ симметричного кре-

ста изображена на рис. 1 в комплексной плоскости

z = x + iy . Конформное отображение внешности этого

креста на внешность круга единичного радиуса (изоб-
раженного на рис. 1 в плоскости w = u + iv) дается

функцией w = w(z ), определяемой из соотношения

z =
C
w

√

w4 − 2 cos 2θw2 + 1, (23)

являющегося частным случаем формулы Лахтина [11].
При этом точкам z A = a , z B = 0, zC = ib, z D = 0 от-

вечают wA = 1, wB = eiθ , wC = i , wD = −e−iθ и т. д.

Из соответствия точек находим

a = 2C sin θ, b = 2C cos θ, (24)

так что для констант C и θ, входящих в равенство (23),
имеем

C =
1

2

√

a2 + b2, θ = arctg
a
b
. (25)

Рис. 1. Крестообразное включение в комплексной плоскости

z = x + iy и круг единичного радиуса в плоскости w = u + iv .

При b/a ≤ 1 угол θ может меняться в диапазоне

π/4 ≤ θ ≤ π/2.

Сравнив асимптотику функции w(z ) из (23) с (12),
находим константу D:

D = C cos 2θ. (26)

Из (16)–(18) получаем

3(d)
xx = −C2 cos2 θ = 1/4 b2,

3(d)
yy = −C2 sin2 θ = 1/4 a2 (27)

и 3
(d)
xy = 0. Соответственно для величины NI из (22)

следует выражение

NI =
2

π(a2 + b2)
. (28)

1a. В пределе b → 0 (θ → π/2) крестик превращается

в горизонтальную царапину длиной 2a . В этом случае

конформное отображение дается функцией

w =
1

a

{

z +
√

z 2 − a2

}

. (29)

Тензор дипольной поляризуемости принимает вид

3̂d = −a1

4

(

0 0

0 1

)

, (30)
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так что

NI =
2

πa2
. (31)

При a = 1 имеем

NI = 0.6366 . . . , NG
I = 0.60. (32)

Здесь и далее через NG
I обозначаем величину NI , вы-

численную в работе [8]. Так как в [8] положено a = 10,

то соответствующие результаты из [8] следует умножать

на 100.

1б. При b = a/2 из (28) находим

NI =
8

5π

1

a2
, (33)

так что NI ≃ 0.5093 при a = 1. В работе [8] рассмотрены
две фигуры этого типа, однако отношения b/a для них

не указаны. При a = 1 соответствующие результаты

из [8] принимают вид NG
I = 0.47 и 0.36.

1в. При b = a (θ = π/4) имеем правильную четырех-

лучевую звезду с длиной луча a , для которой

z =
a√
2

√
w4 + 1

w
, C =

a√
2
, 3d = −a2

4
, NI =

1

πa2
,

(34)
так что

NI = 0.3183 . . . , NG
I = 0.30. (35)

2. Углообразное включение

Вторая „бестелесная“ фигура с длиной луча l и

углом раствора γπ изображена на рис. 2 в комплексной

плоскости z . Конформное отображение на внешность

единичного круга дается функцией w = w(z ), определя-
емой из соотношения

z =
C
w

(w + i)2−γ(w − i)γ , (36)

также являющегося частным случаем формулы Лахти-

на. Из соответствия точек (z A = l exp{i(1− γ)π/2} →
→wA=eiθ , z B=0 →wB= i , zC= −l exp{−i(1−γ)π/2} →
→ wC = −e−iθ, z D = 0 → wD = −i и т. д.) получаем

l = 4C cos2
(

π

4
− θ

2

)[

tg

(

π

4
− θ

2

)]γ

,

sin

(

π

4
− θ

2

)

=

√

γ

2
. (37)

Отсюда следуют выражения для параметров отоб-

ражения C и θ через геометрические характеристики

фигуры:

C =
l

2(2 − γ)

(

2− γ

γ

)γ/2

, θ = arcsin(1− γ). (38)

Из сравнения асимптотики w(z ) из (36) с (12) находим

D = C(2γ2 − 4γ + 1), (39)

Рис. 2. Углообразное включение в плоскости z и круг

единичного радиуса в плоскости w .

так что

3(d)
xx = −C2 sin2 θ, 3(d)

yy = −C2 cos2 θ, 3(d)
xy = 0. (40)

При l = a и γ = 1 исследуемая фигура превращается

в горизонтальную царапину, рассматренную в пункте 1а,

с теми же значениями C, 3̂d и NI . С другой стороны, при

l = 2a и γ = 0 эта фигура превращается в вертикальную

царапину длиной 2a с тем же значением NI .

В работе [8] вычислялась проводимость модели с

включениями в виде уголков с l = 2a и γ = 1/2, чему

отвечают

C =
2

4
√
3

3
a, θ =

π

6
, NI =

3
√
3

8π

1

a2
. (41)

Для таких включений при a = 1 получаем

NI = 0.2067 . . . , NG
I = 0.20. (42)

4. Включение прямоугольной формы

Включение в виде прямоугольника длиной 2a и вы-

сотой 2b изображено на рис. 3 в плоскости z . Кон-

формное отображение на внешность единичного круга

дается функцией w = w(z ), определяемой из интеграла
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Рис. 3. Включение в форме прямоугольника в плоскости z и

единичный круг в плоскости w .

Кристоффеля−Шварца [11], имеющего в данном случае

вид

z = a + C

w
∫

1

√

t4 − 2 cos 2θt2 + 1
dt
t2
. (43)

Из соответствия точек (z A=a → wA=1, z B=a+ib →
→ wB = eiθ, zC = ib → wC = i , z D = −a + ib → wD =
= −e−iθ и т. д.) находим

b = 2C

θ
∫

0

√

sin2 θ − sin2 ϕ dϕ, (44)

a = 2C

π/2
∫

θ

√

cos2 θ − cos2 ϕ dϕ. (45)

При b/a ≤ 1 угол θ может изменяться в диапазоне

0 ≤ θ ≤ π/4.

Подстановки sinϕ = x sin θ в (44) и cosϕ = x cos θ

в (45) позволяют выразить величины b и a через полные

эллиптические интегралы

b = 2C
[

E(k) − k ′2K(k)
]

, k = sin θ; (46)

a = 2C
[

E(k ′) − k2K(k ′)
]

, k ′ = cos θ, (47)

где

K(k) =

1
∫

0

dx
√

(1− x2)(1− k2x2)
,

E(k) =

1
∫

0

√

1− k2x2

1− x2
dx . (48)

Из асимптотики функции w(z ) (43) находим

D = −C cos 2θ, (49)

так что для составляющих тензора поляризуемости

прямоугольника получаем

3(d)
xx = −C2 sin2 θ, 3(d)

yy = −C2 cos2 θ (50)

и 3
(d)
xy = 0. Для величины NI справедливо выраже-

ние (22) с коэффициентом

C =
a

2[E(k ′) − k2K(k ′)]
. (51)

Для определения параметра k = sin θ было вычислено,

с использованием выражений (46) и (47), отношение

b/a как функции k . Полученная зависимость b/a от k
представлена в графическом виде на рис. 4, что поз-

воляет находить параметр k по заданному значению

отношения сторон прямоугольника. В свою очередь, на

рис. 5 представлена вычисленная зависимость величины

C2/a2 от параметра k , что позволяет определять состав-

ляющие тензора 3̂d , Sp 3̂d и тем самым константу NI .

Следует отметить, что найденное из рис. 4 значение

параметра k можно рассматривать как ориентировочное,

с последующим, при необходимости, уточнением чис-

ленными методом. Аналогичное замечание относится и

к определению величины C2/a2.

Рис. 4. Отношение b/a сторон прямоугольника как функция

параметра k = sin θ. При b/a = 0.5 параметр k ≃ 0.59.
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Рис. 5. Величина C2/a2 для прямоугольного включения

как функция параметра k = sin θ. Параметру k ≃ 0.59 (при
b/a = 0.5) отвечает C2/a2 ≃ 0.77.

При b/a → 0 прямоугольник превращается в цара-

пину, рассмотренную в предыдущем разделе. В этом

предельном случае имеем k = 0 (θ = 0), C = a/2, так
что соответствующие формулы переходят в полученные

ранее.

Квадрату со стороной 2a отвечает θ = π/4 (k =
= k ′ = 1/

√
2). В этом случае из соотношения Лежан-

дра [13]

K(k)E(k ′) + K(k ′)E(k) − K(k)K(k ′) =
π

2
(52)

выражаем E(1/
√
2) через K(1/

√
2) и из (51) получаем

C = a
2K(1/

√
2)

π
; K(1/

√
2) = 1.85407 . . . (53)

Для величины NI при a = 1 находим

b/a = 1 : NI = 0.1142 . . . , NG
I = 0.11. (54)

При b/a = 0.5 из рис. 4 следует k ≃ 0.59. Более точ-

ное значение k ≃ 0.5886, чему отвечает C/a ≃ 0.8748,

так что при a = 1 имеем

b/a = 0.5 : NI ≃ 0.2080, NG
I = 0.21. (55)

5. „Объемный“ крест

Эта фигура изображена в плоскости z на рис. 6.

Функция w(z ) определяется с помощью интеграла

Кристоффеля−Шварца, имеющего в данном случае вид

z = a + C

w
∫

1

√

(t4 + 1)2 − 4t4 cos2 θ
t4 + 1

dt
t2
. (56)

Из соответствия точек (z A = a → wA = 1,

z B = a + ib → wB = eiθ/2, zC = b + ib → wC = eiπ/4,
z D = b + ia → wD = ie−iθ/2, z E = ia → wE = i и т. д.)
находим

b =
C√
2

I1(θ), I1(θ) =

θ
∫

0

√

sin2 θ − sin2 ϕ

cosϕ
dϕ; (57)

a − b =
C√
2

I2(θ), I2(θ) =

π/2
∫

θ

√

cos2 θ − cos2 ϕ

cosϕ
dϕ.

(58)
Так как b ≤ a , то угол θ может изменяться в диапазоне
0 ≤ θ ≤ π/2.

На рис. 7 в графическом виде представлена вычислен-
ная зависимость отношения b/a от угла θ. По этому

графику определяется величина θ по заданному отно-
шению b/a , после чего с помощью рис. 8 находится

поляризуемость 3.
При b/a → 0 рассматриваемая фигура превраща-

ется в „бестелесный“ крест. При этом θ → 0, так

Рис. 6. „Объемный“ крест в плоскости z и единичный круг в

плоскости w .
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Рис. 7. Отношение b/a для „объемного“ креста как функция

угла θ. При b/a = 0.5 угол θ ≃ 1.01.

Рис. 8. Величина |3|/a2 для „объемного“ креста как функция

угла θ. Углу θ ≃ 1.01 (при b/a = 0.5) отвечает |3|/a2 ≃ 0.53.

что I1(θ) ∼ θ2 → 0, I2(0) = 2 и C = a/
√
2. Соотноше-

ние (56) при θ = 0 с учетом равенства

∫

t4 − 1√
t4 + 1

dt
t2

=

√
t4 + 1

t

принимает вид (34).
При b = a (θ = π/2) „объемный“ крест превращается

в квадрат со стороной 2a . При этом

I1(π/2) =
π√

2K(1/
√
2)

, I2(π/2) = 0,

так что константа

C = a

√
2

I1(π/2)

совпадает с (53).
При b = a/2 угол θ определяется из уравнения

I1(θ) = I2(θ), откуда находим θ ≃ 1.013 84, чему отве-

чает I1 ≃ 0.6867. В этом случае

C
a

=
1√
2 I1

≃ 1.0297, NI ≃
0.1501

a2
(59)

и при a = 1 получаем

b/a : NI ≃ 0.1501, NG
I = 0.15. (60)

Для сравнения с рассмотренными примерами приве-

дем значение NI для непроводящего круга радиуса R:

NI =
1

2πR2
, (61)

так что NI = 0.159 . . . при R = 1. Соответствующее

значение NI = 0.14 из [8] заметно отличается от этого

результата, что связано, по-видимому, с не вполне аде-

кватным способом моделирования включений круговой

формы на рассмотренной в [8] квадратной решетке.

Заключение

Проведенный в работе анализ обсуждаемой проблемы

показывает удовлетворительное согласие теоретических

выводов с результатами компьютерного эксперимен-

та [8] в тех случаях, когда такое сравнение возможно.

Использованный аналитический подход позволяет рас-

сматривать включения довольно сложной формы и дает

возможность вычислять соответствующие константы NI

с любой степенью точности. При этом величины NI ,

в отличие от компьютерного подхода, определяются во

всем диапазоне изменения входящих в задачу парамет-

ров. Так, например, для включения прямоугольной фор-

мы его поляризуемость (и следовательно, константа NI)
определена во всем интервале изменения отношения

длин его сторон — от квадрата до царапины.

Отметим, что при всем многообразии возможных

форм включений, рассмотренных в [8] и в настоя-

щей работе, величина NI заключена (при одинаковых

размерах включений) в сравнительно узком диапазоне:

0.11 . NI . 0.64 при a = 1. Здесь наименьшая оценка

NI относится к квадрату со стороной 2a , а наиболь-

шая — к царапине длиной 2a . Фактически этот интервал

оказывается еще меньше, если принять во внимание

следующее соображение. Для более корректного учета

вкладов различных включений в сопротивление образца

необходимо сравнивать константы NI при одинаковых

максимальных линейных размерах („диаметрах“) соот-

ветствующих включений. Поэтому рассмотрим величи-

ны NI для различных включений, вписанных в круг ради-

уса R. Например для квадрата в этом случае величину a
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следует заменить на R/
√
2 и тогда константа NI станет в

два раза больше, чем в (54): NI = 0.2284 . . . при R = 1.

При таком подходе наибольший вклад в сопротивле-

ние образца дают непроницаемые круговые включения,

для которых константа NI имеет наименьшее значе-

ние — см. (61). Максимальное значение NI по-прежнему

имеет для царапины длины, в данном случае 2R. По-

этому при таком сравнении константа NI оказывается

заключенной в пределах

1

2πR2
≤ NI ≤

2

πR2
, (62)

(0.16 . NI . 0.64 при R = 1), так что Nmax
I /Nmin

I = 4.

При этом для включения любой формы, вписанного в

круг радиуса R, величина NI находится в диапазоне (62),
размер которого уже не может быть увеличен.

Таким образом, при равных размерах включения раз-

личных форм вносят в сопротивление образца вклад

одного порядка величины при одинаковых концентраци-

ях N. При этом, однако, соответствующие безразмерные

концентрации (доли занимаемой непроводящей компо-

нентой площади) c = Ns , где s — площадь включения,

могут существенно отличаться друг от друга, как на-

пример, для круговых включений и включений в виде

эллипсов с малым отношением полуосей b/a ≪ 1.

Эти утверждения, основанные на рассмотрении слу-

чая малых концентраций N ≪ NI , справедливы, по-види-

мому, и при немалых N ∼ NI , в том числе и вблизи поро-

га протекания Nc . При этом величина NI задает масштаб,

в котором может изменяться размерная концентрация N:

0 ≤ N ≤ Nc , причем Nc ∼ NI . Действительно, согласно

результатам работы [8], для всех рассмотренных ти-

пов включений порог Nc составляет несколько единиц

от NI . В то же время соответствующий безразмерный

порог c0 = Ncs может быть как весьма малым — для

диэлектрических эллипсов с b/a ≪ 1, так и близким к

единице в случае таких же, но проводящих эллипсов в

диэлектрической матрице.
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