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Разработаны полигауссовские модели негауссовских случайных процессов, позволяющие описать и ими-

тировать шероховатые поверхности с разнообразными плотностями распределения высот шероховатости и

корреляционными свойствами, а также алгоритмы для численного и аналитического расчетов статистических

характеристик негауссовских рельефов. Приведены примеры применения интегральной полигауссовской

модели.

Введение

Топографическая структура поверхностей твердых тел

играет важную роль во многих областях науки и тех-

ники: в машиностроении она влияет на контактные

явления, на трение и износ изделий; в микроэлектронике

шероховатость возникает при выращивании тонких пле-

нок и при пучковой обработке, проявляется при исследо-

вании и диагностике поверхности по методам электрон-

ной спектроскопии, ионной масс-спектрометрии, эллип-

сометрии. В оптическом приборостроении необходимо

учитывать рассеяние света на неоднородностях оптиче-

ских элементов.

Наиболее распространенной моделью шероховатой

поверхности является гауссовская (нормальная) мо-

дель, для описания статистики которой достаточ-

но среднеквадратической высоты шероховатости σ 2
h =

= 〈h2(r̄)〉 − 〈h(r̄)〉2 (h — высота шероховатости, 〈 〉 —

символ статистического усреднения) и нормирован-

ной автокорреляционной функции (ACF) ρh(x) =
= σ−2

h

(

〈h(r̄)h(r̄ + x̄)〉 − 〈h(r̄)〉2
)

, которая описывает ха-

рактерные форму, размер и взаимное расположение

неровностей поверхности. Теоретическим обоснованием

использования нормальной модели для шероховатых по-

верхностей считают центральную предельную теорему

теории вероятностей, согласно которой следует ожидать

гауссовской топографической структуры, когда при фор-

мировании рельефа каждая точка поверхности подвер-

гается многократным случайным рельефообразующим

воздействиям. Ряд методов механической обработки

поверхностей (пескоструйная обработка, в некоторых

случаях шлифовка, полировка и др.) приводит к нор-

мальной плотности распределения высот шероховато-

стей [1], хотя многомерные распределения высот поверх-
ности в большинстве работ не рассматривались ввиду

сложности их экспериментального исследования. Стати-

стические свойства шероховатости зависят от способа

и режимов обработки поверхности, от характеристик

материала изделия, от условий эксплуатации и т. д., при

этом далеко не всегда микрорельеф реальной поверх-

ности можно адекватно описать моделью нормального

случайного процесса. Плотности распределения веро-

ятностей (PDF) высот микрорельефа ph(h) в реальных

ситуациях достаточно разнообразны по форме и часто

значительно отличаются от нормального распределения.

Негауссовской статистикой обладают шероховатости

со смешанной структурой, образующиеся в результате

нескольких последовательных стадий обработки поверх-

ности (при прессовании, притирке, хонинговании) для

поверхностей деталей, подвергшихся износу и прира-

ботке в процессе эксплуатации и т. д. Другой причиной

негауссовости рельефов является наличие в структу-

ре поверхности детерминированной, часто периодиче-

ской составляющей [1,2], что характерно, в частности,

для обработки точением, фрезерованием, обкатыванием,

электрополированием. Распределения высот таких по-

верхностей обычно полимодальны, автокорреляционные

функции содержат или незатухающий периодический

член, или же затухающие осцилляции при взаимной мо-

дуляции случайной и детерминированной составляющих

рельефа. В литературе можно найти и другие свиде-

тельства негауссовости рельефов [3]. Следует отметить,

что описание характеристик реальных рельефов и их

компьютерная имитация затруднены недостаточной раз-

работанностью статистических моделей негауссовских

случайных процессов и полей.

В работе предлагается полигауссовская модель слу-

чайных процессов, позволяющая единообразно описать

и имитировать шероховатые поверхности с разнообраз-

ными типами микрорельефов, а также алгоритмы для

расчета характеристик негауссовских рельефов. Поли-

гауссовские модели рельефов показали свою эффектив-

ность в приложении к задачам рассеяния оптического

излучения [4–6].

Модели негауссовских случайных
процессов и полей

Понятие
”
модели“ случайного процесса используется

в данной публикации для обозначения некоторого класса

случайных функций двух переменных (поверхность)
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h(r̄) или одной переменной (профиль) h(X), заданного
алгоритмом формирования реализаций процесса. В этом

случае вид статистических характеристик (функций и

плотностей распределения, моментных и кумулянтных

функций и т. д.) однозначно определяется типом моде-

ли и числовыми или функциональными параметрами.

Основные требования к подобной прикладной модели

негауссовских случайных процессов можно сформули-

ровать так.

1. Пригодность для описания и имитации эргодиче-

ских однородных и изотропных случайных процессов и

полей с широким классом PDF и ACF. Это свойство поз-

волит проводить сопоставление результатов расчетов,

полученных для поверхностей разного вида, в рамках

единой модели, что более корректно, чем привлекать для

этой цели несколько различных моделей.

2. Простой и эффективный алгоритм численной ими-

тации реализаций процессов и полей, позволяющий ис-

пользовать модель для расчета средних значений функ-

ционалов случайной поверхности при помощи усредне-

ния по большому количеству имитированных реализа-

ций (метод Монте-Карло).
3. Существование эффективных методов численного

подбора параметров модели с целью аппроксимации

характеристик шероховатости (PDF и ACF), полученных
из профилографических измерений. Выполнение этого

требования необходимо при сопоставлении результатов

численных расчетов с экспериментальными данными.

4. Существование несложных аналитических выраже-

ний для статистических характеристик негауссовских

процессов хотя бы I и II порядков (PDF, ACF, характе-
ристических функций и т. д.). Данное требование суще-

ственно при необходимости проводить расчеты средних

значений функционалов непосредственно, не прибегая к

имитации реализаций.

Задачу моделирования негауссовских случайных про-

цессов обычно формулируют следующим упрощенным

образом: найти модель стационарной случайной функ-

ции h(r̄) или h(X), обладающую заданными ph(h)
и ρh(x). В такой постановке задача может иметь много

решений, отличающихся видом многомерных распреде-

лений, или не иметь их вовсе, в зависимости от конкрет-

ного вида PDF и ACF. В отличие от гауссовского случая,

когда ACF может быть произвольной при условии веще-

ственности и неотрицательности спектральной плотно-

сти мощности, задание негауссовской PDF ограничивает

в общем случае вид возможных корреляций процесса.

В известной авторам литературе отсутствуют эффек-

тивные методы проверки совместности функциональных

форм ph(h) и ρh(x), отмечается лишь, что происхожде-

ние ограничений связано со специфическими свойствами

двумерной характеристической функции (CF) процес-

са [7] χh(ν1, ν2; x) = 〈exp
(

iν1h(r̄ + x̄) + iν2h(r̄)
)

〉.
Наибольшее распространение в приложениях по-

лучили модели негауссовских случайных процессов

на основе нелинейного безынерционного преобразова-

ния нормального процесса [8–10] h(r̄) = F−1
h

(

Fε

(

ε(r̄)
))

,

где Fh(h) и Fε(ε) — функции распределения (DF) процес-
са (h(r̄)) и центрированного и нормированного нормаль-

ного процесса ε(r̄) соответственно. ACF нормального

процесса ρε(x), требуемая для получения заданной ACF

негауссовского процесса ρh(x), может быть найдена в

аналитическом виде только в нескольких частных случа-

ях [8–11], численное же определение ρε(x) существенно

усложняется с ростом отклонения ph(h) от нормальной

плотности.

С точки зрения описания случайной шероховатости,

наиболее перспективными можно признать модели, учи-

тывающие особенности процесса формирования микро-

рельефа при определенном способе обработки поверх-

ности. Например, в [12,13] рассмотрена математическая

модель роста пленки, которая дает асимметричные рас-

пределения высот шероховатостей и ACF, близкую к

гауссовской, что подтверждается экспериментальными

исследованиями. В [14] рассмотрена бимодальная ком-

позитная модель поверхности магнитной пленки, состо-

ящей из магнитных и немагнитных частиц в полимерной

основе. В [15] рассмотрены шероховатости, порожда-

емые физическими моделями напыления и травления

тонких пленок.

Смеси вероятностных распределений

Для аппроксимации разнообразных плотностей рас-

пределения высот поверхности можно применить два

различных подхода. Традиционно принято использо-

вать для аппроксимации гистограммы распределения

из многопараметрического семейства PDF [16] или из

более узких классов распределений и их преобразо-

ваний [8,17–19]. Такой подход не даёт возможности

описать детали гистограммы распределения по высотам,

и даже для частных случаев этих классов PDF разработ-

ка моделей процессов сопряжена с серьезными трудно-

стями принципиального характера. Более удобным спо-

собом аппроксимации PDF случайных процессов пред-

ставляется использование смесей вероятностных рас-

пределений [20,21]. Функция распределения смеси Fh(h)
имеет, в общем случае, вид

Fh(h) =

∫

Q(h; µ̄)dG(µ̄), (1)

где µ̄ — вектор параметров; Q(h; µ̄), G(µ̄) — функ-

ции распределения. Плотность распределения смеси

ph(h) можно выразить через плотность распределения

q(h; µ̄) = dQ(h; µ̄)/dh. Для дискретных распределений

G(µ̄) с обобщенной плотностью g(µ̄) =
∑

n
wnδ(µ̄ − µ̄n)

имеем

ph(h) =
∑

n

wnq(h; µ̄n), (2)

где {wn} — вероятностные веса (wn > 0;
∑

n
wn = 1).

Для непрерывных функций G(µ̄) с плотностью g(µ̄):

ph(h) =

∫

q(h; µ̄)g(µ̄)dµ̄. (3)
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Возможны смеси в виде комбинации (2) и (3), а также
варианты, когда смешиваемые распределения различа-

ются функциональным видом. В отличие от разложе-

ний PDF в ряд по полиномам [22] или модельных

приближений CF, получаемых усечением бесконечного

ряда кумулянтов [16], смеси (2), (3) обладают всеми

свойствами вероятностных распределений и могут быть

использованы в аналитических расчетах. Понятие смеси

предполагает, что реализации случайного явления могут

принадлежать разным совокупностям, вероятностные

свойства которых отличаются. Такая интерпретация сме-

сей привела к широкому их использованию в статисти-

ческих задачах кластер-анализа, распознавания и клас-

сификации случайных явлений [23,24] и т. д. Различные

вопросы, связанные со смесями, рассмотрены в [21], где
также приведена обширная библиография.

Наиболее распространенным в приложениях видом

смесей является суперпозиция гауссовских распреде-

лений, так называемое полигауссовское представление.

В работах [25–27] проведен теоретический анализ пред-

ставления случайных процессов комбинацией гауссов-

ских распределений, доказана полнота гауссовских функ-

ций в L2(−∞;∞) и продемонстрирована возможность

сколь угодно точного описания произвольной комплекс-

нозначной функции конечным числом гауссовских ком-

понент. Полигауссовские суперпозиции нашли широ-

кое применение для описания случайных негауссовских

сигналов и помех для решения задач лазерной лока-

ции, аппроксимации распределений случайных величин,

встречающихся в технических приложениях [28,29].

Используемые полигауссовские модели случайных

процессов предполагают, что почти всякая реализация

рассматривается, как реализация одного из конечного

(или счетного) множества различных гауссовских про-

цессов [27,30]. При такой интерпретации веса {wn}
имеют смысл вероятностей того, что реализация принад-

лежит той или иной нормальной совокупности. Очевид-

но, что подобный подход соответствует неэргодическим

полигауссовским случайным процессам [28] и не может

быть использован для построения моделей, описываю-

щих однородные профили шероховатостей.

В настоящей работе предлагается иной метод получе-

ния полигауссовских моделей, при котором сразу зада-

ется общий алгоритм построения процессов или полей с

полигауссовской структурой, а затем конкретизируются

параметры алгоритма для моделирования процессов с

различными свойствами.

Алгоритм построения полигауссовских
моделей

Рассмотрим алгоритм формирования случайного про-

цесса (поля двумерного микрорельефа) h(r̄), заданного
на плоскости r̄ = {X ,Y},

h(r̄) = σ (r̄)ε(r̄ ) + µ(r̄), (4)

где ε(r̄ ) — стационарный эргодический гауссовский

процесс с нулевым средним и единичной дисперси-

ей
(

ε(r̄) ∈ N(0, 1)
)

, а σ (r̄) и µ(r̄) — случайные про-

цессы, независимые от ε(r̄)). Предположим, что эти

процессы получены в результате безынерционных в

общем случае нелинейных преобразований некоторого

стационарного эргодического процесса γ(r̄) (управляю-
щего процесса)

σ (r̄) = S
(

γ(r̄)
)

, µ(r̄) = M
(

γ(r̄)
)

. (5)

В качестве γ(r̄) следует выбрать случайный процесс,

статистические свойства которого хорошо изучены, и

обладающий эффективным алгоритмом имитации реали-

заций. Процесс γ(r̄) может быть, например, нормаль-

ным, или производным от нормальных процессов. Мож-

но также использовать
”
ступенчатые“ процессы γ(r̄)

с дискретным пространством состояний. Совместная

плотность распределения вероятностей процессов σ (r̄ )
и µ(r̄) имеет вид

pσµ(σ, µ) =

∫

δ
(

σ − S(γ)
)

δ
(

µ − M(γ)
)

dFγ(γ), (6)

где δ — дельта-функция; Fγ(γ) — DF процесса γ(r̄).
Используя (4)−(6), получим одномерную характеристи-

ческую функцию:

χh(ν) =

∫

dεdσ dµpε(ε)pσµ(σµ)
(

iv(σ ε + µ)
)

=

∫

exp
(

iνM(γ) − ν2S2(γ)/2
)

dFγ(γ), (7)

где pε(ε) — PDF нормального процесса ε(r̄ ). Выполнив
обратное преобразование Фурье от выражения (7), по-
лучим PDF процесса h(r̄)

ph(h) =

∫

1√
2π|S(γ)|

exp

(

−
(

h − M(γ)
)2

2S2(γ)

)

dFγ(γ).

(8)
Таким образом, распределение процесса h(r̄), получен-
ное по алгоритму (4), будет смесью нормальных распре-

делений типа (1), причем полигауссовский вид PDF не

зависит от распределения управляющего процесса γ(r̄).
Так как при формировании h(r̄) использовались только

стационарные эргодические процессы, то и h(r̄) будет

стационарным и эргодическим. Алгоритм (4) определяет
класс полигауссовских моделей (PG) случайных процес-

сов и полей. PG-модели могут отличаться как видом

функций S(γ) и M(γ), так и типом γ(r̄). Можно выделить

две основные группы полигауссовских моделей.

1. Пространство состояний процесса γ(r̄) непрерывно,
существует PDF pγ(γ) = dFγ(γ)/dγ , а функция PDF

процесса h(r̄) примет вид:

ph(h) =

∫

pγ(γ)
1√

2π|S(γ)|
exp

(

−
(

h − M(γ)
)2

2S2(γ)

)

dγ,

(9)
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т. е. представляет собой интегральную полигауссовскую

смесь типа (3), весовой функцией которой является
плотность распределения управляющего процесса. На-
зовем эту группу PG-моделей интегральными полигаус-

совскими моделями (IPG).
2. Для случайных процессов γ(r̄) с дискретным про-

странством состояний {γn}, n = 1, · · · , N можно запи-

сать dFγ(γ) = dγ
N
∑

n=1

wnδ(γ − γn), где wn — вероятности

состояний (wn > 0;
N
∑

n=1

wn = 1) и интеграл (8) преобра-

зуется в сумму

ph(h) =

N
∑

n=1

wn
1√

2π|σn|
exp

(

− (h − µn)
2

2σ 2
n

)

, (10)

где σn = S(γn), µn = M(γn). Эту группу моделей назовем

дискретными полигауссовскими моделями (DPG). Дис-
кретная модель получится и в том случае, когда про-
странство состояний γ(r̄) непрерывно, но функции S(γ)
и M(γ) являются кусочно-постоянными. Тогда вероят-
ностные веса {wn} представляют собой вероятности
нахождения процесса γ(r̄) в интервалах постоянства

функций S(γ) и M(γ).
В тех ситуациях, когда пространство состояний γ(r̄)

имеет как непрерывную, так и дискретную состав-
ляющие, получим смешанную интегрально-дискретную

PG-модель с PDF в виде комбинации (9) и (10).

Основные характеристики
полигауссовских процессов

Все вероятностные характеристики полигауссовского
процесса можно выразить через характеристики управ-
ляющего процесса γ , нормального процесса ε и свойства

функций S(γ), M(γ). Для оценки степени негауссовского
PDF удобно использовать кумулянты распределения,
которые выражаются через начальные моменты распре-

деления [6]. Для первых четырех кумулянтов центриро-
ванного полигауссовского процесса h(r̄) имеем:

κ
(h)
1 = α

(h)
1 = 〈h〉 = 〈µ〉 = 0,

κ
(h)
2 = α

(h)
2 = σ 2

h = 〈µ2〉 + 〈σ 2〉,
κ

(h)
3 = α

(h)
3 = σ 3

h Sk(h) = 〈µ3〉 + 3〈µσ 2〉,

κ
(h)
4 = α

(h)
4 − 3

(

α
(h)
2

)2

= σ 4
h Ku(h) =

(

〈µ4〉 − 3〈µ2〉2
)

+ 3
(〈

σ 4 − 3〈σ 2〉2
〉)

+ 6
(

〈µ2σ 2〉 − 〈µ2〉〈σ 2〉
)

,

где 〈 〉 — усреднение по распределению процесса γ ,

α
(h)
k — начальные моменты распределения процес-

са h(r̄), σ 2
h , Sk(h), Ku(h) — дисперсия, коэффициенты

асимметрии и эксцесса PDF соответственно. Средние

значения 〈µkσ m〉 для моделей IPG и DPG имеют вид:

〈µkσ m〉 =

∞
∫

−∞

pγ(γ)Mk(γ)Sm(γ)dγ (IPG)

и

〈µkσ m〉 =

N
∑

n=1

wnµ
k
nσ

m
n (DPG).

В приведенных формулах полагается, без ограничения

общности, среднее значение процесса M(γ) равным

нулю, что достигается вычитанием из M(γ) постоянного
значения. Представив cовместную плотность распреде-

ления процессов σ и µ в точках r̄ и r̄ + x̄ в виде

pσµ(σ(1), µ(1), σ(2), µ(2); x)

=

∫

dFγ(γ(1), γ(2); x) 5
k=1,2

δ
(

σ(k)−S(γ(k))
)

δ
(

µ(k)−M(γ(k))
)

,

где γ(1) = γ(r̄), γ(2) = γ(r̄ + x̄) и т. д., Fγ(γ(1), γ(2); x) —

двумерная DF процесса γ и, обобщая вывод формулы

для одномерной CF (7), получим общее выражение для

двумерной CF полигауссовского процесса

χh(ν1, ν2; x) =
〈

exp
(

iν1h(r̄) + iν2h(r̄ + x̄)
)〉

=

∫

dFγ(γ(1), γ(2); x) exp
{

iν1M(γ(1)) + iν2M(γ(2))

− 1

2

(

S2(γ(1))ν
2
1 + S2(γ(2))ν

2
2

+ 2S(γ(1))S(γ(2))ν1ν2ρε(x)
)

}

, (11)

где ρε(x) — ACF нормального процесса ε. Для моде-

лей IPG и DPG дифференциал двумерной DF примет

вид

dFγ(γ(1), γ(2); x) = dγ(1)dγ(2)pγ(γ(1), γ(2); x) (IPG),
(12a)

dFγ(γ(1),γ(2); x) = dγ(1)dγ(2)

N
∑

n,m=1

wnPnm(x)

× δ(γ(1) − γn)δ(γ(2) − γm) (DPG), (12b)

где Pnm(x) = P
(

γ(r̄ + x̄) = γm|γ(r̄) = γn
)

— вероятность

перехода процесса γ(r̄) из состояния γn в точке r̄ в

состояние γm в точке r̄ + x̄ . Подставляя (12) в (11),
получим двумерные характеристические функции для

интегральной и дискретной моделей

χh(ν1, ν2; x) =

∫

pγ(γ(1), γ(2); x) exp
{

iν1M(γ(1))

+ iν2M(γ(2)) −
1

2

(

S2(γ(1))ν
2
1 + S2(γ(2))ν

2
2

+ 2S(γ(1))S(γ(2))ν1ν2ρε(x)
)

}

dγ(1)dγ(2), (IPG)

χh(ν1, ν2; x) =
N
∑

n,m=1

wnPnm(x) exp
{

iν1µn + iν2µm

− 1

2

(

σ 2
n ν

2
1 + σ 2

mν
2
2 + 2σnσmν1ν2ρε(x)

)

}

. (DPG)
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Таким образом, для полигауссовских моделей рассмат-
риваемого типа двумерное распределение процесса так-
же представляется в виде смеси нормальных распреде-
лений, но, в отличие от неэргодических полигауссов-
ских моделей [26,27,30], вероятностные коэффициенты
смеси pγ(γ(1), γ(2); x) для модели IPG или wnPnm(x)
для модели DPG зависят от расстояния между точками
процесса x . Для ACF центрированного процесса h(r̄)
из (5) следует

Rh(x) = σ 2
h ρh(x) = 〈h(r̄)h(r̄ + x̄)〉 = Rσ (x)ρε(x) + Rµ(x).

(13)
Выражения для ACF процессов σ (r̄) и µ(r̄) можно
записать в виде

Rg(x) =

∫

G(γ(1))G(γ(2))pγ(γ(1), γ(2); x)dγ(1)dγ(2), (IPG)

(14a)

Rg(x) =
N
∑

n,m=1

wnPnm(x)gngm, (DPG) (14b)

где g =

{

µ

σ,
G =

{

M

S,
gk =

{

µk

σk
=

{

M(γk)

S(γk).

Рассуждая так же, как и при выводе формул для
двумерной CF, можно показать, что CF произвольного
порядка q для процесса h(r̄) в точках {r̄k}, k = 1, . . . , q
является смесью нормальных CF:

χh(ν̄ ; R̄)

=

∫

pγ(γ̄ ; R̄)χ(N)
(

ν̄ ; R̄
∣

∣M(γ̄), S(γ̄),C(γ̄ , R̄)
)

dγ̄, (IPG)

χh(ν̄ ; R̄)

=

N
∑

n1,...,nq=1

PN̄q
(R)χ(N)

(

ν̄ ; R̄
∣

∣µ̄N̄q
, σ̄N̄q

,CN̄q
(R̄)
)

, (DPG)

где ν̄ = (ν1, . . . , νq), γ̄ = (γ1, . . . , γq), R̄ = {rkl} =
= {|r̄k − r̄ l |}, k, l = 1, . . . , q — матрица продольных
расстояний между точками процесса h(r̄k);
χ(N)

(

ν̄ ; R̄
∣

∣M(γ̄), S(γ̄),C(γ̄, R̄)
)

— CF порядка q
нормальной случайной величины с вектором
средних M(γ̄) и корреляционной матрицей C(γ̄, R̄) =
= {Ckl} = {S(γk)S(γl)ρε(rkl)}; pγ(γ̄ ; R̄) — q-мерная
PDF управляющего процесса γ(r̄), N̄g = {n1, . . . , nq};
P N̄q

(R) = P
(

γ(r̄1) = γn1 , . . . , γ(r̄q) = γnq

)

— вероятность
того, что процесс γ(r̄) в точках {r̄k}, находится в
состояниях γn1 , . . . , γnq соответственно;

CN̄q
(R̄) =

{

S(γnk )S(γnl )ρε(rkl)
}

.

Рассмотрим универсальный способ численного опре-
деления характеристик полигауссовских процессов. Как
видно из проведенного выше рассмотрения, выражения
для характеристик процесса h(r̄) порядка q имеют
структуру

Th(ν̄ , R̄) =

∫

dFγ(γ̄ ; R̄)t(γ̄ ; R̄; γ̄), (15)

где Th(ν̄, R̄) — некоторая характеристика с вектором
аргументов ν̄ и вектором параметров R̄, Fγ(γ̄ ; R̄) —

DF управляющего процесса порядка q. Специфиче-

ский вид (15) удобен для вычислений по методу

Монте-Карло [31], в этом случае при заданных ν̄ и R̄
имитируются случайные векторы {γ̄ j}, j = 1, . . . , NMC

с функцией распределения Fγ(γ̄ ; R̄), и оценка значе-

ния Th(ν̄, R̄) вычисляется по формуле:

T ∗
h (ν̄ , R̄) ≈ 1

NMC

N MC
∑

j=1

t(ν̄ ; R̄; γ̄ j).

Точность оценки зависит от вида подынтегральной функ-

ции и количества используемых при расчете случайных

векторов. Дисперсия оценки

DMC ≈ 1

NMC

(

1

NMC

N MC
∑

j=1

t2(ν̄ ; R̄; γ̄ j) −
(

T∗
h (ν̄ , R̄)

)2
)

.

Основные преимущества данного метода проявляются

при расчете характеристических функций третьего и

более высоких порядков, которые с трудом могут быть

получены стандартными методами численного интегри-

рования вследствие высокой размерности интегралов и

осциллирующего характера подынтегральных функций.

IPG-модель с нормальным
управляющим процессом

В качестве примера применения полигауссовского

алгоритма рассмотрим IPG-модель, в которой управ-

ляющий процесс γ(r̄) является нормальным. Без огра-
ничения общности γ(r̄) можно считать центриро-

ванным и нормированным (γ(r̄) ∈ N(0, 1)) с PDF

pγ(γ) = 1√
2π

exp(−γ2/2). Алгоритм имитации реализа-

ций процесса h(χ) вытекает из (5): требуется промоде-

лировать независимые реализации процессов ε(X), γ(X)
нужной длины, провести два безынерционных преоб-
разования σ (X) = S

(

γ(X)
)

, µ(X) = M
(

γ(X)
)

и осуще-

ствить при каждом значении аргумента X операции

умножения и сложения. Структура алгоритма поясня-

ется рис. 1, где приведены фрагменты реализаций про-

цессов ε(X), γ(X), µ(X), σ (X) и h(X), а также графики

соответствующих функций S(γ) и M(γ). Вычисления

PDF и ACF производились по формулам (9), (13)
с использованием численных методов. Используя разло-

жение двумерной нормальной плотности [32]

pγ(γ1, γ2; x) = pγ(γ1)pγ(γ2)

∞
∑

k=0

ρk
γ(x)Hk(γ1)Hk(γ2)

и формул (13), (14), получим выражение для ACF
процесса

Rh(x) =
∞
∑

k=0

(

S2
kρε(x) + M2

k

)

ρk
γ (x), (16)

где ργ(x) — ACF процесса γ(r̄), Gk =

{

Mk

Sk
— ко-

эффициенты разложений функций S(γ) и M(γ) в ряды
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Рис. 1. Структура алгоритма формирования реализации инте-

грального полигауссовского случайного процесса.

по полиномам Эрмита Gk =
∞
∫

−∞

pγ(γ)G(γ)Hn(γ)dγ . Для

расчета Rh(x) по (16) с точностью порядка 0.1% доста-

точно ограничиться 10−40 коэффициентами.

При выборе математического представления функ-

ций S(γ) и M(γ) можно исходить как из физического

механизма формирования рельефа по алгоритму (4),
так и из чисто математических соображений, принимая

во внимание возможность аналитического вычисления

характеристик процесса, и подбирая такой вид много-

параметрических функций, который позволяет описать

как можно более широкий класс PDF и ACF релье-

фов. В настоящей работе применялся второй подход,

в рамках которого использовались функции G = {S, M}
следующего вида:

G(γ) = B + A erf(Cγ/
√
2) + exp(−C2γ2/2)

K
∑

k=0

gkHk(γ).

(17)
Коэффициенты Эрмита Gn для расчета (16) можно

вычислить по формулам

Gn = G(1)
n + G(2)

n , G(2)
n =

K
∑

k=0

gkIkn,

G(1)
n =























B n = 0,

AC
√

2/(πp) n = 1,

0 n = 2s, s = 1, 2, . . . ,

−G(1)
n−2

C2(n−2)

p
√

n(n−1)
n = 2s + 1, s = 1, 2, . . . ,

Ikn = Ink

=



















































0 k + n = 2s + 1, s = 1, 2 . . . ,

1/
√

p k = n = 0,

1−p
p

√

(k−1)/k Ik−2,0 n = 0, k = 2, 4, . . . ,

1
p

√
kIk−1,0 n = 1, k = 1, 3 . . . ,

1

p
√

k
(
√

nIk−1,n−1+ k, n > 1;

+p
√

k − 1Ik−2,n) k + n = 2s, s + 1, 2, . . . ,

p = C2 + 1.

При расчете кумулянтов PDF и CF I порядка

IPG-процессов с нормальным γ(r̄) применялись стан-

дартные методы численного интегрирования [33], а для

вычисления плотностей и CF II и более высоких по-

рядков использовался метод Монте-Карло, реализация

которого сводится к имитации нормальных случайных

векторов с заданной корреляционной матрицей, что

осуществляется известными методами [17]. Кроме то-

го, для расчета PDF и CF I и II порядков исполь-

зовался приближённый метод, основанный на замене

функций S(γ) и M(γ) в существенной области зна-

чений процесса γ(r̄) их кусочно-постоянными аппрок-

симациями. Подбор параметров функций S(γ), M(γ)
вида (17) и гауссовских ACF ρε(x), ργ(x) нормаль-

ных процессов ε(x), γ(x) осуществлялся совместной

аппроксимацией заданных ph(h) и гауссовской Rh(x)
симплексным методом многопараметрической оптимиза-

ции [34].
В качестве примера использования IPG-модели с

нормальным управляющим процессом γ(r̄) на рис. 2

приведены участки профилей h(X), графики плотно-

сти распределения вероятностей высот ph(h) и корре-

ляционные функций ACF четырех характерных групп

рельефа: гауссовский тип рельефа GS; рельеф типа S

с отрицательной асимметрией PDF (Sk < 0), типичной
для поверхностей хрупких материалов после абразивной

обработки; рельеф типа K с симметричной PDF высот,

но обладающей острой вершиной (Ku > 0), что харак-

терно, в частности, для поверхностей после химического

травления; рельеф типа B с бимодальной PDF (Ku < 0),
что может являться, например, следствием зернисто-

сти обрабатываемых материалов. Параметры плотности

распределения высот профиля для различных поверх-

ностей типов GS, S,K, B приведены в таблице. Наборы

поверхностей отличаются различным типом отклонения

PDF высот шероховатости от гауссианы, степень откло-

нения увеличивается с ростом номера поверхности в

каждой группе. В данном примере автокорреляционные

функции для разных типов рельефов шероховатостей

подбирались близкими к гауссовской ACF, что позво-

ляло отдельно исследовать влияние только формы PDF

высот на характеристики рассеяния электромагнитного

излучения [4–6]. Под
”
близостью“ ACF (с точностью

1−2%) понимается не математическая тождественность,

а близость в аппроксимационном смысле (в метрике

пространства L2).
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Рис. 2. Примеры поверхностных рельефов различных типов, полученных c использованием интегральной полигауссовской модели.

Профили поверхностей типов GS (a), S (b), K (e), B (f), их плотности распределения высот: d, g, h и автокорреляционные

функции (c).

Рассмотрим примеры использования IPG-модели с
нормальным управляющим процессом для описания ре-

альных микрорельефов, полученных в ряде технологи-
ческих процессов. На рис. 3 приведены гистограммы

распределения высот шероховатости, образующиеся при

ионной бомбардировке образца стали [35] марки СТ20
атомами азота (IZ) рис. 3, a и аргона (IR) рис. 3, b

с энергией 3 keV в течение 90min; при химическом

травлении (TR) стали (рис. 3, c) спиртовым раствором
азотной кислоты по методике, применяемой при стан-

дартном металлографическом исследовании структуры
сталей, а также экспериментальных образцов F1, F2,

F3 (рис. 3, d, e, f соответственно). Образцы серии F

получены при различных уровнях освещения фотома-
териала гауссовским спекл-полем, возникающим при

рассеянии лазерного пучка на сильношероховатом диф-
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Рис. 3. Гистограммы рельефов поверхностей (сплошная линия), полученных в результате технологических процессов IZ, IR, TR, F,

и их аппроксимация (штриховая линия) c использованием интегральной полигауссовской модели. Для сравнения приведены

гауссовские распределения высот профиля (пунктирная линия).

Типы рельефа Sk Ku

GS 0.003 0.000

S3 −0.476 0.329

S5 −0.809 1.060

S7 −1.374 2.279

S9 −1.850 5.508

K1 −0.001 0.426

K3 0.005 0.837

K5 −0.016 1.198

K8 −0.013 8.355

B2 −0.006 −0.474

B5 0.013 −0.776

B7 0.014 −1.097

B9 −0.018 −1.159

фузоре, с последующим проявлением и отбеливани-

ем [36].
Гистограммы рассчитаны при статистической обра-

ботке профилограмм, с учетом огибающей поверхност-

ных неровностей, не связанных с процессом модифи-

кации поверхности. Аппроксимация гистограмм ph(h)
получена с использованием IPG-модели.

Как видно из сравнения формы гистограмм с кривой

гауссовского распределения GS (рис. 3), PDF представ-

ленных рельефов существенно отличается от гауссов-

ских. Бимодальные распределения высот при ионном и

химическом травлениях поликристаллических образцов

(рис. 3, a−c) обусловлены наличием двух групп зерен

в составе стали, а разделение мод распределения ph(h)
объясняется тем, что различие коэффициентов распыле-

ния (травления) разных зерен больше, чем дисперсия в
пределах одной группы. Различие высотных параметров
рельефов F (рис. 3, d−f) связано с нелинейностью ха-

рактеристик фотоматериала от экспозиции. Наблюдается
хорошее соответствие высотных параметров для реаль-

ных и моделированных методом IPG рельефов.

Заключение

Рассмотренная реализация IPG-модели обобщает рас-

пространенный в приложениях способ имитации негаус-
совских случайных процессов на основе нелинейного

безынерционного преобразования нормального процес-
са, к которому IPG-модель сводится в

”
вырожденном“

случае S(γ) ≡ 0. Следует отметить, что в приведен-

ном выше примере рельефа шероховатой поверхности,
в качестве исходных использовались только нормальные

процессы с гауссовской ACF, привлекая управляющие
процессы другой структуры, например, производные от

нормальных или периодические, и используя различные
виды корреляций, можно еще более расширить диапазон
выходных процессов модели IPG без существенного

усложнения математического аппарата.
К преимуществам IPG-модели следует отнести про-

стой алгоритм имитации реализаций, простоту вычис-
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ления статистических характеристик процессов и еди-

нообразный вид распределений всех порядков в виде
полигауссовских смесей, независимо от формы плотно-
сти распределения вероятности и автокорреляционной

функции процессов. Возникающая вследствие двух неза-
висимых процессов ε(x), γ(x) большая гибкость модели,
позволяет добиться независимого варьирования высот-
ных и корреляционных свойств и дает возможность

описывать процессы с сильной степенью отклонения от
нормальности, что не всегда возможно при нелинейном
преобразовании одного нормального процесса.
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