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Исследована устойчивость к малым возмущениям плоского течения электропроводящей вязкой жидкости

при наличии продольного магнитного поля и больших числах Рейнольдса. Рассмотрена полная линеаризован-

ная система уравнений магнитной гидродинамики. Использованы метод коллокаций и метод дифференциаль-

ной прогонки. Подробно исследованы зависимости критических чисел Рейнольдса от электропроводности.

Обнаружены новая ветвь неустойчивости при больших числах Рейнольдса и скачкообразное изменение

критических чисел Рейнольдса.

Введение

Исследования устойчивости к малым возмущениям

плоского МГД-течения Пуазейля электропроводящей

жидкости в продольном магнитном поле имеют долгую

историю [1–7] и представляют значительный интерес

для построения общей теории ламинарно-турбулентного

перехода течений вязкой жидкости в каналах, изучения

бифуркаций решений уравнения Навье−Стокса. Дан-

ная задача является классической, однако она трудна

для исследования: до сих пор отсутствуют простые

и эффективные методы исследования неустойчивости

Толлмина−Шлихтинга в линейном приближении при

больших числах Рейнольдса и немалых магнитных чис-

лах Прандтля. Экспериментальная проверка результа-

тов и положений линейной теории гидродинамической

устойчивости также составляет сложную проблему,

особенно при больших магнитных числах Прандтля.

Устойчивость МГД-течения Пуазейля электропроводя-

щей жидкости в продольном магнитном поле исследо-

валась в работах [8,9].

Прямое численное моделирование развития неустой-

чивости позволяет получать результаты, близкие к экс-

периментальным [10–12]. Однако такой подход требует

серьезного обоснования, вычисления являются очень

сложными и требуют больших затрат, связанных с

необходимостью использования суперкомпьютеров. При

этом трудно установить основные закономерности раз-

вития и стабилизации возмущений от входящих в урав-

нения параметров, так как для каждого набора пара-

метров приходится исследовать множество возмущений

различной формы и амплитуды. Кроме того, методы пря-

мого численного моделирования имеют существенные

ограничения по числам Рейнольдса по порядку системы

решаемых уравнений. В то же время современные воз-

можности вычислений техники позволяют эффективно

исследовать малые возмущения магнитогидродинамиче-

ских течений с использованием полной линеаризован-

ной системы уравнений магнитной гидродинамики в

широком диапазоне входящих в уравнения параметров

и при больших числах Рейнольдса. Такой подход имеет

надежный теоретический фундамент, представленный, в

частности, в известных работах В.И. Юдовича [13,14].

Постановка задачи

Система уравнений магнитной гидродинамики в без-

размерной форме имеет вид

∂H
∂t

+ (V∇)H = (H∇)V +
1

Rm
1H, (1)

∂V

∂t
+ (V∇)V = −∇

(

p + Al
H2

2

)

+ Al(H∇)H +
1

Re
1V, (2)

divV = 0, divH = 0, (3)

где Al = H2
0/4πρV 2

0 — число Альфвена, Re = V0d/ν —

число Рейнольдса, Rm = V0d 4πσ
c2 — магнитное число

Рейнольдса. В качестве характеристических параметров

выбраны полуширина канала d, среднерасходная ско-

рость V0, величина напряженности внешнего магнит-

ного поля H0. Введем декартову систему координат с

осью x , направленной вдоль направления течения, а

ось y направим перпендикулярно параллельным плос-

костям, ограничивающим жидкость. Ось z направлена

перпендикулярно к x и y . Границы канала расположе-

ны при y = ±1. Удобно ввести обобщенное давление

Pg = p + Al H2

2
. Таким образом, структура уравнений

магнитной гидродинамики такова, что три параметра

(например, Al, Re, Rm) полностью определяют поведение

системы при заданных геометрии канала и внешнего

магнитного поля. При расчетах вместо магнитного числа

Рейнольдса использовалось магнитное число Прандтля

Pm = Rm/Re = 4πσν/c2, прямо пропорциональное элек-

тропроводности и не зависящее от скорости и магнитно-

го поля.
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Решение системы уравнений (1)−(3) представим в

виде

V = U + v, (4)

H = H0 + h, (5)

Pg = P0 + P, (6)

где U, H0, P0 — стационарное решение (U = {U, 0, 0},
U = (3/2)(1 − y2), H = {1, 0, 0}), v, h, P — возмуще-

ния скорости, магнитного поля и давления. Подста-

вим (4)−(6) в уравнения (1)−(3). Считая возмущения

малыми, получим линеаризованную систему уравнений

∂h
∂t

+ (U∇)h = (H0∇)v + (h∇)U +
1

Rm
1h, (7)

∂v

∂t
+ (U∇)v + (v∇)U = −∇P + Al(H0∇)h +

1

Re
1v,

(8)
div v = 0, div h = 0. (9)

Стенки канала предполагаются непроницаемыми и

идеально электропроводящими. Граничные условия для

возмущений имеют вид

v = 0, hy = 0 при y = ±1. (10)

Решения линеаризованной системы уравнений магнит-

ной гидродинамики (7)−(9) ищутся в виде

{vx(y), vy(y), vz (y),hx(y), hy(y), hz (y), q(y)}

× exp(iα(x −Ct) + iβz ), (11)

где vx , vy , vz , hx , hy , hz — проекции амплитуд возму-

щений скорости и напряженности магнитного поля на

соответствующие оси декартовой системы координат,

q — возмущение давления, α — продольное волновое

число, β — поперечное волновое число, C = X + iY —

комплексная фазовая скорость, в которой αX — соб-

ственно фазовая скорость, а αY — декрeмент затухания

возмущения (Y < 0) или инкремент его нарастания

(Y > 0). Подставим (11) в (7)−(9). Получим систему

дифференциальных уравнений

iα(U −C)hx = iαvx + hyU ′ +
1

Rm

[

h′′

x − hx (α
2 + β2)

]

,

(12)

iα(U −C)hy = iαvy +
1

Rm

[

h′′

y − hy(α
2 + β2)

]

, (13)

iα(U −C)hz = iαvz =
1

Rm

[

h′′

z − hz (α
2 + β2)

]

, (14)

iα(U −C)vx + vyU ′ = − iαq + iαAlhx

+
1

Re

[

v ′′

x − vx(α
2 + β2)

]

, (15)

iα(U −C)vy = −q′ + iαAlhy +
1

Re

[

v ′′

y − vy(α
2 + β2)

]

,

(16)

iα(U −C)vz = −iβq + iαAlhz +
1

Re

[

v ′′

z − vz (α
2 + β2)

]

,

(17)
v ′

y + iαvx + iβvz = 0, h′

y + iαhx + iβhz = 0. (18)

Введем новые функции v = αvx + βvz , h = αhx + βhz .

Уравнение (12) умножим на α, уравнение (14) умножим
на β и сложим эти уравнения. С уравнениями (15), (17)
поступим аналогично. Получим

iα(U −C)h = iαv + αhyU ′ +
1

Rm
(h′′ − k2h), (19)

iα(U −C)hy = iαvy +
1

Rm
(h′′

y − k2hy ), (20)

iα(U −C)v + αvyU ′ = − ik2q + iαAlh

+
1

Re
(v ′′ − k2v), (21)

iα(U −C)vy = −q′ + iαAlhy +
1

Re
(v ′′

y − k2vy), (22)

v ′

y + iv = 0, h′

y + ih = 0. (23)

Здесь k2 = α2 + β2 — квадрат волнового вектора. С по-

мощью второго соотношения (23) в уравнении (21) вы-

разим h через hy . Система дифференциальных уравне-

ний (19)−(23) примет вид

iα(U −C)h = iαv + αhyU ′ +
1

Rm
(h′′ − k2h), (24)

iα(U −C)hy = iαvy +
1

Rm
(h′′

y − k2hy ), (25)

iα(U −C)v + αvyU ′ = ik2q − αAlh′

y +
1

Re
(v ′′ − k2v),

(26)

iα(U −C)vy = −q′ + iαAlhy +
1

Re
(v ′′

y − k2vy), (27)

v ′

y + iv = 0, h′

y + ih = 0. (28)

Легко заметить, что теперь величина h входит толь-

ко в уравнение (24), которое отщепляется от систе-

мы (24)−(28). Применяя простые преобразования, мож-

но исключить q из (26), получится задача на собствен-

ные значения

h′′

y − k2hy = iαRm(U −C)hy − iαRmv. (29)

v(4)
y − 2k2v ′′

y + k4vy = iαRe
[

(U −C)(v ′′

y − k2vy) −U ′′vy

]

− iαAlRe(h′′

y − k2hy). (30)

Граничные условия имеют вид

vy = 0, v ′

y = 0, hy = 0. (31)

Обозначим

D = iαRe(U −C), � = iαPmRe(U −C). (32)
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Используя формулы (32), перепишем далее систему

дифференциальных уравнений (25)−(28) в виде

v ′

y = −iv, h′

y = 8 v ′ = Z, (33)

8′ = k2hy − iαRePmvy + �hy , (34)

Z′ = k2v + αReAl8 + ik2Req + αU ′Revy + Dv, (35)

q′ = −
D
Re

vy + iαAlhy −
i

Re
Z −

k2

Re
vy . (36)

Данную систему удобно представить в матричном виде

W
′ = M1W + M2V, (37)

V
′ = M3W + M4V, (38)

W = {v, vy , hy}, V = {8, Z, q},

M1 =





0 0 0

−i 0 0

0 0 0



 , M2 =





0 1 0

0 0 0

1 0 0



 .

M3 =





0 −iαRePm k2 + �

k2 + D αU ′Re 0

0 − k2+D
Re iαAl



 ,

M4 =





0 0 0

αReAl 0 ik2Re
0 − i

Re 0



 .

Система (29), (30) допускает преобразования Сквай-

ра [15]
kReeff = αRe, αqeff = kq, (39)

где Reeff — эффективное число Рейнольдса, соответ-

ствующее решению двумерной задачи. Из (39) вытекает

соотношение

Re∗ =
(Reeff)∗
cos θ

, (40)

где cos θ = α/k , звездочкой обозначены критические чис-

ла Рейнольдса. Критическое число Рейнольдса отделяет

область устойчивых возмущений от области неустойчи-

вых.

Двумерные возмущения всегда являются наиболее

опасными в том смысле, что критические числа Рей-

нольдса по отношению к ним являются наименьши-

ми по сравнению с критическими числами Рейнольдса

для трехмерных возмущений. В общей гидродинамике

данное утверждение носит название теоремы Сквайра.

Однако в данной задаче в некоторых областях парамет-

ров задачи, в которых двумерные возмущения затухают,

трехмерные возмущения могут нарастать и поэтому

роль трехмерных возмущений остается существенной.

Поэтому к данной задаче теорема Сквайра в
”
широком“

смысле действительно неприемлема. Как увидим ниже,

области неустойчивости по отношению к двумерным

возмущениям имеют сложную форму с образованием

”
окон“ устойчивости при увеличении числа Рейнольд-

са. Однако в этих
”
окнах“ устойчивости существуют

неустойчивые трехмерные возмущения. Поэтому мож-

но сказать, что образующиеся при увеличении числа

Рейнольдса
”
окна“ устойчивости двумерных возмущений

”
закрываются“ областями неустойчивости трехмерных

возмущений и с ростом числа Рейнольдса стабилизации

течений не происходит (см. также [8,9]).

Численный метод

Как известно, эффективное решение задач гидродина-

мической устойчивости, как и вообще решение задачи на

собственные значения для несамосопряженных операто-

ров, в общем случае возможно только численно. Однако

стандартные численные методы в этом случае обычно

оказываются неприменимы: собственные функции ли-

нейных задач устойчивости течений вязкой электро-

проводящей жидкости обладают
”
плохими“ свойствами,

возникающими вследствие наличия в уравнениях ма-

лых параметров 1/Re, 1/Rm при старшей производной.

В фундаментальной системе решений таких уравне-

ний имеются быстрорастущие осциллирующие реше-

ния ∼ exp[
∫ √

iαRe(U −C)dy ], наличие которых из-за

ошибок округления существенно затрудняет или вообще

делает невозможным непосредственное численное на-

хождение остальных линейнонезависимых собственных

функций и решение задачи на собственные значения.

При решении задач гидродинамической устройчи-

вости хорошо себя зарекомендовал метод коллока-

ций [16,17], указанные выше трудности преодолеваются

высоким качеством приближенного представления ре-

шения. Решение системы (29), (30) представим в виде

ry =

n
∑

i=0

a iTi(y), hy =

n
∑

i=0

biTi(y), (41)

где Ti(y) — полиномы Чебышева первого рода. Пусть

задано множество точек y i = cos(πi/n), i = 0, . . . , n.
Подставив (41) в (29), (30), получим задачу на собствен-

ные значения

Aω = λBω, (42)

где ω = {a0, . . . , an, b0, . . . , bn}. Первое из граничных

условий (31) представим в виде

ξ

n
∑

i=0

a iTi(1) = C
n

∑

i=0

a iTi(1), (43)

где ξ — произвольное комплексное число. Выраже-

ние (43) подставим вместо первой строки в (42). Легко
показать, что ξ окажется среди собственных значе-

ний (42), и его следует выбирать в стороне от спектра

исходной задачи. С остальными граничными условия-

ми поступим аналогично. Полученная алгебраическая

задача на собственные значения решалась при помощи

пакета LAPACK.

При решении задач данного класса важное значение

имеет тщательное тестирование, сопоставление реше-
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ний, полученных принципиально различными метода-

ми, и выбор оптимальных схем численного анализа.

В этой связи для решения рассматриваемых задач ис-

пользовался также метод дифференциальной прогонки,

разработанный В.А. Сапожниковым, М.А. Гольдштиком

под руководством академика Н.Н. Яненко [15,18]. Досто-
инствами данного метода являются его относительная

простота, универсальность и высокая эффективность.

При использовании метода дифференциальной про-

гонки вводятся уравнения для подпространства решений

W = A(y)V, (44)

где в данном случае A — матрица размера 3× 3.

Выражение (44) обычно называют схемой прогонки.

В процессе вычислений схему прогонки можно изме-

нять, добиваясь наиболее
”
благоприятного“ поведения

коэффициентов матрицы A.
На границе канала заданы граничные условия W = 0,

из чего следует A = 0 на границе канала. Нередко приме-

няют непосредственное интегрирование системы (37),
(38) на небольших отрезках от границ канала с последу-

ющим использованием той или иной схемы прогонки.

Численные эксперименты позволили установить, что

схема (44), определенная непосредственно граничными

условиями, неоптимальна при интегрировании в средней

части канала. Наиболее экономичным с учетом затрат

машинного времени и простоты алгоритма оказался

следующий вариант прогонки: на небольших расстоя-

ниях от границ канала прогонка велась по схеме (44),
определенной граничными условиями, а в средней части

канала использовалась
”
обращенная“ схема прогонки

V = GW, (45)

причем в точке стыковки в силу непрерывности соб-

ственных функций и их производных выполняется

G = A−1. Системы дифференциальных уравнений для

матриц A и G можно получить, продифференциро-

вав (44), (45) и подставив в них выражения (37), (38).
Находим

A′ = M1A + M2 − A(M3A + M4), (46)

G′ = M4G + M3 − G(M2G + M1). (47)

Интегрирование уравнений (46), (47) велось численно

от границ канала к некоторой средней точке, в которой,

так же как и в точках инверсии схемы прогонки,

векторы V и W должны быть непрерывны, что позволяет

записать систему алгебраических уравнений для вели-

чин W

(G+ − G−)W = 0, (48)

где знаками
”
+“ и

”
−“ обозначены подгоночные коэф-

фициенты G, полученные интегрированием от разных

границ канала. Так как W 6= 0, можно записать диспер-

сионное уравнение

det(G+ − G−) = 0. (49)

Для решения уравнения (49) использовались итерацион-
ные методы.

Результаты вычислений

На рис. 1−4 представлены кривые критических зави-

симостей Re∗(Pm) при числах Альфвена 0.001, 0.002,

0.003, 0.005, 0.02. При Pm → 0 критические числа Рей-

нольдса стремятся к соответствующему значению кри-

тического числа Рейнольдса для диэлектрической жид-

кости. При Pm > 10 критические числа имеют горизон-

Рис. 1. Зависимости Re∗(Pm) при Al = 0.001 (1), 0.002 (2),
0.003 (3).

Рис. 2. Зависимости Re∗(Pm) при Al = 0.005.
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Рис. 3. Зависимости Re∗(Pm) при Al = 0.005, cos θ = 1

(сплошная линия), cos θ = 1/2 (штриховая линия), cos θ = 1/4

(штрихпунктирная линия).

Рис. 4. Зависимости Re∗(Pm) при Al = 0.02.

тальные асимптоты, соответствующие случаю Pm → ∞.

На рис. 1 в точках Pm ≈ 0.1 и 1.0 данные зависимости

имеют максимумы, высота которых сильно зависит от

числа Альфвена. После некоторого предела увеличения

числа Альфвена приводит к образованию в этих местах

”
окон“ устойчивости.

Наблюдаемые на рис. 2−4 области неустойчивости

имеют сложную форму. При достаточно больших числах

Альфвена области неустойчивости могут быть распо-

ложены как выше кривой критических зависимостей,

так и ниже. Далее на рисунках области неустойчивости

двумерных возмущений обозначены штриховкой. Уве-

личение магнитного числа Прандтля от 10−4 до 10−2

(рис. 2) приводит к небольшому увеличению крити-

ческих чисел Рейнольдса. Далее кривая критических

зависимостей при некотором магнитном числе Прандтля

”
разворачивается“ в сторону уменьшения магнитных

чисел Прандтля, ограничивая рассматрваемую область

неустойчивости сверху. С увеличением числа Альфве-

на данная область неустойчивости сжимается, причем

изменение числа Альфвена более сильно влияет на ее

верхнюю границу (рис. 4). Такая форма кривых кри-

тических зависимостей обусловливает скачкообразное

увеличение критических чисел Рейнольдса при увели-

чении величины Pm. Справа и выше рассмотренной

области неустойчивости располагается область устойчи-

вости, которая ограничена другой ветвью критических

зависимостей. Критические числа Рейнольдса данной

ветви убывают с увеличением магнитного числа Прандт-

ля. На рис. 2 при Pm ≈ 1 критические зависимости

также имеют максимум, который при дальнейшем уве-

личении числа Альфвена исчезает. При этом на его

месте возникает
”
окно“ устойчивости данного течения

(рис. 4).
Для проверки роли двумерных возмущений был про-

веден дополнительный анализ трехмерных возмущений,

который позволяет судить об их влиянии на картину

устойчивости. При этом обнаружены области, в кото-

рых трехмерные возмущения являются более опасными.

На рис. 3 в качестве примера приведены зависимости

Re∗Pm при Al = 0.005 для cos θ = 1 (сплошная линия),
cos θ = 1/2 (штриховая линия), cos θ = 1/4 (штрихпунк-

тирная линия). Аналогичные графики критических за-

висимостей для других значений cos θ 6= 1 могут быть

построены с помощью преобразования Сквайра (40).
К левой ветви критических зависимостей cos θ = 1 (дву-
мерные возмущения) можно провести вертикальную ка-

сательную в точке A (соответствующее магнитное число

Прандтля обозначим Pm∗), которая пересекает правую

ветвь критических зависимостей cos θ = 1 в точке B .

Слева от отрезка AB расположена область неустойчи-

вости трехмерных возмущений (cos θ < 1). Такое распо-

ложение областей неустойчивости обусловливает скач-

кообразное увеличение критических чисел Рейнольдса

после достижения критического числа Прандтля Pm∗.

Таким образом, учет трехмерных возмущений расши-

ряет область неустойчивости, но двумерные возмущения

являются наиболее опасными в том смысле, что крити-

ческие числа Рейнольдса по отношению к ним являются

наименьшими по сравнению с критическими числами

Рейнольдса для трехмерных возмущений. При этом об-

ласти неустойчивости для трехмерных возмущений мо-

гут быть получены путем простых смещений графиков

критических зависимостей для двумерных возмущений

в соответствии с формулой (40).
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На рис. 5 представлены критические зависимо-

сти Re∗(Al) при Pm = 0.025. При Al → 0 критические

числа Рейнольдса стремятся к величинам, соответству-

ющим случаю плоского течения Пуазейля диэлектриче-

ской жидкости. При увеличении числа Альфвена кри-

тические числа Рейнольдса монотонно увеличиваются

вплоть до Al∗ ≈ 0.006, после чего кривая критиче-

ских зависимостей при Al∗1 ”
разворачивается“ в сторо-

ну уменьшения чисел Альфвена, ограничивая область

неустойчивости сверху. Область неустойчивости трех-

Рис. 5. Зависимости Re∗(Al) при Pm = 0.025.

Рис. 6. Зависимости Re∗(Al) при Pm = 0.01 (1), 0.1 (2),
1.0 (3).

Рис. 7. Верхняя огибающая спектральных зависимостей Y (α)
при Pm = 1: Al = 0.01 и Re = 0.5 · 106 (1), Al = 0.04 и Re =
= 0.5 · 106 (2), Al = 0.01 и Re = 0.5 · 105 (3).

мерных возмущений расположена слева от отрезка AB .

Выше при числах Рейнольдса порядка 106 обнаружена

новая ветвь неустойчивости. Ее кривая критических

зависимостей справа загибается вверх и при Al∗2 ≈ 0.04

”
разворачивается“ влево аналогично нижней ветви кри-

тических зависимостей. Область неустойчивости трех-

мерных возмущений расположена слева от луча EF .
Таким образом, при увеличении числа Альфвена обна-

ружены два критических числа Альфвена (Al∗1 и Al∗2),
при которых происходит скачкообразное увеличение

критических чисел Рейнольдса.

На рис. 6 представлены критические зависимости

Re∗(Al) при Pm = 0.01, 0.1, 1.0. Расположение областей

неустойчивости аналогично рис. 5. Кривая Pm = 0.01

также аналогична представленной на рис. 5. Зависимости

Pm = 0.1 и 1 несколько отличаются, верхняя ветвь кри-

тических зависимостей почти прямая и слабо возрастает

при увеличении числа Альфвена. На рис. 7 приведены

верхние огибающие спектральных зависимостей Y (α)
при Pm = 1: Al = 0.01 и Re = 106, Al = 0.04 и Re = 106,

Al = 0.01 и Re = 105. Хорошо видно, что верхняя и

нижняя ветви критических зависимостей обусловлены

неустойчивостью разных спектральных мод при α ≈ 1

и 10. В первом случае обе моды неустойчивы, во

втором неустойчивы только коротковолновые моды, в

третьем — только длинноволновые.

Заключение

Увеличение числа Альфвена при определенных значе-

ниях параметров может приводить к скачкообразному
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увеличению критических чисел Рейнольдса. Подтвер-

ждено существенное влияние диссипации на устойчи-

вость данного течения. При изменении магнитного числа

Прандтля наблюдается существенное изменение кри-

тических чисел Рейнольдса, причем может наблюдать-

ся скачкообразная стабилизация. Для данного течения

справедливы преобразования Сквайра. Однако существу-

ют области, в которых двумерные возмущения затухают,

а трехмерные неустойчивы.

Таким образом, картина устойчивости течения элек-

тропроводящей жидкости в плоском канале при наличии

продольного магнитного поля достаточно сложна и свое-

образна. Выполненный подробный анализ зависимостей

критических чисел Рейнольдса от магнитного числа

Прандтля позволил обнаружить новую ветвь неустой-

чивости при больших числах Рейнольдса. Современные

возможности вычислительной техники и эффективные

численные методы позволили произвести подробные

исследования данной ветви неустойчивости при числах

Рейнольдса порядка 106−108 .
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