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Рассмотрен ансамбль автоколебательных элементов с глобальной связью, имеющий распределение

конечной ширины по частотам и взаимодействующий с полем резонатора — линейного осциллятора

с частотой, вдвое большей в сравнении со средней частотой осцилляторов ансамбля. Глобальная связь

периодически включается и выключается, так что ансамбль попеременно переходит от синхронизации

к асинхронному поведению и обратно (переход Курамото). На каждой очередной стадии активности

(синхронизации) возникновение колебаний среднего поля ансамбля стимулируется полем резонатора так,

что по сравнению с предыдущей стадией возбуждения фаза удваивается. Поэтому динамика среднего поля

хаотическая и, как можно заключить на основании численного исследования, ассоциируется с аттрактором

типа Смейла−Вильямса. Системы подобного типа могут быть реализованы, например, в электронике для

применения в системах скрытой коммуникации, шумовой локации и др.

Изучение сложной динамики многомерных и распре-

деленных систем остается актуальным, в том числе

в приложении к задачам гидродинамики, электроники,

лазерной физики, химии, биологии и медицины. Ин-

тересен вопрос о возможности реализации явлений,

встречающихся в системах малой размерности, при

описании многомерных систем в терминах кооператив-

ного действия большого числа относительно простых

элементов и динамики соответствующих коллективных

мод [1]. Одно из продвинутых направлений — анализ

моделей на основе взаимодействующих фазовых ос-

цилляторов или элементов, способных демонстрировать

автоколебания. Например, модель Курамото, которая

описывает поведение ансамбля глобально связанных

фазовых осцилляторов с распределением по частотам

в некотором диапазоне, демонстрирует нетривиальный

переход синхронизация−десинхронизация в зависимости

от величины параметра связи. Эта модель анализиро-

валась многими исследователями как на уровне фор-

мального анализа, так и в физическом контексте [2–4].
Интересный пример ее применения — объяснение

колебаний конструкций моста в Лондоне (Millennium

Bridge), наблюдавшихся во время церемонии его откры-

тия [5].

В свое время в математических работах была вве-

дена особая разновидность хаотических аттракторов

конечномерных систем — однородно-гиперболические

аттракторы [6–8], для которых хаотическая приро-

да динамики строго обоснована. Они обладают свой-

ством грубости или структурной устойчивости [9],
т. е. устройство фазового пространства и характери-

стики динамики нечувствительны к вариации парамет-

ров и функций в определяющих уравнениях. При-

меры таких аттракторов долгое время ограничива-

лись чисто математическими конструкциями (аттрак-

тор Смейла−Вильямса, аттрактор Плыкина), и лишь

недавно появились физически реализуемые приме-

ры [10,11].

Может ли хаос, отвечающий однородно-гиперболи-

ческим аттракторам, реализоваться на уровне коллек-

тивных мод многомерных и распределенных систем?

Этот вопрос представляет очевидный интерес в кон-

тексте конкретных дисциплин (гидродинамика, электро-

ника, нейродинамика) и для возможных приложений.

На настоящем этапе представляется разумным обра-

титься к искусственно сконструированным моделям, где

появление данного типа динамики допускало бы ясное

объяснение и трактовку.

Недавно в работе [12] была введена в рассмотрение

модель в виде двух взаимодействующих ансамблей гло-

бально связанных осцилляторов, претерпевающих пе-

реходы синхронизации и десинхронизации попеременно

в силу принудительной медленной периодической моду-

ляции параметров связи. В этой системе (обсуждаемой

также в книге [11]) имеет место передача возбуждения

коллективной моды от одного ансамбля к другому с

преобразованием фазы за полный цикл, описываемым

растягивающим отображением окружности (отображе-

ние Бернулли), что обеспечивает хаотическую дина-

мику.

В настоящей работе предлагается модель, которая

в отличие от упомянутой выше системы содержит

лишь один ансамбль глобально связанных осциллято-

ров Ван-дер-Поля с функцией распределения по час-

тотам f (ω) (рис. 1), взаимодействующий с полем ре-

зонатора — линейного диссипативного осциллятора с

частотой, вдвое большей, чем средняя частота осцилля-

торов ансамбля.
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Рис. 1. График функции распределения осцилляторов в ан-

самбле по частотам, принятый при численном моделировании

согласно формуле (4) при L → ∞.

Постулируем следующую форму уравнений:

ẏ = ω2v,

v̇ = −ω2y − γv + ω−1
2 〈xωuω〉,

ẋω = ωuω,

u̇ω = −ωxω + (A − x2
ω)uω + εω−1y sinω1t + κ(t)〈uω〉,

(1)
где переменные xω, yω относятся к осцилляторам ан-

самбля, а переменные y, v к взаимодействующему с

ними резонатору. Параметр A отвечает за бифурка-

цию рождения предельного цикла в индивидуальных

осцилляторах, образующих ансамбль, и считается для

них одинаковым (притом положительным). Параметр γ

характеризует затухание в резонаторе. Угловые скобки

обозначают усреднение по ансамблю:

〈g〉 =

∫

g f (ω)dω.

В частности, последний член в уравнении для перемен-

ной uω отвечает за глобальную диссипативную связь

между осцилляторами, которая включается и выключа-

ется с периодом T :

κ(t) =







κ0, 0 < t < T/2
и κ(t + T ) = κ(t).

0, T/2 < t < T
(2)

Сигнал, обеспечивающий воздействие поля резонатора

на осцилляторы ансамбля, получается смешением ос-

цилляций резонатора с опорным сигналом sinω1t на

частоте

ω1 =

∫

ω f (ω)dω.

Его интенсивность характеризуется параметром ε.

С другой стороны, резонатор, имеющий собственную

частоту ω2 = 2ω1, возбуждается сигналом в виде сред-

него поля 〈xωuω〉, обусловленного второй гармоникой

осцилляций элементов ансамбля.

Система функционирует следующим образом. По-

скольку глобальная связь периодически включается и

выключается, ансамбль совершает попеременно переход

Курамото от синхронизации к асинхронному поведению

и обратно. Пусть перед включением глобальной свя-

зи затухающие колебания резонатора характеризуются

некоторой фазой ϕn, а индивидуальные осцилляторы,

составляющие ансамбль, совершают колебания на пре-

дельном цикле, причем их фазы не синхронизованы, так

что средние 〈uω〉 и 〈xωuω〉 близки к нулю. После вклю-

чения глобальной связи (член в (1), пропорциональный
〈uω〉) воздействие со стороны резонатора стимулирует

процесс синхронизации осцилляторов. Имея в виду, что

частота резонатора ω2 = 2ω1, можно заключить, что за

это воздействие отвечает составляющая сигнала y sinω1t
на разностной частоте, являющаяся резонансной для

осцилляторов. В результате коллективная переменная

〈uω〉, характеризующая ансамбль, наследует фазу ϕn, а

коллективная переменная, ассоциирующаяся со второй

гармоникой 〈xωuω〉, будет иметь фазу 2ϕn . К концу

активной стадии колебания резонатора, возбуждаемого

сигналом 〈xωuω〉, также приобретают эту фазу. Та-

ким образом, с каждой новой стадией активности фа-

зовая переменная претерпевает трансформацию, опи-

сываемую растягивающим отображением окружности

(отображением Бернулли) вида ϕn+1 ≈ 2ϕn + const.1 Как

известно, это отображение хаотическое и характеризует-

ся присутствием положительного показателя Ляпунова

3 = ln 2 ≈ 0.693.

Наличие отображения указанного типа для угловой

переменной, при сжатии по прочим направлениям в

фазовом пространстве, характерно для систем с ат-

трактором типа Смейла−Вильямса [6–8,10,11]. Можно

предположить, что на уровне описания в терминах

коллективных переменных (средних полей) в рассматри-

ваемой системе при ее функционировании в описанном

режиме реализуется именно такой аттрактор.

При численном моделировании будем полагать, что

осцилляторы ансамбля представлены конечным чис-

лом L фракций, занумерованных индексом k , причем в

пределах каждой фракции частоты осцилляторов ωk оди-

наковы. При этом частоты ωk считаются распределенны-

ми в интервале (ωmin, ωmax) согласно соотношению

ωk = ωmin + (ωmax − ωmin) arccos

[

2k − 1

L
− 1

]

,

k = 1, . . . , L. (3)

Для сглаживания эффективной функции распределения

на краях интервала частот, относительный вклад фрак-

ций полагается пропорциональным pk = 2 sin2(πk/L),

1 Присутствие константы обусловлено постоянными добавками,

возникающими при передаче возбуждения от резонатора к элементам

ансамбля и обратно. Ее можно устранить сдвигом начала отсчета

фазы ϕ.
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т. е. усредненные величины вычисляются по формулам

〈uω〉 = L−1

L
∑

k=1

pkuk ,

〈uωxω〉 = L−1

L
∑

k=1

pkukx k .

В пределе L → ∞ (так называемый термодинамический

предел [1–4]) принятые определения приводят к функ-

ции, график которой показан на рис. 1:

f (ω) =



















π
ωmax−ωmin

cos2
[

1
2
π cos

(

π ω−ωmin

ωmax−ωmin

)]

× sin
(

π ω−ωmin

ωmax−ωmin

)

, ωmin < ω < ωmax,

0, ω ≤ ωmin, ω ≥ ωmax.

(4)
При задании параметров

L = 1000, T = 100, κ0 = 0.8, ε = 0.6, γ = 0.05,

ωmax =
17

8
π, ωmin =

15

8
π, ω1 = 2π, ω2 = 4π (5)

проводилось методом Рунге−Кутты четвертого порядка

численное решение системы конечного числа 2L + 2

дифференциальных уравнений, к которым сводится мо-

дель (1). Начальные фазы осцилляторов считались рав-

номерно распределенными на интервале от 0 до 2π и

задавались с помощью стандартного генератора случай-

ных чисел, встроенного в пакет FreePascal. Временной

интервал переходного поведения исключался из рас-

смотрения, чтобы иметь дело только с установившимся

процессом коллективной динамики.

Расчеты показывают, что при указанном выборе па-

раметров в области A = 2÷ 3, модель демонстрирует

динамику, соответствующую описанной выше качествен-

ной картине. При этом, как было проверено, на всем

протяжении процесса индивидуальные осцилляторы ан-

самбля имеют амплитуды, отличные от нуля, так что

возбуждение и затухание коллективных переменных

обусловлено именно синхронизацией и десинхронизаци-

ей элементов ансамбля, а не возбуждением и затуханием

индивидуальных осцилляторов.

На рис. 2 показаны полученные в результате числен-

ных расчетов временны́е зависимости величины средне-

го поля I1, характеризующего коллективные осцилляции

ансамбля, и переменной y , относящейся к резонатору,

при A = 2.4. Как видно из рисунка, эпохи синхронизации

в ансамбле осцилляторов, отвечающие интенсивным

колебаниям переменной I1, следуют одна за другой с

периодом включения и выключения глобальной связи T .
Хаотическая природа динамики во времени выражает-

ся в том, что фаза заполнения меняется от одного

генерируемого цуга колебаний к другому, подчиняясь

хаотическому отображению. Портрет аттрактора в стро-

боскопическом отображении на плоскости переменных,

относящихся к резонатору, и вид отображения для фаз,

Рис. 2. Зависимости переменных I1 и y от времени t,
полученные путем численного решения уравнений при A = 2.4

и остальных параметрах, заданных согласно выражению (5).
Вертикальные линии указывают на такие моменты времени,

где происходит переключение значений параметра κ .

полученный путем обработки результатов численного

моделирования, представлены на рис. 3 (соответственно
панели a и b). Фазы определяются в моменты выключе-

ния связи в ансамбле осцилляторов tn = nT0 по формуле

8 = arg(y − iv), и на графике откладываются величины

8n+1 в зависимости от предыдущих значений 8n. Как

можно видеть, наблюдаемая зависимость действительно

близка к отображению Бернулли: однократный обход

окружности для прообраза соответствует двукратному

обходу для образа. Растяжение по угловой координате,

в качестве которой выступает фаза, сопровождается

сжатием по поперечным направлениям в пространстве

состояний, благодаря чему аттрактор (по крайней мере

гипотетически) можно интерпретировать как соленоид

Смейла−Вильямса. На рис. 3, a различима характерная

для соленоида поперечная фрактальная структура, обра-

зуемая составляющими его волокнами.

Как известно, полезным инструментом анализа хаоти-

ческих аттракторов служит спектр показателей Ляпуно-

ва. Полное количество показателей в спектре в нашем

случае очень велико, а именно 2L + 2 и стремится к

бесконечности в термодинамическом пределе L → ∞.

Вопрос о структуре полного спектра показателей Ляпу-

нова данной системы, как и для других моделей, постро-

енных на основе ансамблей с глобальной связью, содер-

жит много тонких и нетривиальных моментов [13,14].
При этом большую часть этих показателей следует

считать относящейся к
”
микроскопическому“ описанию

динамики ансамбля, тогда как нас здесь интересует

”
макроскопическое“ описание в терминах средних по-

лей. Поэтому ограничимся рассмотрением лишь одного

наибольшего показателя Ляпунова, заведомо связанного

с коллективной динамикой. Его положительная величина

служит количественным подтверждением хаотической

природы динамического режима.

Для вычисления старшего показателя Ляпунова ис-

пользовался адаптированный для нашей модели алго-

ритм Бенеттина [15,16], состоящий в совместном ин-

тегрировании системы дифференциальных уравнений,

описывающих систему вдоль фазовой траектории на
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Рис. 3. Портрет аттрактора системы в стробоскопическом

сечении, соответствующем моментам времени tn = nT + T0, в

проекции на плоскость обобщенной координаты y и скорости v

резонатора (a) и диаграмма для фаз, построенная обработкой

результатов численного моделирования (b) при A = 2.4.

аттракторе, и линейной системы уравнений в вариациях

˙̃y = ω2ṽ,

˙̃v = −ω2ỹ − γṽ + ω−1
2 〈x̃ωuω〉 + ω−1

2 〈xω ũω〉,

˙̃xω = ωũω,

˙̃uω = −ωx̃ω + (A − x2
ω)ũω − 2x̃ωxωuω + εω−1ỹ sinω1t

+ κ(t)〈ũω〉, (6)

где тильдой отмечены возмущения динамических пере-

менных около опорной траектории. После каждого пол-

ного периода изменения коэффициентов в уравнениях

вычисляется логарифм отношения конечной и начальной

нормы вектора возмущения (ỹ , ṽ, x̃ω, ũω) и производит-

ся перенормировка вектора на фиксированную величину.

Показатель Ляпунова оценивается как средняя за доста-

точно большое время скорость нарастания накапливаю-

щейся суммы упомянутых логарифмов.

На рис. 4 приводится полученный в численных рас-

четах график показателя Ляпунова для отображения за

период в зависимости от параметра A, управляющего

надкритичностью осцилляторов ансамбля (остальные

параметры заданы согласно (5)). Из графика видно, что

в широком интервале изменения параметра показатель

Ляпунова положительный, притом его зависимость вы-

глядит регулярной, что характерно для гиперболических

аттракторов (тогда как для негиперболических наблюда-

ется обычно множество узких
”
провалов“, отвечающих

”
окнам периодичности“). В левой части рассмотренного

интервала изменения параметра показатель Ляпунова

меньше ожидаемой величины ln 2 ≈ 0.693 (горизонталь-
ная линия на графике), а в правой части — больше нее.

Хотя количественно отклонение от ожидаемого значе-

ния довольно заметно, это само по себе не противоречит

высказанной гипотезе о природе хаотического аттрак-

тора, как соленоида Смейла−Вильямса в пространстве

коллективных фазовых переменных.

Системы, подобные рассмотренной модели, могут

быть реализованы в электронике (например, на базе

ансамбля контактов Джозефсона, помещенных в общий

резонатор [17]). По-видимому, они могут найти приме-

нение в системах скрытой коммуникации [18], шумовой

локации [19], для генерации случайных чисел [20],

для криптографических схем [21]. Их привлекатель-

ной чертой, обусловленной природой реализующегося

хаотического аттрактора, будет нечувствительность ха-

рактеристик динамического режима по отношению к

параметрам и характеристикам элементов, из которых

построена система, а также к шумам, флуктуациям и

другим помехам.

Рис. 4. Значение старшего показателя Ляпунова в зависимо-

сти от параметра A при фиксированных остальных параметрах

(см. (5)).
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