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Исследован свободный рост дендритного кристалла в неподвижном многокомпонентном расплаве. Развита

математическая модель процесса и построено ее аналитическое решение. Получен критерий устойчивости

двумерного параболического дендрита и определено отборное соотношение для скорости роста его вершины

с учетом анизотропии поверхностного натяжения на границе раздела твердая фаза–расплав. Показано,

что накопление примеси перед дендритом приводит к утоньшению его вершины и уменьшению скорости

его движения. Теория содержит предельные переходы к ранее известным критериям дендритного роста в

однокомпонентной и бинарной системах.

Введение

Хорошо известно, что процессы затвердевания играют

важную роль в металлургии и во многих случаях пол-

ностью определяют физические и механические свой-

ства закристаллизовавшихся веществ. Математические

модели таких процессов берут начало от классической

постановки Стефана, описывающей кристаллизацию с

плоским фронтом [1,2]. Однако такой режим затверде-

вания в практических условиях реализуется достаточно

редко. Обычно плоский фронт разрушается благодаря

возникновению термического или концентрационного

перехохлаждения [3–7]. Концентрационное переохлажде-
ние, появляющееся перед фронтом кристаллизации в

результате превышения градиентом концентрации сво-

его температурного аналога, приводит к возникновению

благоприятных условий для роста отдельных выступов

твердой фазы, которые создают перед межфазной грани-

цей протяженную область дендритного роста [8].

Задача об отборе режима устойчивого роста денд-

рита в расплаве возникла из анализа решений Иван-

цова [9–11] и экспериментальных тестов для игло-

образного кристалла параболической формы [12–18].
Проведенные сравнения и тесты привели к заключе-

нию, что непрерывное семейство изотропных решений

Иванцова неустойчиво: иглообразный кристалл теряет

свою исходную параболическую форму в стационарном

режиме роста (см. для обзора работу [19]). Поэтому

решение Иванцова используется в качестве нулевого

приближения для анализа устойчивого роста, в котором

роль малого параметра играет параметр анизотропии

поверхностного натяжения или анизотропии кинетики

роста [20]. После установления критерия устойчивого

роста вершины дендрита в однокомпонентной неподвиж-

ной среде [19,20] задача была расширена на случай

конвективного движения среды [21–23], на случай роста

дендрита в бинарной системе без конвекции [24] и на

случай дендритного роста в бинарной системе с конвек-

цией [25,26]. Во многих ситуациях, однако, необходимо

проводить сравнительный анализ роста дендритов с

учетом многокомпонентности системы [27].
В настоящей работе, являющейся продолжением и

развитием упомянутых исследований, изучается влияние

многокомпонентности расплава при учете нелинейности

уравнения ликвидус [28,29] на отбор устойчивого режи-

ма движения вершины параболического дендрита.

1. Постановка задачи

Процесс роста кристалла с движущейся в глубь рас-

плава границей фазового перехода описывается нели-

нейной термодиффузионной задачей типа Стефана. При

этом температура Tint межфазной границы кристалл–
жидкость для однокомпонентной системы зависит от

ее локальной кривизны 1/R, температуры кристаллиза-

ции вещества T0, коэффициента поверхностного натяже-

ния σ и скрытой теплоты кристаллизации Q

Tint = T0 −
σT0

QR
. (1)

Температурное поле в твердой (Ts) и жидкой (Tl)
фазах системы описывается классическими уравнениями

теплопроводности

∂Ts

∂t
= DT1Ts ,

∂Tl

∂t
= DT1Tl, (2)

где DT — коэффициент температуропроводности, t —

время, а 1 — оператор Лапласа. Для простоты де-

монстрации анализа задачи рассмотрим сначала случай

трехкомпонентной системы, а затем выполним его обоб-

щение на многокомпонентный расплав. Для концентра-

ций примеси C l и B l , растворенных в жидкости, имеем

уравнения диффузии [30–32]:

∂C l

∂t
= DC1C l,

∂B l

∂t
= DB1B l, (3)

где DC и DB — коэффициенты диффузии примеси.
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Специально отметим, что для более строгого описа-

ния диффузии в многокомпонентном расплаве уравне-

ния Фика (3) нужно было бы, вообще говоря, заменить

на уравнения Онзагера [32,33]. Использование же более

простых выражений (3) справедливо, когда переохла-

ждение в системе невелико [32], а разница между кон-

центрациями примесей в расплаве около межфазной гра-

ницы и вдали от нее составляет порядка 20% [33]. При

увеличении переохлаждения и соответствующей ему

скорости роста дендрита необходимо также учитывать

локальную неравновесность процесса кристаллизации,

приводящую к гиперболическим уравнениям массопере-

носа [34]. Поэтому, учитывая вышесказанное, для упро-

щения развиваемой теории будем здесь использовать

более простые выражения (3), часто применяемые для

описания массопереноса в многокомпонентных системах

(см., например, [30–32]).
На подвижной границе раздела фаз выполняются усло-

вия равенства температуры поверхности температуре

фазового перехода, непрерывности температуры, а также

условия баланса тепла и массы

Tl = Tint + F(C l, B l), Ts = Tl,

Qvn = DT c p(∇Ts −∇Tl) n, (4)

(1− kC)C lvn + DC∇C ln = 0,

(1− kB)B lvn + DB∇B ln = 0, (5)

где vn — нормальная скорость движения поверхности,

c p — теплоемкость, kC и kB равновесные коэффициенты

распределения примеси соответствующих компонент,

F(C l, B l) выражает в общем случае произвольную зави-

симость температуры фазового перехода от концентра-

ций примеси C l и B l . Отметим, что в случае линейной

фазовой диаграммы системы эта функция выражается

через постоянные коэффициенты наклона m и n плос-

кости ликвидус, т. е. F(C l, B l) = −mC l − nB l [30].

2. Аналитическое решение

Примем, что параболический дендрит растет с по-

стоянной скоростью V вдоль пространственной оси z

Рис. 1. Схематическое изображение роста дендрита.

(рис. 1). Введем параболические координаты ξ и η, свя-

занные с декартовыми координатами x и z следующими

соотношениями:

x =
ρ

2

√

ξη, z =
ρ

2
(η − ξ), (6)

где ρ — радиус кривизны вершины дендрита, а межфаз-

ная поверхность находится на уровне η = 1.

Определяя решение задачи, зависящее только от пе-

ременной η, запишем решения уравнений (2) и (3)
в параболических координатах (6) в виде (см. также

работы [25,26])

Tl(η) = Ti + (T∞ − Ti)
I(η)
I(∞)

,

C l(η) = C i + (C∞ −C i)
I1(η)
I1(∞)

,

B l(η) = B i + (B∞ − B i)
I2(η)
I2(∞)

, (7)

где C i , B i и Ti — концентрации примесей и температура

на межфазной границе. В выражениях (7) введены

следующие обозначения:

Ti = T∞ +
Q
c p

Pg exp(Pg)I(∞),

I(η) =

η
∫

1

exp
[

−Pgη
′
] dη′√

η′
, Pg =

ρV
2DT

,

C i =
C∞

1− (1− kC) exp[Pg DT /DC ]I1(∞)PgDT /DC
,

I1(η) =

η
∫

1

exp

[

−Pg
DT

DC
η′
]

dη′√
η′
,

B i =
B∞

1− (1− kB) exp[Pg DT /DB ]I2(∞)PgDT /DB
,

I2(η) =

η
∫

1

exp

[

−Pg
DT

DB
η′
]

dη′√
η′
.

Здесь Pg — ростовое число Пекле, T∞, C∞ и B∞ —

температура и концентрации примесей в жидкости вдали

от границы раздела фаз.

3. Условие микроскопической
разрешимости

В случае слабых эффектов поверхностного натяжения

решения с постоянной скоростью роста дендрита могут

быть найдены в окрестности классических решений

параболического дендрита Иванцова, если выполняется

условие микроскопической разрешимости. Оно позволя-

ет отобрать устойчивый режим роста дендрита через
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скорость V движения его вершины с радиусом кривиз-

ны ρ (т. е. при наложенной симметрии кристаллической

решетки, учитывающей анизотропию преимущественно-

го направления роста кристалла) [19,20]. Далее будем

использовать условие микроскопической разрешимости,

полученное в работе [35], которое можно представить в

виде (i — мнимая единица)

∞
∫

−∞

G[X0(l)]Ym(l)dl = 0, Ym(l) = exp

[

i

l
∫

0

km(l1)dl1

]

.

(8)
Выражение (8) может быть использовано для ана-

лиза различного вида подвижных границ фронталь-

ного типа (например,
”
вязких пальцев“ Саффмана–

Тэйлора [19,36]). Для этого нужно знать оператор кри-

визны G и решения X0(l), которые дают функции km(l)
локальной ненулевой маргинальной моды сопряженного

дисперсионного уравнения для возмущений (см., напри-
мер, [36]). Выражение (8) выводится с помощью метода

Вентцеля–Крамерса–Бриллюэна (ВКБ-метода [37]), ко-

торый был применен для нахождения режимов распро-

странения фронтов пламени [38] и дендритной структу-

ры [39]. Ниже определены элементы Ym(l), входящие в

соотношение (9) для роста дендрита в трехкомпонент-

ном расплаве.

4. Линейный анализ устойчивости

Используем результаты линейного анализа устойчи-

вости работ [23,25,26], где скорость роста возмущений

имела длину волны, много меньшую по сравнению

с характерным пространственным масштабом невозму-

щенного решения. Введем новые локальные декартовые

координаты (x c , y c), связанные с кристаллом. Здесь x c

и y c соответственно обозначают тангенциальную и нор-

мальные оси к межфазной границе в точке, где нормаль

к поверхности имеет с осью роста угол θ. Выражая

теперь производные температуры и концентрации из

уравнений (4) и (5)

∂Tl

∂y c
=

Qv̄
DT c p

,
∂C l

∂y c
=

C i(1− kC)v̄

DC
,

∂B l

∂y c
=

B i(1− kB)v̄

DB
, y c = 0, (9)

находим разложение температуры и концентраций при-

меси в окрестности вершины дендрита

T l = T0 −
QV

DT c p
cos θy c ,

C l = C i −
C i (1− kC)V

DC
cos θy c , (10)

B l = B i −
B i(1− kB)V

DB
cos θy c , v̄ = −V cos θ.

Обозначим через ξ ′ и T ′

s возмущения стационарной

межфазной поверхности с длиной волны λ (которая
много меньше, чем радиус ρ вершины дендрита) и

температурного поля в твердой фазе, которые можно

представить в виде [23,25,26]

ξ ′ = 6 exp(ωt + ikx c − εky c),

T ′

s = Ts0 exp(ωt + ikx c − εky c). (11)

Здесь 6 и Ts0 — амплитуды возмущений поверхности

дендрита и температуры в твердой фазе, ω и k —-

соответственно частота и волновое число возмущений,

параметр ε имеет тот же знак, что и вещественная

часть k , поскольку возмущения не могут неограничиен-

но возрастать при y c → +∞.

Рассмотрим теперь уравнение для температурных

возмущений в расплаве. Удерживая лишь линейные

слагаемые, из (2) будем иметь

∂T ′

l

∂t
+ ū

∂T ′

l

∂x c
+ v̄

∂T ′

∂y c
− ∂ξ ′

∂t
dT l

dy c
= DT

(

∂2T ′

l

∂x2
c

+
∂2T ′

l

∂y2
c

)

,

ū = −V sin θ. (12)

По аналогии с теорией, развитой в работах [23,25,26]
для бинарных систем, решение уравнения (12) будем

искать в виде

T ′

l = g(y c) exp(ωt + ikx c − εky c). (13)

Подставляя (13) в (12), получим следующее уравнение

для амплитуды g(y c):

d2g
dy2

c
− 2εk

dg
dy c

= L
(

g(y c), y c
)

,

L = [ω + kV ε exp(−iεθ)]
g(y c)

DT
+
ωQV cos θ

c pD2
T

6. (14)

Решение уравнения (14) будем искать в окрестности

решения Маллинза–Секерки [15,35,36] с постоянной ам-

плитудой g(y c) − T l0 = const. Подстановка Tl0 в правую

часть первого выражения (14) дает первое приближение

для g(y c)

g(y c) = Tl0 −
[(

ω

2εk
+

V
2
exp(−iεθ)

)

× Tl0

DT
+
ωQV cos θ

2c pD2
T εk

6

]

y c . (15)

В (15) учтено сильное неравенство V/DT ≪ k (здесь
k оценивается по теории Маллинза–Секерки как

107 m−1 [15,35,36], а V/DT как 102 m−1 для бинарных

металлических систем).
Уравнения (3), записанные для возмущений концен-

траций примеси C′

l и B ′

l в жидкости, решаются анало-

гичным образом:

C′

l = h1(y c) exp(ωt + ikx c − εky c),

B ′

l = h2(y c) exp(ωt + ikx c − εky c), (16)
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h1(y c) = C l0 +

{

[

ω + kεV exp(−iεθ)
] C l0

DC

+
ωC i (1− kC)V cos θ

D2
C

6

}

y c

V cos θ/DC − 2εk
,

h2(y c) = B l0 +

{

[

ω + kεV exp(−iεθ)
] B l0

DB

+
ωB i(1− kB)V cos θ

D2
B

6

}

y c

V cos θ/DB − 2εk
.

Возмущая теперь граничные условия (4) и (5), по-

лучаем следующие соотношения на межфазной границе

y c = 0:

T ′

l =
QV cos θ

DT c p
ξ ′ − mC′

l − nB ′

l +

(

mC i(1− kC)V cos θ

DC

+
nB i(1− kB)V cos θ

DB

)

ξ ′ − Qd
c p

∂2ξ ′

∂y2
c
,

T ′

s = mC′

l + nB ′

l −
(

mC i (1− kC)V cos θ

DC

+
nB i(1− kB)V cos θ

DB

)

ξ ′ +
Qd
c p

∂2ξ ′

∂y2
c
,

Q
DT c p

∂ξ ′

∂t
=
∂T ′

s

∂y c
−
∂T ′

l

∂y c
−

QV 2 cos2 θ

D2
T c p

ξ ′, (17)

1− kC

DC

(

C i
∂ξ ′

∂t
+ V cos θC′

l

)

+
∂C′

l

∂y c

+
C i kC(1− kC)V 2 cos2 θ

D2
C

ξ ′ = 0,

1− kB

DB

(

B i
∂ξ ′

∂t
+ V cos θB ′

l

)

+
∂B ′

l

∂y c

+
B ikB(1− kB)V 2 cos2 θ

D2
B

ξ ′ = 0,

где d = σ c pT0/Q2 обозначает капиллярную длину,

m = −∂F/∂C l , n = −∂F/∂B l , вычисленные на поверхно-

сти дендрита при C l = C i и B l = B i . Подставляя теперь

возмущения (11), (13) и (16) в систему (17), получим
пять уравнений для амплитуд 6, Tl0, Ts0, C l0 и B l0.

Равенство нулю определителя этой системы, составлен-

ного для коэффициентов при амплитудах возмущений,

определяет уравнение для волнового числа k . В системе

координат, чье начало движется в направлении нормали

к межфазной границе со скоростью V cos θ, вследствие

вращательной симметрии системы, возмущение с волно-

вым числом k растет со скоростью ω(k). Если теперь

начало координат движется в направлении оси z с

постоянной скоростью V , то скорость роста возмуще-

ния будет ω(k) + iV k sinθ благодаря тангенциальной

скорости новой системы координат V sin θ [21]. Поэто-

му заменяя ω(k) через −iV k sinθ получим следующее

уравнение для волнового числа на кривой нейтральной

устойчивости при ω = 0:

k = kTC

√

exp(iθ)
1− β cos 4θ

, kTC = −
√

V P
2d0DT

,

P = 1 + 2
mC i(1− kC)DT c p

QDC
+ 2

nB i(1− kB)DT c p

QDB
.

(18)
В выражении (18) в соответствии с оценка-

ми k ∼ 107 m−1, V/DT ∼ 102 m−1, V/DC ∼ 106 m−1,

V/DB ∼ 106 m−1, d ∼ 10−10 m, ρ ∼ 10−5 m учтены толь-

ко слагаемые, соответствующие решению для одноком-

понентной, бинарной и трехкомпонентной систем. При

записи соотношения (18) также учтено выражение для

капиллярной длины d(θ) = d0(1− β cos 4θ) и малость

угла θ, где β = 15εc ≪ 1 — фактор анизотропии, εc —

параметр анизотропии поверхностной энергии на меж-

фазной границе, d0 — капиллярная константа [23,27].
Отметим, что волновое число (18) при C i = 0

(DC → ∞) и B i = 0 (DB → ∞) переходит в соответ-

ствующее выражение Маллинза–Секерки для одноком-

понентной системы [15,35,36]. Выражение (18) также

содержит корректный предельный переход к волновому

числу для бинарной системы [24] при C i = 0 (DC → ∞)
или B i = 0 (DB → ∞). При этом при увеличении кон-

центрации примеси третьего компонента критическое

волновое число увеличивается. Итак, соотношение (18)
дает критическое волновое число для возмущений на

вершине дендрита в рамках трехкомпонентной термо-

концентрационной задачи. Очевидно, что в случае боль-

шего количества растворенных компонент, в выражение

для парметра P необходимо добавить соответствующие

слагаемые.

5. Критерий устойчивого роста
вершины дендрита

Для определения критерия устойчивости воспользу-

емся условием микроскопической разрешимости (8).
Учитывая, что

l =
−ρ
2

[

tan θ

cos θ
+ ln

(

1

cos θ
+ tan θ

)]

(см., например, [35]), условие разрешимости (8) по

аналогии с работой [23] запишем в виде

+∞
∫

−∞

G(χ) exp
[
√

Gψ(χ)
]

dχ = 0, χ = tan θ, (19)

ψ(χ) =
i
2

χ
∫

0

√

(1 + iχ′)
(

1 + χ′2
)5/2

B(χ′)
dχ′,

B(χ) = (1− β)
(

1 + χ2
)2

+ 8βχ2,

где константа C нормирована на безразмерный множи-

тель V Pρ2/(2d0DT ).
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Далее оценим интеграл (19) в пределе малой ани-

зотропии методом, развитым в работе [23]. Числи-

тель подынтегральной функции обращается в ноль при

χ = i (стационарная фазовая точка), а знаменатель —

при χ = i(1−
√
2β) (точка сингулярности). Поскольку

главный вклад в интеграл дается окрестностью точки

χ = i [23], функция ψ(χ) может быть приближена следу-

ющим выражением:

ψ(χ) = 29/8β7/8

φ
∫

1/
√

2β

φ′7/4dφ′

√

φ′2 − 1

,

χ = i
(

1−
√

2βφ
)

. (20)

Интеграл (20) может быть рассчитан с помощью

приближенных методов, развитых в работе [23] при

анализе задачи для роста дендрита в однокомпонентной

системе с конвективным течением. Следуя этой мето-

дике, отметим, что существуют два главных вклада в

интеграл (20): вклад интегрирования по петле и вклад от

стационарных фазовых точек. Первый из них рассчиты-

вается на расстоянии φ′ ∼ 0, что дает осциллирующий

фактор к экспоненциально малой величине интеграла

cos
(

A1

√
Cβ7/8

)

. Каждая стационарная фазовая точка дает

вклад с осциллирующей частью вида cos
(

A2

√
Cβ7/8

)

,

где A1 и A2 — постоянные. Нейтрализация суммы этих

вкладов определяет величину C = q2/β7/4, где q — це-

лое число. Теперь учет нормировки в соотношении (20)
приводит к выражению для масштабного фактора σ ∗ в

виде

σ ∗ ≡ 2d0DT

ρ2V
= σ0β

7/4

(

1 + 2
DT c pmC i(1− kC)

QDC

+ 2
DT c pnB i(1− kB)

QDB

)

, (21)

где σ0 — численная постоянная, определяемая с помо-

щью асимптотических методов [20] или с помощью сов-

мещения модельных предсказаний и экспериментальных

значений [40,41].

Заключение

Выражение (21) является центральным результатом

развиваемой теории. Оно определяет критерий для

устойчивой моды роста вершины дендрита в трехкомпо-

нентном расплаве с учетом анизотропии поверхностной

энергии (параметр β) и неизотермичности жидкости.

Критерий (21) является обобщением ранее полученных

результатов для однокомпонентного [15,35,36] и бинар-

ного расплавов [24] в отсутствии конвекции.

На рис. 2 и 3 показана зависимость обеих частей вы-

ражения (21) от ростового числа Пекле. Легко заметить,

что увеличение концентрации примеси B∞ третьего

компонента, а также уменьшение его коэффициента

Рис. 2. Масштабный фактор как функция от числа Пек-

ле Pg = ρV/2DT в соответствии с выражением (21) при

фиксированном радиусе кривизны вершины дендрита ρ

(сплошная линия, d0/ρ = 10−5) и фиксированной скоро-

сти V (штриховая линя, V d0/DT = 1.7 · 10−13) в зависи-

мости от концентрации примеси B∞ = 0.1 (1), 1 (2),
2 (3), 3 at.% (4) и kB = 0.5. Значения расчетных парамет-

ров системы [23,25,26]: DT /DC = DT /DB = 5 · 103, kC = 0.5,

C∞ = 1 at.%, m = n = 10◦C/at.%, Q/c p = 300◦C, β = 0.75,

σ0 = 1.

Рис. 3. Масштабный фактор как функция от числа Пекле

Pg = ρV/2DT в соответствии с выражением (21) при фикси-

рованном радиусе кривизны вершины дендрита в зависимости

от коэффициента распределения примеси kB = 0.7 (1), 0.5 (2),
0.3 (3), 0.1 (4) и B∞ = 1 at.%. Значения расчетных параметров

системы соответствуют рис. 2.

распределения kB (увеличение доли вытесняемой перед

дендритом примеси) приводят к уменьшению отбирае-

мых значений числа Пекле, скорости затвердевания V и

радиуса кривизны вершины дендрита ρ, которые опреде-

ляются точками пересечения гипербол и соответствую-

щих линий на графиках. Другими словами, накопление

примеси перед дендритом приводит к утоньшению его

вершины и замеделению скорости его роста.
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Критерий (21) легко обобщить на случай многоком-

понентной системы

σ ∗ ≡ 2d0DT

ρ2V
= σ0β

7/4

(

1 + 2
DT c p

Q

N
∑

j=1

m jC j(1− k j)

D j

)

,

(22)
где N — количество компонент примеси, m j =
= −∂F/∂C j , F = F(C1,C2, . . .), а C j , k j и D j — кон-

центрации примеси, коэффициенты ее распределения и

диффузии для j-ой компоненты. Отметим также ряд

важных особенностей развиваемой теории.

Найденные критерии (21) и (22) устойчивого роста

дендрита в многокомпонентной системе могут быть про-

верены методами компьютерного моделирования, напри-

мер, методом фазового поля, который ранее применялся

для изучения свободного роста дендрита с конвекцией в

однокомпонентной системе [42,43]. Найденные критерии
устойчивости также могут быть проверены экспери-

ментально, как это сделано для дендритного роста с

вынужденным течением прозрачной жидкости [44].
Развиваемая в настоящей работе теория, а также тео-

рия предшествующих исследований [23–26,35,36] огра-

ничены анализом относительно малых значений ро-

стового числа Пекле Pg = ρV/2DT . Иными словами,

теория справедлива лишь для значений малых гради-

ентов или переохлаждений жидкости, обеспечивающих

малые скорости роста дендрита. Для расширенного

анализа повышенных скоростей роста и произвольных

чисел Пекле требуется специально рассмотреть устой-

чивость высокоскоростных режимов дендритного затвер-

девания. Получение и анализ условия микроскопиче-

ской разрешимости для высокоскоростного локально-

неравновесного режима роста могут, например, быть

выполнены в соответствии с теорией работ [45–47].
Полученные в настоящей работе критерии (18), (21)

и (22) для двухмерного дендрита будут справедливы

также и в трехмерном случае, поскольку они не зависят

от пространственной размерности задачи. Для трех-

мерного дендрита вместо выражений (7) необходимо

использовать соответствующие решения термодиффу-

зионной задачи, найденные в работе [48]. При этом

в соотношения (18), (21) и (22) необходимо просто

подставлять другие граничные значения концентраций

примеси на поверхности дендрита, определяемые реше-

нием трехмерной задачи [48].
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