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Предложен приближенный метод расчета монохроматического поля, описываемого волновым уравнением,

в слоистой среде. Метод основан на использовании эквивалентной постоянной распространения и позволяет

снизить объем вычислений по сравнению с другими методами, основанными на строго динамическом

подходе. Проведена оценка области корректного использования метода на примере задач, для которых

известно точное решение.

Введение

Волновое уравнение — практически точная макро-

скопическая математическая модель электромагнитного

поля, используемая при решении целого ряда актуаль-
ных задач во многих технических приложениях. Как

известно [1,2], строгое аналитическое решение волново-

го уравнения на частоте ω > 0 для электромагнитного

поля в слоистой среде описывается интегралом на дей-

ствительной полуоси от комплекснозначной функции,
известным как решение Зоммерфельда.

Методы вычисления указанного интеграла хорошо

известны. Значения интеграла вычисляются приближен-

но, для чего применяются различные численные схе-

мы, либо асимптотические методы (чаще всего это
метод перевала), либо их комбинации. Для решения

многих прикладных задач и, особенно, для проведения

научных исследований такие методы обычно являют-

ся вполне приемлемыми. Однако, опуская детальный

разбор известных решений, обобщая полученные к на-
стоящему времени результаты, можно констатировать,

что для некоторых технических приложений решение

Зоммерфельда все же мало пригодно для практического

использования. В частности, для решения проектных

задач радиоэлектроники (например, для количественной

оценки перекрестных помех), где поле иногда требуется
вычислять сотни и даже тысячи раз. При использо-

вании компьютеров широко доступного класса реше-

ние Зоммерфельда совершенно непригодно вследствие

непомерно высоких затрат машинного времени. Тем

же недостатком обладают и хорошо известные методы
расчета поля, использующие пространственную дискре-

тизацию моделируемого объекта на мелкой сетке (метод
конечных элементов, метод моментов и др. [3]). Не

сможет существенно изменить ситуацию и предназна-

ченный специально для решения задач радиоэлектро-
ники метод эквивалентной схемы частичного элемента

(PEEC-method) [4,5], разработку которого, по-видимому,

можно считать в основном завершенной. Дальнейшее

снижение вычислительной емкости методов расчета по-

ля для решения проектных задач остается по-прежнему
актуальным. Необходим прагматичный,

”
технический“

подход к решению задачи, получившей в теоретической

физике решение, не всегда пригодное для практического

использования.

Предлагаемый метод

Вычислительную емкость задач, включающих расчет

поля, можно значительно снизить, если использовать

электродинамический подход на основе предложенного

в работе [6] метода эквивалентной постоянной рас-

пространения (ЭПР). Основная идея метода состоит в

том, что функция Грина G, которая является решением

волнового уравнения, для слоистой среды описывается

выражением того же вида, что и для однородной среды:

G = M exp(−ikepcR)/R, (1)

где M — амплитудный множитель, kepc = ω
√
ε0εeµ0µe —

ЭПР, R — расстояние между точкой, где вычисляется

поле, и точкой, где расположен элементарный источ-

ник поля, константа Кулона ε0 = 10−9/(36π), константа
Био-Савара µ0 = 4π10−7, εe и µe — эквивалентные отно-

сительные диэлектрическая и магнитная проницаемости

слоистой среды соответственно, ω — угловая частота,

через i обозначена мнимая единица.

Однако предложенные в [6] формулы для εe и µe

целесообразно упростить. Модифицированные формулы

имеют вид

εe(r) =
1

R

/

∞
∫

0

J0(λr)F0(λ)dλ,

µe(r) = R

∞
∫

0

J0(λr)80(λ)dλ, (2)

где F0(λ) — полученная при решении электростати-

ческой задачи математическая модель слоистой среды,

которая соответствует конструкции электронного моду-

ля [7], 80(λ) — полученная при решении магнитоста-

тической задачи математическая модель той же среды,

J0 — функция Бесселя первого рода нулевого порядка,

r =
√

(x − x0)2 + (y − y0)2, x , y, z — абсцисса, ордина-

та и аппликата точки, где вычисляется поле, x0, y0, z 0 —

абсцисса, ордината и аппликата точки, где расположен

источник поля, несобственные интегралы вычисляются

по методике, описанной в работе [8].
При таком определении величин εe и µe они не

зависят ни от размеров источника, ни от его формы, что
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существенно снижает требуемый объем вычислений по

сравнению с вариантом, предложенным в работе [6].
Идея описания электромагнитного процесса динами-

ческой математической моделью, один из параметров

которой рассчитывается в квазистационарном прибли-

жении, не нова. Этот прием был использован, например,

для описания электромагнитных процессов в линиях с

распределенными параметрами с помощью уравнения

Гельмгольца [9]. Решение этого уравнения хорошо из-

вестно. Оно описывает распространение падающей и

отраженной волн в канале распространения электромаг-

нитной энергии, включающем проводник, и представ-

ляет собой сумму двух слагаемых с экспоненциальной

зависимостью от расстояния. Показатели экспонент от-

личаются знаком и вычисляются через распределенные

параметры линии, в том числе — через емкость и индук-

тивность, которые рассчитываются на основе решения

уравнений Лапласа для потенциалов электрического и

магнитного полей, т. е., строго говоря, на постоянном

токе. Тем не менее, полученная математическая модель

эффективно используется в весьма широком диапазоне

частот. На этой основе была построена мощная теория,

известная как теория линий с распределенными парамет-

рами, область корректного применения которой весьма

обширна и давно известна. Корректность использования

указанного приема для описания аналогичных процессов

в канале распространения электромагнитной энергии, не

содержащем проводник, обсуждалась в [10]. Рассмотрим
этот вопрос более подробно, проведя оценку степени

адекватности математической модели (1) на примере

задач, допускающих строгое решение.

Вертикальный диполь в слоистой среде

Как известно [2], строгое решение волнового уравне-

ния относительно векторного потенциала поля Aν , созда-

ваемого вертикальным элементом тока (вертикальным
элементарным диполем) в ν -м слое среды с плоскопа-

раллельными границами раздела слоев, на частоте ω > 0

описывается интегралом

Aν(r, z , z 0, ω) = M

∞
∫

0

J0(λr)8ν(λ, z , z 0, ω)dλ,

где комплекснозначная функция 8ν(λ, z , z 0, ω) — ма-

тематическая модель слоистой среды [7], определяемая
на частоте ω из граничных условий для векторного по-

тенциала на границах раздела слоев, M — амплитудный

множитель.

В квазистатике при ω → 0

A0ν(r, z , z 0) = M

∞
∫

0

J0(λr)80ν(λ, z , z 0)dλ,

где 80ν(λ, z , z 0) = lim
ω→0

8ν(λ, z , z 0, ω).

С помощью простейшего тождественного преобразо-

вания это выражение может быть представлено в виде

A0ν(r, z , z 0) =
M
R

⌊

∞
∫

0

J0(λr)80ν(λ, z , z 0)dλ

1/R

⌋

.

Поскольку для диполя по определению (2) выражение
в квадратных скобках есть эквивалентная магнитная

проницаемость µe , принятая в методе ЭПР, то

A0ν(r, z , z 0) =
Mµe

R
.

Таким образом, при одинаковых обозначениях вы-

ражение, с помощью которого поле описывается ме-

тодом ЭПР, совпадает с известным выражением для

векторного потенциала на постоянном токе, которое

является решением уравнения Лапласа. Аналогичный

вывод с разницей лишь в обозначениях можно провести

для скалярного электрического потенциала поля. Сле-

довательно, можно полагать, что на постоянном токе

метод ЭПР дает точные значения поля. Это значит,

что наибольшей точностью метод обладает в области

нижних (не значит низких) частот, где корректность его

использования бесспорна. Как показал вычислительный

эксперимент, рабочие частоты метода могут составлять

единицы, десятки и даже сотни гигагерц.

Вертикальный диполь на идеально
проводящей плоскости

Как известно, решение волнового уравнения для век-

тора-потенциала вертикального элементарного диполя

на идеально проводящей плоскости, над которой нахо-

дится свободное полупространство, имеет вид [2]

Aν = 2M
exp(−ik0R)

R
,

где k0 = ω
√
ε0µ0 — постоянная распространения элек-

тромагнитной волны в верхнем (свободном) полупро-

странстве.

То же на постоянном токе (частота ω = 0)

Aν =
2M
R

.

Отсюда эквивалентная относительная магнитная про-

ницаемость, по определению равная отношению потен-

циалов магнитного поля, создаваемого проводником в

свободном пространстве и в рассматриваемой структуре

(т. е. в свободном полупространстве над идеально прово-

дящей плоскостью), µe = 2.

Общеизвестно (и нетрудно проверить), что потенциал

электростатического поля в области над идеально про-

водящей плоскостью также удваивается и эквивалент-

ная относительная диэлектрическая проницаемость, по

определению равная отношению потенциалов электри-

ческого поля, создаваемого его источником в свободном
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пространстве и в рассматриваемой структуре, εe = 1/2.

Тогда ЭПР

kepc = ω
√
ε0εeµ0µe = ω

√
ε0µ0 = k0,

а определяемый по методу ЭПР векторный потенциал

электромагнитного поля

Aeps = 2M
exp(−ik0R)

R
.

Таким образом, Aexp = Aν .

Аналогично определяемый по методу ЭПР электриче-

ский скалярный потенциал равен

ϕepc =
1

4πε0εe

exp(−ik0R)

R
=

1

2πε0

exp(−ik0R)

R
,

и, следовательно, в рассматриваемой структуре метод

ЭПР дает точные значения как векторного, так и ска-

лярного потенциалов электромагнитного поля верти-

кального диполя над идеально проводящей плоскостью

на любой частоте. Таким образом, точность метода

тем выше, чем больше проводимость подстилающей

поверхности.

Горизонтальный диполь на плоской
границе полупространств

Более важен и информативен случай горизонтального

диполя на плоской границе гомогенных изотропных

полупространств с постоянными распространения kν−1

и kν , для которого также известно строгое решение.

Именно через поле горизонтального диполя вычисляют-

ся помехи в коммутационных проводниках микросхем и

печатных плат. Кроме того, именно поле горизонталь-

ного источника на плоской границе полупространств

является главной (т. е. наиболее весомой) составляющей

его поля в слоистой среде, особенно на малых расстоя-

ниях, характерных для микроэлектроники [11]. Известно,

что решение волнового уравнения для горизонтальной

компоненты вектора-потенциала поля горизонтального

диполя в такой структуре может быть описано формулой

Ван-дер-Поля [2]

Ax =
2m

r(k2
ν − k2

ν−1)

d
dr

[

exp(−ikν−1r)

r
− exp(−ikνr)

r

]

,

которую, взяв производную, можно представить в виде

Ax =
2M

r3(k2
ν − k2

ν−1)
[− exp(−ikν−1r) + exp(−ikνr)

+ (−ikν−1r) exp(−ikν−1r) − (−iνr)].

Выделив модуль и аргумент, это выражение можно

представить в виде

Ax = |Ax | exp(iθx ),

где главное значение аргумента θx = − arctg b/a ,

b = kν−1r cos(ikν−1r) − kνr cos(ikνr) − sin(ikν−1r)

+ sin(ikνr),

a = − kν−1r sin(ikν−1r) + kνr sin(ikνr) − cos(ikν−1r)

+ cos(ikνr),

а модуль

|Ax | =
2M

r3(k2
ν − k2

ν−1)

√

a2 + b2.

В соответствии с методом ЭПР поле на плоской

границе полупространств описывается выражением

Aepc =
M
r
exp(iθepc),

где фаза θepc = −kepcr , kepc = ω
√
ε0εeµ0µe =

= ω

√

ε0µ0
εν−1+εν

2εν
.

Представляет особый интерес ход частотной зави-

симости модуля и аргумента (фазы) вектора-потен-

циала на нижних частотах. При выполнении усло-

вия |kν−1r | < |kνr | ≪ 1, взяв производную в формуле

Ван-дер-Поля и разложив экспоненты в ряд Маклорена,

ограничившись членами разложения со степенями ча-

стоты менее 4, получим

Ax ≈ M
r

[

1− i
2r(k3

ν − k3
ν−1)

3(k2
ν − k2

ν−1)

]

,

где главное значение аргумента и модуль на нижних

частотах описываются формулами

θx ≈ − arctg
2ir(k3

ν − k3
ν−1)

3(k2
ν − k2

ν−1)
,

|Ax | ≈
M
r

√

√

√

√

1 +

[

2r(k3
ν − k3

ν−1)

3(k2
ν − k2

ν−1)

]2

.

Таким образом, при ω = 0 функция θx (ω), точно опи-

сывающая частотную зависимость аргумента, и ее произ-

водная, особенностей не имеют. С изменением частоты

значение аргумента θx изменяется на нижних частотах

квазилинейно, а аргумент θepc изменяется линейно во

всем диапазоне частот, причем lim
ω→0

= 0 и lim
ω→0

θepc = 0.

Однако отношение аргументов θx и θepc на постоянном

токе есть конечная величина

0 <

∣

∣

∣

∣

lim
ω→0

θx

θepc

∣

∣

∣

∣

< ∞,

что подтверждается и вычислительным экспериментом.

При r → 0 модуль |Ax | → M/r и в пределе совпадает

со значением, которое дается точным решением урав-

нения Лапласа. Следовательно, при r → 0 погрешность
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Рис. 1. Зависимость относительной погрешности моделиро-

вания аргумента (кривая 1) и модуля (кривая 2) векторного

потенциала от расстояния до диполя r при ε2 = 8.5 на частоте

f = 10GHz.

Рис. 2. Частотная зависимость относительной погрешности

моделирования аргумента (кривая 1) и модуля (кривая 2)
векторного потенциала на расстоянии до диполя r = 1mm при

ε2 = 8.5.

Рис. 3. Зависимость относительной погрешности моделиро-

вания модуля (кривая 1) и аргумента (кривая 2) векторного

потенциала от относительной диэлектрической проницаемости

подстилающего слоя на расстоянии до диполя r = 2mm на

частоте f = 2GHz.

моделирования модуля стремится к нулю, т. е. точность

метода ЭПР растет с уменьшением расстояния до источ-

ника поля, что также подтверждается вычислительным

экспериментом, часть результатов которого представле-

на на рис. 1−3. При проведении эксперимента погреш-

ность вычисления модуля рассчитывалась по формуле

100(1 − |Aepc|/|Ax |)%. Погрешность вычисления аргу-

мента также рассчитывалась в процентах по формуле

100(1 − θepc/θx )%. Для снижения влияния погрешности

округления вычисления проводились с учетом 32 деся-

тичных знаков мантиссы каждого операнда.

Протяженные источники поля

Что касается зависимости точности (погрешности)
моделирования поля протяженных проводников конеч-

ной длины от частоты, от относительной диэлектриче-

ской проницаемости подстилающего полупространства

и от расстояния, то она носит характер, схожий с

аналогичной зависимостью для элементарного дипо-

ля. При проведении соответствующего вычислительного

эксперимента для расчета
”
точных“ значений модуля Ax

и аргумента θx вектора-потенциала при интегрировании

по длине прямолинейного источника поля использо-

валась квадратурная формула Гаусса на два узла с

разбиением интервала интегрирования на 2000 шагов.

Оценка по внутренней сходимости показывает, что при

таком способе вычисления значение интеграла имеет по

меньшей мере 10 верных десятичных знаков. Повыше-

ние точности метода ЭПР с уменьшением расстояния

до источника поля позволяет ориентировать указанный

метод на использование в микроэлектронике (например,
для количественной оценки перекрестных помех при

проектировании микросхем и печатных плат).

Заключение

Предлагаемый метод ЭПР позволяет моделировать

поле далеко за пределами области квазистационарного

приближения. Он приводит к математическим моделям,

которые несколько уступают моделям, использующим

строго динамический подход, по ширине частотной

области корректного использования, но значительно

превосходят их по экономичности (требуемому расходу

машинного времени и требуемой емкости оперативной

памяти).
Описанный подход может применяться для моделиро-

вания описываемых волновым уравнением полей различ-

ной физической природы произвольно ориентированных

излучателей в различных технических областях.
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