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В рамках нелокальной электродинамики джозефсоновского перехода в тонкой
сверхпроводящей пленке исследована модуляционная неустойчивость осцил-
лирующих с джозефсоновской частотой плоских нелинейных волн конечной
амплитуды. Получено дисперсионное уравнение для инкремента нарастания
амплитудных возмущений. Для указанного типа волн найдены области развития
модуляционной неустойчивости. Показано, что модуляционная неустойчивость
волн развивается для длинноволновых амплитудных возмущений в конечной
области волновых векторов 0 < Q < Qv , а для Q > Qv волны являются
устойчивыми.

Давно возник, но до настоящего времени не ослабевает интерес
к исследованию широкого круга явлений неустойчивостей волн в раз-
личных нелинейных системах и средах [1,2]. Известно, что сжатие
нелинейной волны может происходить как в поперечном, так и в
продольном направлении по отношению к направлению распростра-
нения волны. В качестве примеров можно привести самофокусировку
света, предсказанную Аскарьяном [3], неустойчивость типа разбиения
волны на пакеты и самосжатия волновых пакетов — модуляционную
неустойчивость, которая была впервые изучена Лайтхиллом [4].

Модуляционная неустойчивость электромагнитных волн в распре-
деленных джозефсоновских переходах описывается неустойчивостью
решений уравнения sine-Gordon. Наряду с теоретическим интересом,
явление модуляционной неустойчивости имеет ряд практических прило-
жений. Например, оно используется для генерации цепочек сверхкорот-
ких оптических импульсов с высокой частотой повторения, разработки
новых логических устройств.
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Во многих ситуациях при исследовании модуляционной неустойчи-
вости необходимо рассматривать пространственно-нелокальные моди-
фикации уравнения sine-Gordon [5-16]. Из-за различных геометрий задач
в перечисленных работах уравнения джозефсоновской электродинамики
отличаются видом ядра интегрального оператора, описывающего эф-
фект пространственно-нелокальной связи. Однако во всех этих работах
пространственная нелокальность уравнений для разности фаз возникает
вследствие нелокальной связи магнитного поля на границе раздела
и в сверхпроводнике. Такая причина пространственной нелокально-
сти является универсальной для электродинамики джозефсоновских
контактов, а сама нелокальность становится скорее правилом, чем
исключением.

Так, в работе [17] для джозефсоновского перехода из массивных
сверхпроводников исследована модуляционная неустойчивость осцил-
лирующей с джозефсоновской частотой плоской нелинейной элект-
ромагнитной волны постоянной конечной амплитуды, обусловленная
нарастанием малых возмущений амплитуды и приводящая к разбиению
такой волны на пакеты.

Тем более актуальным представляется исследование развития мо-
дуляционной неустойчивости нелинейных электромагнитных волн, рас-
пространяющихся в джозефсоновском переходе в тонкой сверхпроводя-
щей пленке, которое до сих пор не проводилось.

Одной из нелинейных систем, в которых также может проявляться
модуляционная неустойчивость, является переход Джозефсона в ульт-
ратонкой сверхпроводящей пленке толщиной d � λ, когда динамика
разности фаз на берегах контакта ϕ(x, t) описывается нелинейным ин-
тегродифференциальным уравнением sine-Gordon с пространственной
нелокальностью [10]:

sinϕ(x, t) +
1

ω2
J

∂2ϕ(x, t)
∂t2
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)
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∂x′2 , (1)

где ωJ — джозефсоновская частота, lJ = λ2J/λ, λJ — джозефсоновская
длина, λeff = λ2/d — пирловская глубина проникновения, а нелокальное
по пространственной переменной интегральное ядро K

(
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Здесь J0(qx) — функция Бесселя нулевого порядка.
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Нелинейность уравнения (1) порождается синусоидальной зависимо-
стью джозефсоновского тока сквозь переход от разности фаз на берегах
этого перехода.

Рассмотрим эволюцию нелинейных осциллирующих с джозефсонов-
ской частотой ωJ волн малой, но конечной амплитуды типа бризера
в переходе. Представим разность фаз ϕ(x, t) в виде

ϕ(x, t) = u(x, t) exp(−iωJt) + u∗(x, t) exp(iωJt), |ϕ(x, t)| � 1. (3)

Учтем в уравнении (1) нижайший порядок нелинейности на основ-
ной частоте ωJ и ограничимся приближением медленно меняющей-
ся во времени амплитуды u(x, t), когда справедливо неравенство
|∂2u(x, t)/∂t2| � 2ωJ|∂u(x, t)/∂t|. Тогда из уравнения (1) при подстанов-
ке в него поля (3) для амплитуды u(x, t) получим следующее уравнение:

i
2
ωJ

∂u(x, t)
∂t

+
1
2
|u(x, t)|2u(x, t)+ lJ

∞∫
−∞

dx′K
(

x − x′

2λeff

)
∂2u(x′, t)
∂x′2 = 0. (4)

Это нелинейное нелокальное уравнение Шредингера, которое имеет
точное решение вида плоской нелинейной волны с постоянной ампли-
тудой A:

u0(t) = Aexp(iA2ωJt/4), A � 1. (5)

Исследуем устойчивость такого решения. О характере распада
плоской волны (5) можно судить по развитию ее малых возмущений.
С этой целью допустим, что случайно возникло малое возмущение
амплитуды

u(x, t) = [A + ψ(x, t)] exp(iA2ωJt/4), |ψ(x, t)| � A. (6)

Из уравнения (4) для малого возмущения ψ(x, t) следует линейное
уравнение

i
2
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+
1
2
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+ lJ
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∂x′2 = 0. (7)
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Полагая в уравнении (7) ψ(x, t) = v(x, t) + iw(x, t), для действи-
тельной и мнимой частей возмущения амплитуды получаем систему
уравнений

2
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∞∫
−∞

dx′K
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)
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− 2
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Для возмущений амплитуды вида (произвольные возмущения можно
представить как суперпозицию таких полей)

v(x, t) = V(Q, �) exp
[
i (Qx −�t)

]
,

w(x, t) = W(Q, �) exp
[
i (Qx −�t)

]
(9)

из системы уравнений (8) следует дисперсионное соотношение
�̃ = �̃(Q̃):

�̃2 =
L
2π

Q̃2J(Q̃)
[
2L
π

Q̃2J(Q̃) − A2

]
, (10)

где J(Q̃) определяется интегралом

J(Q̃) =

∞∫
0

dx

1 + Q̃ cosh x
,

который равен (см. также работу [10])

J(Q̃) =
1

2
√
1− Q̃2

ln
1 +

√
1− Q̃2

1−
√
1− Q̃2

при Q̃ 6 1,

J(Q̃) =
2√

Q̃2 − 1
arctan

√
Q̃2 − 1

1 + Q̃
при Q̃ > 1, (11)

а также введены безразмерные величины Q̃ = 2Qλeff , �̃ = �/ωJ,
L = lJ/2λeff .
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Области модуляционной неустойчивости нелинейной плоской электромагнит-
ной волны (5) при величинах амплитуды A = 10−1 и параметра L = 0.5 · 10−2 —
кривая 1, L = 0.75 · 10−2 — кривая 2 и L = 10−2 — кривая 3.

Дисперсионное уравнение (10) c учетом (11) для инкремента
нарастания возмущения имеет положительное решение Im �̃(Q̃) > 0
в области волновых векторов 0 < Q̃ < Q̃v , в которой малые воз-
мущения амплитуды (9) будут нарастать со временем и при этом
будет развиваться модуляционная неустойчивость плоской нелинейной
электромагнитной волны (5). В области волновых векторов Q̃ > Q̃v

Im �̃(Q̃) ≡ 0 и волна является устойчивой. Пограничный волновой
вектор Q̃v определяется из уравнения

Q̃2
v J(Q̃v) =

πA2

2L
. (12)

На рисунке показаны области модуляционной неустойчивости плос-
кой нелинейной электромагнитной волны (5) при фиксированной вели-
чине амплитуды A для трех значений параметра L.

Максимальное значение инкремента нарастания возмущений равно(
Im �̃(Q̃m)

)
max

= A2/4 (13)
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и достигается при значении волнового вектора Q̃m, являющегося корнем
уравнения

Q̃2
mJ(Q̃m) =

πA2

4L
. (14)

Осциллирующая с джозефсоновской частотой плоская нелинейная
волна в процессе развития модуляционной неустойчивости будет эво-
люционировать в цепочку импульсов — малоамплитудных бризеров,
частота повторения которых определяется периодом модуляции исход-
ной волны L0 = 2π/Q, где 0 < Q < Qv = Q̃v/2λeff .

Итак, в работе показано, что модуляционная неустойчивость плос-
кой нелинейной волны (5) развивается для длинноволновых амплитуд-
ных возмущений в конечной области волновых векторов 0 < Q < Q̃v .
Для возмущений амплитуды в области волновых векторов Q > Q̃v

плоская нелинейная электромагнитная волна (5) является устойчивой.
Эксперименитально развитие модуляционной неустойчивости воз-

можно наблюдать в длинных переходах Джозефсона в тонких сверх-
проводящих пленках при возбуждении в них осциллирующих с джозеф-
соновской частотой волн малой, но конечной амплитуды.

В заключение выражаю признательность Ю.В. Медведеву и
И.Б. Краснюку за полезные обсуждения, внимание и поддержку, а также
благодарность А.Н. Артемову и С.М. Орлу за консультации, связанные
с численным счетом.
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