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Исследована модуляционная неустойчивость диспергирующих электромаг-
нитных волн, распространяющихся в джозефсоновском переходе, состоящем
из массивных сверхпроводников. Получено дисперсионное уравнение для
инкремента нарастания малых амплитудных возмущений. Выявлено стаби-
лизирующее влияние пространственной нелокальности на модуляционную
неустойчивость в длинноволновой области 0 6 Q 6 QB1(k). Показано суще-
ствование возможности управления областью модуляционной неустойчивости
QB1(k) < Q < QB2(k, A, L) дисперсионным параметром k — волновым векто-
ром (или частотой ω(k)) несущей волны линейного приближения.

До настоящего времени не ослабевает интерес к исследованию
широкого круга явлений неустойчивости волн в различных нелинейных
системах и средах [1,2]. Известно, что сжатие нелинейной волны
может происходить как в поперечном, так и в продольном направлении
по отношению к направлению распространения волны. В качестве
примеров можно привести самофокусировку света, предсказанную
Аскарьяном [3,4], неустойчивость типа разбиения волны на пакеты
и самосжатия волновых пакетов — модуляционную неустойчивость,
которая была впервые изучена Лайтхиллом [5].

Модуляционная неустойчивость электромагнитных волн в рас-
пределенных джозефсоновских переходах описывается неустойчиво-
стью решений уравнения sine-Gordon. Во многих ситуациях при
исследовании модуляционной неустойчивости необходимо рассматри-
вать пространственно-нелокальные модификации уравнения sine-Gor-
don [6,7]. Пространственная нелокальность уравнений для разности
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фаз возникает вследствие нелокальной связи магнитного поля на
границе раздела и в сверхпроводнике. Такая причина пространственной
нелокальности является универсальной для электродинамики джозеф-
соновских контактов.

Модуляционная неустойчивость в рамках пространственно-нело-
кальной джозефсоновской электродинамики контакта из массивных
сверхпроводников толщиной d, много большей лондоновской глубины
проникновения λ, впервые рассмотрена в работе [6]. В этой работе
рассмотрение проведено на основе приближенной системы уравнений
для возмущений комплексной амплитуды (вещественных возмущений
амплитуды и фазы), вытекающей из разложения спектра диспергиру-
ющих волн линейного приближения по малым возмущениям частоты
и волнового вектора. Показано, что процесс нарастания малых воз-
мущений как амплитуды, так и фазы отвечает развитию модуляци-
онной неустойчивости электромагнитной волны конечной постоянной
амплитуды с нелинейным сдвигом частоты и с законом дисперсии
волн линейного приближения. Выявлено стабилизирующее влияние
пространственной нелокальности на модуляционную неустойчивость
в промежуточной и коротковолновой областях волновых векторов
возмущений.

В работе [8] для джозефсоновского перехода также из массив-
ных сверхпроводников толщиной d � λ исследована модуляционная
неустойчивость осциллирующей с джозефсоновской частотой однород-
ной (недиспергирующей) плоской нелинейной электромагнитной волны
постоянной амплитуды с нелинейным сдвигом частоты, обусловленная
нарастанием лишь малых амплитудных возмущений и приводящая к
разбиению такой волны на пакеты.

Как в работе [6], так и в работе [8] область модуляционной
неустойчивости для возмущений с волновым вектором Q имеет вид
0 < Q < QB, где QB — некоторый пограничный волновой вектор. По-
этому длинноволновая область волновых векторов возмущений Q → 0
всегда являлась неустойчивой.

Как будет показано ниже, пространственная нелокальность уравне-
ния джозефсоновской электродинамики для волн с дисперсией оказы-
вает стабилизирующее влияние на развитие модуляционной неустойчи-
вости относительно нарастания лишь малых амплитудных возмущений
именно в длинноволновой области 0 6 Q 6 QB1(k).
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В джозефсоновском переходе, состоящем из массивных сверхпро-
водников с толщиной d � λ, динамика разности фаз ϕ(x, t) в без-
диссипативном пределе описывается нелинейным, пространственно-
нелокальным уравнением sine-Gordon [6,7]

1

ω2
J

∂2ϕ(x, t)
∂t2

+ sinϕ(x, t) =
λ2J
πλ

∞∫
−∞

K0

( |x − x′|
λ

)
∂2ϕ(x′, t)
∂x′2 dx′, (1)

где ωJ и λJ — джозефсоновские частота и длина соответственно,
K0(x) — функция Макдональда нулевого порядка. Очевидно, что при
величине λ → 0 это уравнение переходит в общеизвестное локальное
уравнение sine-Gordon [9,10].

В линейном приближении, когда sinϕ(x, t) ≈ ϕ(x, t), уравнение (1)
описывает малоамплитудные диспергирующие электромагнитные вол-
ны, распространяющиеся вдоль перехода

ϕ(x, t) = ϕ0 exp
[
i (kx − ωt)

]
, |ϕ0| � 1, (2)

волновой вектор k и частота ω которых связаны дисперсионным
соотношением

ω2(k) = ω2
J + v2Sk

2/(1 + λ2k2)1/2, (3)

где vS = λJωJ — скорость волны Свихарта.
Рассмотрим эволюцию нелинейных диспергирующих электромаг-

нитных волн малой, но конечной амплитуды в переходе. Представим
разность фаз ϕ(x, t) в виде

ϕ(x, t) = u(x, t) exp
{

i [kx − ω(k)t]
}

+ u∗(x, t) exp
{−i [kx − ω(k)t]

}
,

|u(x, t)| � 1. (4)

Аппроксимируя sinϕ(x, t) ≈ ϕ(x, t) − ϕ3(x, t)/3! [11], учтем в урав-
нении (1) нижайший порядок нелинейности на фазе основной несу-
щей гармоники и ограничимся приближением медленно меняющей-
ся во времени амплитуды u(x, t), когда справедливо неравенство
|∂2u(x, t)/∂t2| � 2ω(k)|∂u(x, t)|/∂t|. Тогда из уравнения (1) при под-
становке в него поля (4) для амплитуды u(x, t) получаем следующее
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уравнение

i2ω(k)
∂u(x, t)
∂t

+
[
ω2(k) − ω2

J +
ω2

J

2
|u(x, t)|2

]
u(x, t)

+
v2S
πλ

∞∫
−∞

K0

( |x − x′|
λ

) [
∂2u(x′, t)
∂x′2 + i2k

∂u(x′, t)
∂x′

− k2u(x′, t)
]
exp

[−ik(x − x′)
]
dx′ = 0. (5)

Это нелинейное нелокальное уравнение имеет точное решение вида
нелинейной плоской однородной волны постоянной амплитуды A с
нелинейным сдвигом частоты

u0(t) = Aexp
[
iω2

JA2t/4ω(k)
]
, A � 1. (6)

Исследуем устойчивость такого решения. О характере распада
плоской волны (6) можно судить по развитию ее малых возмущений.
С этой целью допустим, что случайно возникло малое возмущение
амплитуды

u(x, t) =
[
A + ψ(x, t)

]
exp

[
iω2

JA2t/4ω(k)
]
, |ψ(x, t)| � A. (7)

Из уравнения (5) для малого возмущения ψ(x, t) следует линейное
уравнение

i
2ω(k)
ω2

J

∂ψ(x, t)
∂t

+
[
ω2(k)
ω2

J

− 1

]
ψ(x, t) +

A2

2

[
ψ(x, t) + ψ∗(x, t)

]

+
λ2j

πλ

∞∫
−∞

K0

( |x − x′|
λ

) [
∂2ψ(x′, t)
∂x′2 + i2k

∂ψ(x′, t)
∂x′

− k2ψ(x′, t)
]
exp

[−ik(x − x′)
]
dx′ = 0. (8)

Полагая в уравнении (8) ψ(x, t) = v(x, t) + iw(x, t), для действи-
тельной и мнимой частей возмущения получаем систему двух связан-
ных уравнений.
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Для амплитудных возмущений вида (произвольные возмущения
можно представить как суперпозицию таких полей)

v(x, t) = V(Q, �) exp
[
i (Qx −�t)

]
,

w(x, t) = W(Q, �) exp
[
i (Qx −�t)

]
, (9)

распространяющихся вдоль перехода Джозефсона с волновым векто-
ром Q и частотой �, из системы уравнений следует дисперсионное
соотношение � = �(Q):

�(Q)
ωJ

=
ωJλ

2
JkQ

ω(k)
√

1 + λ2(k + Q)2

± ωJ

2ω(k)

[
ω2(k + Q)

ω2
J

− ω2(k)
ω2

J

− 2λ2JkQ√
1 + λ2(k + Q)2

]1/2

×
[
ω2(k + Q)

ω2
J

− ω2(k)
ω2

J

− 2λ2JkQ√
1 + λ2(k + Q)2

− A2

]1/2

, (10)

определяющее инкремент нарастания γ(Q) = Im�(Q), где ω(k) задает-
ся формулой (3).

Согласно выражению (10), которое всегда имеет решение �(Q) =
= Re�(Q) + i Im�(Q) с положительной мнимой частью, амплитудные
возмущения (9) с волновым числом Q будут нарастать с инкремен-
том γ(Q). Процесс нарастания малых возмущений амплитуды отвечает
развитию модуляционной неустойчивости волны постоянной амплитуды
с нелинейным сдвигом частоты (6) и с законом дисперсии волн
линейного приближения (3). Заметим, что инкремент нарастания γ(Q)
из дисперсионного соотношения (10) определяется не ∂2ω(k)/∂k2,
как в работе [6], а непосредственно спектром ω(k) волн линейного
приближения (3).

Для волн без дисперсии при величине k = 0 из дисперсионного
уравнения (10) следуют все результаты работы [8].

В локальном пределе при выполнении неравенств λ2J/λ � λJ � λ,
когда несущественна пространственная нелокальность уравнения для
разности фаз (1) (которое при λ → 0 переходит в обычное уравнение
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sine-Gordon), дисперсионное уравнение (10) приобретает вид

�(Q)
ωJ

=
1√

1 + λ2Jk
2

[
λ2JkQ ± i

λJQ
2

(A2 − λ2JQ
2)1/2

]
. (11)

Из (11) следует, что волны с любым волновым числом k неустойчивы
по отношению к возмущениям их амплитуды с волновым вектором
0 < Q < QB = A/λJ. Максимальное значение инкремента нарастания
равно γmax(Qm)/ωJ = A2/4(1 + λ2Jk

2)1/2 и достигается при значении
волнового вектора Q = Qm = A/

√
2 λJ.

В пространственно-сильнонелокальном пределе при конечной глу-
бине проникновения поля в сверхпроводник λ и при выполнении нера-
венств λ2J/λ � λJ � λ, kλ � 1 дисперсионное уравнение (10) имеет вид

�(Q)
ωJ

=
1√

1 + λ2Jk/λ

{
λ2JkQ

λ(k + Q)

± 1
2

[
λ2JQ(Q− k)
λ(Q + k)

]1/2 [
λ2JQ(Q− k)
λ(Q + k)

− A2

]1/2}
. (12)

Согласно (12), при любой величине волнового вектора k существуют
две области устойчивости по отношению к нарастанию малых ампли-
тудных возмущений с волновым вектором Q:

0 6 Q 6 QB1(k) и Q > QB2(k, A, L),

где L = (λJ/λ)2, a QB1(k) = k и

QB2(k, A, L) =
1
2
(k + A2λ/λ2J) +

√
1
4
(k + A2λ/λ2J)2 + kA2λ/λ2J .

В области волновых векторов возмущения QB1(k) < Q < QB2(k, A, L)
развивается модуляционная неустойчивость. Максимальное значение
инкремента нарастания равно γmax(Qm)/ωJ = A2/4(1 + λ2Jk/λ)

1/2 и до-
стигается при значении волнового вектора

Q = Qm =
1
2
(k + A2λ/2λ2J) +

√
1
4
(k + A2λ/2λ2J)2 + kA2λ/2λ2J .
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Области модуляционной неустойчивости плоской нелинейной диспергирующей
электромагнитной волны (6) при фиксированных значениях величин амплитуды
A = 10−1 и параметра L = 0.25 · 10−1 для значений приведенного волнового
вектора: 1 — kλ = 0, 2 — kλ = 1, 3 — kλ = 2, 4 — kλ = 3.

В общем случае дисперсионное уравнение (10) удается исследовать
только численно. В области волновых векторов kλ > 1, в которой
также существенна пространственная нелокальность, при выполнении
неравенства λJ 6 λ численный анализ показал существование двух
областей устойчивости волн 0 6 Q 6 QB1(k) и Q > QB2(k, A, L) и одной
области их неустойчивости QB1(k) < Q < QB2(k, A, L). Под областью
модуляционной неустойчивости следует понимать ту область волновых
векторов малых амплитудных модуляций Q, для которой величина
инкремента их нарастания γ(Q) положительна и отлична от нуля.

На рисунке показаны области модуляционной неустойчивости при
фиксированных значениях величин амплитуды A и параметра L для
четырех значений приведенного волнового вектора kλ. Согласно рисун-
ку, очевидно, существует возможность управления областью модуляци-
онной неустойчивости с помощью волнового вектора несущей волны
(моды линейного приближения) k (или соответствующей ему частоты
ω(k)), с увеличением величины которого область неустойчивости
смещается как целое в сторону больших величин Q. Поэтому при
величине k 6= 0, т. е. для волн с дисперсией, длинноволновая область
волновых векторов 0 6 Q 6 QB1(k) всегда является устойчивой.

Итак, пространственная нелокальность уравнения для разности фаз
оказывается очень существенной для нелинейных плоских дисперги-
рующих волн постоянной амплитуды с нелинейным сдвигом частоты.
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Во-первых, для волн с дисперсией область крупномасштабных возму-
щений амплитуды всегда является устойчивой. И во-вторых, существует
возможность управления областью модуляционной неустойчивости с
помощью параметра дисперсии k или частоты ω(k), что весьма важно
при проведении соответствующих экспериментальных исследований.

Важно помнить, что в теории джозефсоновских переходов частота
ω(k) должна быть меньше предельной 1lim [12], определяющейся
шириной энергетической щели 1.

Экспериментально развитие модуляционной неустойчивости воз-
можно наблюдать в длинных переходах Джозефсона, состоящих из
массивных сверхпроводников при возбуждении в них диспергирующих
волн малой, но конечной амплитуды с малой ее модуляцией.

Диспергирующая плоская нелинейная волна постоянной амплитуды
с нелинейным сдвигом частоты в процессе развития модуляционной
неустойчивости будет эволюционировать в цепочку импульсов —
волновых пакетов, частота повторения которых определяется перио-
дом модуляции амплитуды исходной волны L0 = 2π/Q, для волновых
векторов Q, определяемых неравенством QB1(k) < Q < QB2(k, A, L).
В силу того что мы не учитывали фазовые модуляции, а ограничились
лишь учетом модуляций амплитуды, самосжатия волновых пакетов
наблюдаться не будет.

Аналогичное поведение областей модуляционной неустойчивости
диспергирующих электромагнитных волн следует ожидать также и
в джозефсоновских переходах в тонких сверхпроводящих пленках
толщиной d � λ.

В заключение выражаю благодарность Ю.В. Медведеву, И.Б. Крас-
нюку, Ю.Е. Кузовлеву и С.А. Федорову за полезные обсуждения,
постоянное внимание и поддержку.
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