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Теоретически исследуется зависимость статической силы трения двух тел,
движущихся в случайном потенциале и соединенных быстро осциллирующей
связью, от амплитуды осцилляций. Показано, что по зависимости силы тре-
ния от амплитуды колебаний можно восстановить спектральную плотность
потенциала. Полученные результаты дают возможность экспериментального
изучения характерного масштаба процессов трения путем изучения закона
трения осциллирующих трибосистем.

Для формулировки адекватных моделей трения и износа важно знать
характерный масштабный уровень, на котором протекают процессы,
ответственные за формирование силы трения. Зачастую, однако, вы-
деление такого определяющего масштаба оказывается нетривиальным,
поскольку существенный вклад в силу трения дают процессы, одновре-
менно протекающие на различных масштабных уровнях. Так, многие
технические поверхности имеют микронеоднородности на многих мас-
штабах. Экспериментальные исследования показывают, что, например,
поверхности железнодорожных рельсов или асфальтового покрытия
дорог, так же как и многие „естественные“ поверхности разрушения,
являются самоподобными в широком интервале волновых векторов и
могут быть отнесены к классу фрактальных1 [1–3].

В настоящей работе мы исследуем вопрос, в какой степени по
наблюдаемой макроскопической силе трения можно восстановить фор-

1 Поверхности железнодорожных колес и рельсов обнаруживают фрактальную струк-
туру в интервале длин волн от 0.3mm до 1 cm [2].
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му микроскопического потенциала взаимодействия, ответственного за
формирование силы трения. При этом в качестве модели трения
мы используем обобщенную модель Томлинсона [4]. Несмотря на
простоту, она описывает многие существенные черты сухого трения
и с различными вариациями интенсивно эксплуатировалась в последнее
время в физике трения (см., например, [5–8]).

Рассмотрим одномерное движение тела в периодическом потенциале
с вязким затуханием. Уравнение движения тела в таком потенциале
имеет вид

mẍ = F − ηẋ − N sin(2πx/a), (1)

где x — координата тела, m — его масса, F — действующая на тело
сила, η — коэффициент затухания, N — амплитуда периодической силы,
a — длина волны периодического потенциала. Модель Томлинсона
описывает многие существенные черты сухого трения. Действительно,
приложение к телу достаточно малой силы приводит только к его
малому смещению из минимума потенциальной энергии, после чего
дальнейшее движение прекращается. Возникающую силу противодей-
ствия мы макроскопически воспринимаем как силу трения покоя.
Очевидно, что равновесие в периодическом потенциале в присутствии
постоянной тангенциальной силы невозможно при превышении этой
силой некоторого критического значения, воспринимаемого макроско-
пически как максимальная сила трения покоя, после преодоления
которой начинается макроскопическое скольжение тела.2 В модели (1)
критическое значение силы равно N. Можно показать, что зависимость
приложенной силы F от средней скорости скольжения, воспринимаемая
макроскопическим наблюдателем как закон трения системы, слабочув-
ствительна к периоду потенциала. Так, например, при большой вязкости
закон трения может быть вычислен аналитически:

F =
√

N2 + (η〈ẋ〉)2. (2)

Он не зависит от пространственного периода потенциала. Таким обра-
зом, восстановление микроскопического потенциала по стационарной
силе трения невозможно.

2 Под „макроскопическим“ поведением тела мы понимаем здесь поведение тела на
пространственном масштабе, существенно превышающем период потенциала. Напротив,
шкала, определяемая периодом потенциала, рассматривается нами в данном контексте
как микроскопическая.
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Два тела, соединенных связью переменной длины, движущиеся в случайном
потенциале.

Ситуация, однако, существенно изменяется, если наряду с посто-
янной компонентой приложить к телу быстро осциллирующую силу
или приложить постоянную силу к быстро осциллирующей паре тел.
В качестве модели такой осциллирующей трибосистемы рассмотрим
две точечных массы, связанных быстро осциллирующей связью длины

l = l0 + 1l sin(ωt), (3)

движущиеся в случайном потенциале U = U(x), задаваемом его спек-
тральным разложением

U(x) =

∞∫
0

c(k) cos(kx + ϕk)dk, (4)

при наличии постоянной внешней силы F (см. рисунок). Здесь ϕk —
случайная фаза, которую мы будем считать δ-коррелированной (белый
шум):

〈sinϕk sinϕk′〉 = 8δ(k − k′). (5)

Уравнение движения для центра масс двух тел имеет вид

2mẍ = F − 2ηẋ − ∂U(x − l/2)
∂x

− ∂U(x + l/2)
∂x

. (6)

В предположении, что частота осцилляции длины связи намного
больше, чем характерная частота собственных колебаний системы в
потенциале U(x), можно усреднить уравнение (6) по периоду быстрых
осцилляций связи (это усреднение мы будем обозначать чертой над
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соответствующей переменной). Для „медленной“ компоненты движения
имеем тогда

2m ¨̄x = F − 2η ˙̄x − ∂U(x − l(t)/2)
∂x

− ∂U(x + l(t)/2)
∂x

. (7)

В частности, при отсутствии макроскопического движения

F =
∂U(x − l(t)/2)

∂x
+
∂U(x + l(t)/2)

∂x
. (8)

Это выражение определяет макроскопически наблюдаемую „силу тре-
ния покоя“ осциллирующей пары. С учетом (3) и (4) имеем

F(x) = −
∞∫
0

c(k)k
[
sin(k(x − l/2) + ϕk) + sin(k(x + l/2) + ϕk)

]
dk

= −2

∞∫
0

c(k)k sin(kx + ϕk)
[
cos

kl0
2

· cos
(k1l

2
sinωt

)

− sin
kl0
2

· sin
(k1l

2
sinωt

)]
dk. (9)

Усреднение по времени с учетом известных разложений [9]

cos(ψ sinωt) = J0(ψ) + 2
∞∑

k=1

(−1)kJ2k(ψ) cos(2kωt), (10)

sin(ψ cosωt) = 2
∞∑

k=0

(−1)kJ2k+1(ψ) cos((2k + 1)ωt), (11)

где Jn(ψ) — функция Бесселя n-го порядка, дает

F(x) = −2

∞∫
0

c(k)k sin(kx + ϕk) cos
kl0
2

J0

(
k1l
2

)
dk. (12)

Для определения максимальной силы трения покоя осциллирующей
пары в случайном потенциале отметим, во-первых, что эта сила являет-
ся случайной функцией начального положения тела. Другими словами,
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имеется определенная функция распределения статических сил трения.
Эта функция распределения может быть найдена только численно.
С другой стороны, среднее значение статической силы трения, очевид-
но, имеет тот же порядок величины, что и среднеквадратичное значение
силы. Основные особенности зависимости статической силы трения от
амплитуды осцилляции связи мы можем поэтому выявить, определив
среднее значение квадрата силы, действующей на пару в потенциале:

〈
F(x)2

〉
= 2

∞∫
0

∞∫
0

c(k)c(k′)kk′
〈
sin(kx + ϕk) sin(k′x + ϕk′)

〉

× cos
kl0
2

cos
k′l0
2

J0

(
k1l
2

)
J0

(
k′1l
2

)
dkdk′. (13)

Угловые скобки означают здесь усреднение по ансамблю. Учитывая (5),
〈sin(kx + ϕk) sin(k′x + ϕk′)〉 = 8δ(k − k′). Для среднего значения квад-
рата силы имеем, таким образом,

〈
F(x)2

〉
= 8

∞∫
0

c(k)2k2 cos2
kl0
2

J20

(
k1l
2

)
dk. (14)

Это выражение может быть упрощено в случае большой величины
средней длины связи l0. Если эта длина является „макроскопически
большой“ в том смысле, что она намного больше любого характерного
микроскопического масштаба, то функция cos2 kl0

2 в подынтегральном
выражении (14) изменяется намного быстрее других подынтегральных
сомножителей и может быть заменена на ее среднее значение 1/2:

〈
F(x)2

〉
=
8

2

k2∫
k1

c(k)2k2J20

(
k1l
2

)
dk. (15)

Сила трения в этом случае не зависит от средней длины связи.
Покажем теперь, каким образом по зависимости силы трения

от амплитуды колебаний 1l может быть восстановлена спектральная
плотность c(k)2 потенциала взаимодействия. При этом мы ограничимся
качественным обсуждением метода решения обратной задачи. Отметим
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прежде всего, что при больших значениях аргумента имеет место
следующее асимптотическое выражение для функции Бесселя:

J0(z) ≈
√

2
πz

cos
(

z − π

4

)
.

Подставляя эту асимптотику в (15), получим

〈
F(x)2

〉
=

28
π1l

k2∫
k1

c(k)2k cos2
(

k1l
2

− π

4

)
dk

=
8

π1l

k2∫
k1

c(k)2k
[
1 + sin(k1l)

]
dk. (16)

Умножив это уравнение на 1l и сделав обратное Фурье-преобразование,
найдем

∞∫
0

〈
F(x)2

〉
1l sin(k1l)d(1l) =

8

2π2
c(k)2k.

Таким образом, спектральная плотность потенциала взаимодействия
может быть определена по формуле

c(k)2 =
1
k
2π2

8

∞∫
0

〈
F(x)2

〉
1l sin(k1l)d(1l). (17)

Мы рассмотрели модификацию закона трения под действием вы-
сокочастотных возбуждений. Рассмотренная система может быть экс-
периментально реализована в виде двух тел, соединенных пьезоэле-
ментом, совершающим высокочастотные колебания. Мы показали, что
по зависимости статической силы трения от амплитуды колебаний
может быть определена спектральная плотность потенциала взаимо-
действия, ответственного за возникновение силы трения и тем самым
относительный вклад различных масштабных уровней системы в силу
трения. Полученные результаты дают возможность экспериментального
изучения характерного масштаба процессов трения путем изучения
закона трения осциллирующих трибосистем.
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