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Аналитически найдены установившиеся решения нестационарного уравнения
Шредингера с параболическим потенциалом и сильным однородным высоко-
частотным полем. На их основе методика описания электронного транспорта
через системы прямоугольных и треугольных ям и барьеров с сильным одно-
родным высокочастотным полем обобщена на случай структур, включающих
в себя параболические потенциалы.

PACS: 73.63.-b

В последние годы резко возрос интерес к изучению нестационарных
квантовых процессов в микроструктурах [1–7]. При этом для изучения
электронного транспорта в сильном высокочастотном поле основным
инструментом остается численное решение нестационарного уравнения
Шредингера [6]. Поэтому представляют интерес любые другие способы
решения подобных задач. В [7] была предложена сильно уменьша-
ющая объем вычислений [8] и даже пригодная для аналитических
исследований [9] методика описания прохождения электронов через

1 1



2 А.Б. Пашковский

системы прямоугольных и треугольных ям и барьеров, основанная на
разложении решения задачи по точным установившимся (при t → +∞)
решениям нестационарного уравнения Шредингера с однородным высо-
кочастотным электрическим полем. В работе предполагается обобщить
данный подход на случай ям и барьеров параболической формы.

При решении какой-нибудь задачи путем разложения решения по
некоему базису принципиальное значение имеет вид базисных функций.
Если они представляются в слишком сложной форме, решение задачи
с их использованием может оказаться не проще численного и совсем
неприменимым для аналитических исследований. Вообще говоря, задача
о гармоническом осцилляторе в сильном высокочастотном поле в ли-
тературе была исследована весьма подробно [10,11], однако специфика
решений совместно с их сложным видом затрудняет непосредственное
использование полученных результатов для решения задачи о прохо-
ждении. Рассмотрим нестационарное уравнение Шредингера
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x2ψ − qExψ cosωt, (1)

где q, m — заряд и эффективная масса электрона, � — собственная
частота параболического потенциала (знак + соответствует гармониче-
скому осциллятору), E,ω — напряженность и частота электрического
поля.

Пусть волновая функция ψ0 удовлетворяет стационарному уравне-
нию Шредингера:
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Здесь ~ω0 — энергия электронов. Два линейно независимых реше-
ния (2) можно, например, выбрать в виде [12]:
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где F — вырожденная гипергеометрическая функция,
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По аналогии с [7] решение (1) ищем в виде

ψ(x, t) = ψ0[x + β cosωt] exp
{
−iω0t + αx sinωt + f (t)

}
, (5)

где f (t) — функция только времени, а α и β — численные коэффици-
енты. Подставляя (5) в (1), учитывая свойства ψ0 и приравнивая левую
и правую части уравнения в каждый момент времени, видим, что (1)
превращается в тождество в случае, когда f (t), α и β удовлетворяют
системе уравнений:

i~ωα = −qE±m�2β,

iωβ =
~
m
α,

i~ f ′(t) = − ~
2

2m
α2 sin2 ωt ± m�2

2
β2 cos2 ω.

(6)

Отсюда находим
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iqEω

~(ω2 ±�2)
, β =

qE
m(ω2 ±�2)

, (7)

f (t) = − iq2E2

4~m(ω2 ±�2)2
·
{

(ω2 ±�2)t − (ω2 ±�2)
sin 2ωt

2ω

}
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Надо отметить, что в отличие от случаев свободного пространства
и постоянного однородного поля для параболического потенциала
решение (5) определено не для всех ω > 0. Так, для гармонического
осциллятора (знак + в (1)) при ω = � (т. е. в резонансном случае)
коэффициенты α и β обращаются в бесконечность, но только при
ω = �, при ω = n� никаких особенностей нет! Очевидно, в этом случае
уравнение (1) должно иметь другое решение (возможно, его можно
получить из (5) предельным переходом). Отметим интересный факт,
что при выполнении условий

β = − i~α
m�

, f (t) =
i~α2

4m�
sin 2�t (9)

волновая функция (5) является точным решением нестационарного
уравнения Шредингера (1) для линейного осциллятора без высокоча-
стотного поля при любых α.
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Пусть теперь электроны с энергией ε = ~ω0 слева падают на
структуру, в которой однородное высокочастотное поле локализовано
в области 0 < x < a и которая состоит из N отрезков с потенциа-
лами прямоугольной, треугольной и параболической формы. Справа
от структуры (x > a) потенциал произвольный. Из всех возможных
решений задачи будем искать те, которые гармонически зависят от
времени. Тогда волновая функция электронов при x < 0 состоит из
набора плоских волн

ψ(x, t, ε) = exp[ikx − iω0t] +
+∞∑

j =−∞
D j exp

[
−ik j x − i (ω0 + jω)t

]
, (10)

где k j = (2m(ω0 + jω)/~)
1
2 .

При x > a волновые функции имеют вид [1,7]
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}
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а в области 0 < x < a на отрезке с номером k:

ψk(x, t, ε) =
+∞∑

j =−∞
Ak

j · ψk
E1(x, t, ω̃0 + jω) + Bk

j · ψk
E2(x, t, ω̃0 + jω),

(12)
где ψ1

E1 и ψk
E2 — линейно независимые решения (1) в случае парабо-

лического потенциала или соответствующие линейно независимые ре-
шения нестационарного уравнения Шредингера с однородным высоко-
частотным полем в случае однородного пространства или однородного
постоянного поля [7,13]. При этом соответственно

ω̃0 = ω0 −
(qE)2

4m~(ω2 ±�2)
или ω̃0 = ω0 −

(qE)2

4m~ω2
.

С учетом того что число слагаемых в (10)−(12) можно ограничить
условием | j | < n, qEa/2~ω)n/n!� 1 (многофотонные процессы с уча-
стием большего, чем n, числа фотонов становятся маловероятными),
сшивая волновые функции на границах области, получаем систему
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уравнений:
ψ0(0, t, ε) = ψ1(0, t, ε),
∂

∂x
ψ0(0, t, ε) =

∂

∂x
ψ1(0, t, ε),

ψN(a, t, ε) = ψN+1(a, t, ε),
∂

∂x
ψN(a, t, ε) =

∂

∂x
ψN+1(a, t, ε),

(13)

которые должны выполняться в каждый момент времени, решение
которой [7] и дает искомую волновую функцию.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (проект 04-02-17177).
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