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При моделировании электромагнитных рассеивателей в рамках дипольного
приближения и приближения локального поля используется тензор поляри-
зуемости. Элементы матрицы этого тензора определяются геометрией рас-
сеивателя и являются благодаря рассеянию комплексными числами даже в
отсутствие потерь в его материале. Оказывается, что возможно установить
условие, которому подчиняется тензор поляризуемости рассеивателей, не
обладающих диссипативными потерями. Данная статья посвящена выводу этого
условия для бианизотропных рассеивателей. Обсуждается его применение при
аналитическом моделировании периодических структур из таких включений.

Для описания рассеянного поля малых рассеивателей сложной
формы часто используется дипольное приближение. В рамках этого
приближения рассеиватель заменяется парой диполей: электрическим
и магнитным. Полем этих диполей и моделируется рассеянное поле.
Замена рассеивателя сложной геометрии двумя диполями приводит к
введению оператора поляризуемости, связывающего дипольные момен-
ты с локальными (внешними, сторонними по отношению к включению)
электрическим и магнитным полями. Этот оператор несет в себе всю
информацию о сложной геометрии рассеивателя и о материале, из кото-
рого он сделан. В общем случае оператор поляризуемости зависит как
от частоты поля ω, так и от характера распределения внешнего поля в
объеме, занимаемом рассеивателем. В рамках приближения однородных
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локальных полей, дипольные моменты определяются электрическим и
магнитным полями, которые предполагаются неизменными в объеме
рассеивателя. В этом случае оператор поляризуемости может быть
заменен на тензор поляризуемости α размерности 6× 6:(

p
m

)
= α ·

(
E
H

)
. (1)

Здесь p и m — комплексные амплитуды электрического и магнитного
моментов рассеивателя, E и H — локальные электрическое и магнитное
поля, действующие на рассеиватель. Из пар векторов (p, m) и (E,H)
формируются шестивекторы, связанные равенством (1).

В большинстве работ, посвященных бианизотропным средам (см.,
например, [1–3]), используется диадный формализм, в котором (1)
представляется как {

p = aee · E + aem ·H,

m = ame · E + amm ·H,
(2)

где aee, aem, ame, amm — диады размерности 3. Таким образом, находим,
что

α =
(

aee aem

ame amm

)
. (3)

В случае изотропного немагнитного рассеивателя (aee = αI ,

aem = ame = amm = 0, где через I обозначена единичная диада) в ра-
боте [4] показано, что для рассеивателя без потерь

Im

{
1
α

}
= − k3

6πε0
, (4)

где k = ω
√
ε0µ0 — волновое число вмещающей рассеиватель изотроп-

ной среды, а ε0 и µ0 — ее диэлектрическая и магнитная проницаемости.
Это условие (далее будем называть его условием Сайпа−Кранен-

донка) ограничивает значения комплексного числа α тем, что фиксирует
мнимую часть его обратной величины. Условие на вещественную и
мнимую части α выглядит так:

Im{α} =
k3

6πε0

√
(Re{α})2 + (Im{α})2. (5)
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Данное условие играет существенную роль в теории рассеяния света
(см., например, [5]) и обсуждалось еще в работах М. Планка [6] и
Л.И. Мандельштама [7].

Условие Сайпа−Кранендонка (4) является следствием закона со-
хранения энергии в рассеивателе. Тем самым оно оказывается крайне
полезным при анализе регулярных структур рассеивателей, включая
трехмерные [8,9] и двумерные решетки [10–12], позволяя записать усло-
вие сохранения энергии в этих периодических структурах. Интересно,
что условие Сайпа−Кранендонка может быть выведено исходя как из
соображений сохранения энергии в единичном рассеивателе, так и
из закона сохранения энергии в регулярной структуре — результаты
получаются идентичными. В данной статье мы будем следовать первому
пути и обобщим условие Сайпа−Кранендонка (4) на случай бианизо-
тропных рассеивателей.

Рассчитаем мощность, затрачиваемую сторонним полем на возбуж-
дение бианизотропного рассеивателя:

Pext =
1
2
Re
{
( jωp)∗ · E + ( jωm) ·H∗}

= −ω

2
Im

{(
p
m

)∗
·
(
E
H

)}
= −ω

2
Im

{(
p
m

)∗
· α−1 ·

(
p
m

)}

= − ω

4 j

(
p
m

)∗
·
[
α−1 − (α−1

)†] · (p
m

)
. (6)

Здесь через † обозначен оператор Эрмитова сопряжения. Отметим, что
в случае комплексного базиса {ei}|6i=1′ . Эрмитово сопряжение тензора
не эквивалентно Эрмитову сопряжению соответствующей ему матрицы
и требует сопряжения базиса:

α =
6∑

i=1

6∑
j=1

αi j ei ej ,

a† ≡
6∑

i=1

6∑
j=1

α∗
j i e

∗
i e∗j =

6∑
i=1

6∑
j=1

α
†
i j e

∗
i e∗j 6=

6∑
i=1

6∑
j=1

α
†
i j ei ej . (7)

Это замечание полезно при рассмотрении гиротропных рассеивате-
лей [9], тензор поляризуемости которых удобно записывать в базисе
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векторов эллиптической поляризации. Мощность, излучаемая расcеива-
телем, дается следующей формулой:

Prad =
ω4

12πc
(µ0p∗ · p + ε0m∗ ·m) =

ω4

12πc

(
p
m

)∗
·
(
µ0I 0

0 ε0I

)
·
(
p
m

)
.

(8)
В предположении отсутствия потерь в рассеивателе принимае-

мая (6) и излучаемая (8) мощности равны:

Pext = Prad. (9)

В случае существования обратного тензора α−1 для произвольно
заданных p и m всегда может быть найдено электрическое и (или)
магнитное поле, необходимое для их возбуждения, откуда мы получаем
обобщение условия Сайпа−Кранендонка (4) в следующем виде:

1
2 j

[
α−1 − (α−1

)†] = − k3

6π

(
I/ε0 0

0 I/µ0

)
. (10)

Для взаимных сред (aee = a T
ee, amm = a T

mm, aem = −a T
me) это условие

в диадной интерпретации представляет собой тройку диадных уравне-
ний [12], эквивалентных (10) (если соответствующие обратные диады
существуют):

Im
{(

αee− αem · α−1
mm · αme

)−1
}

=
k3

6πε0
I , (11)

Im
{(

αmm− αme · α−1
ee · αem

)−1
}

=
k3

6πµ0
I , (12)

Re
{(

αee− αem · α−1
mm · αme

)−1 · αem · α−1
mm

}
= 0. (13)

В случае, когда рассеиватель не обладает бианизотропными свойствами
(aem = ame = 0), (10) разбивается на два независимых условия:

Im
{

a−1
ee

}
= − k3

6πε0
I ,

Im
{

a −1
mm

}
= − k3

6πµ0
I . (14)
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В заключение отметим, что в данной статье приведен вывод
обобщенного условия Сайпа−Кранендонка для бианизотропных рассеи-
вателей без потерь. Это условие является следствием закона сохранения
энергии для одного рассеивателя и оказывается крайне важным при
анализе сохранения энергии в регулярных структурах многих рассеива-
телей [8–12].
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