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Рассматривается взаимосвязь фазовой синхронизации связанных хаотических
осцилляторов и синхронизации временны́х масштабов. Показано, что граница
возникновения синхронизации временны́х масштабов зависит от разрешающей
способности материнского вейвлета. Синхронизация временны́х масштабов воз-
никает, как правило, раньше фазовой синхронизации, либо, если разрешающая
способность материнского вейвлета оказывается недостаточной, совпадает с мо-
ментом возникновения фазовой синхронизации. Результаты проиллюстрированы
на примере однонаправленно связанных систем Ресслера.

Хаотическая синхронизация является одним из фундаментальных
нелинейных явлений, активно изучаемых в последнее время [1], имею-
щих важное и прикладное значение. С развитием теории динамического
хаоса было выявлено достаточно большое число различных типов
хаотического синхронного поведения связанных динамических систем с
потоковым временем: фазовая синхронизация [1], обобщенная синхрони-
зация [2], синхронизация с запаздыванием (лаг-синхронизация) [3], пол-
ная синхронизация [4]. Каждый из этих типов синхронной хаотической
динамики имеет свои особенности и свои способы диагностики, при
этом в научной литературе активно обсуждается вопрос о взаимосвязи
этих типов синхронного поведения друг с другом. Различные типы
синхронизации связанных хаотических осцилляторов могут рассмат-
риваться как различные виды проявления единых закономерностей,
возникающих в связанных нелинейных системах (см., например, [5–7]).

В [8–10] было показано, что все вышеупомянутые типы синхронного
хаотического поведения могут рассматриваться как частные случаи
синхронизации временны́х масштабов. В частности, было отмечено,
что если два связанных хаотических осциллятора находятся в режиме
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фазовой синхронизации, то режим синхронизации временны́х масшта-
бов будет также обнаружен. Обратное неверно, и достаточно типичной
является ситуация, когда два связанных осциллятора демонстрируют
режим синхронизации временны́х масштабов, в то время как фазовая
синхронизация не наблюдается (см. также [8,9,11]).

Целью настоящей работы является рассмотрение вопроса о взаи-
мосвязи режимов фазовой синхронизации хаотических осцилляторов и
синхронизации временны́х масштабов, в частности о том, как соотно-
сятся границы возникновения этих режимов на плоскости управляющих
параметров „частота ведущего осциллятора — параметр связи“.

Для описания и анализа фазовой синхронизации, как правило, вво-
дится фаза φ(t) хаотического сигнала [1,12–16]. Фазовая синхронизация
означает, что происходит захват фаз хаотических сигналов, в то время
как амплитуды этих сигналов остаются несвязанными друг с другом и
выглядят хаотическими. Захват фаз влечет за собой совпадение частот
сигналов. Характерная частота хаотического сигнала определяется как
средняя скорость изменения фазы 〈φ̇(t)〉.

Существует несколько способов введения фазы, подходящих для
систем с простой топологией хаотического аттрактора (с фазово-
когерентным аттрактором). Прежде всего, фаза φ хаотического сигнала
может быть введена как угол в полярной системе координат на плос-
кости (x, y) [3,17], но при этом все траектории проекции хаотического
аттрактора на плоскости (x, y) должны вращаться вокруг начала коор-
динат. Иногда возможно использовать преобразование координат, чтобы
получить подходящую для введения фазы проекцию [1,17], или рассмат-
ривать динамику системы на плоскости скоростей (ẋ, ẏ) [18]. Другим
способом определения фазы для хаотической динамической системы
является введение в рассмотрение аналитического сигнала [12,14], вво-
димого в рассмотрение с помощью преобразования Гильберта. Наконец,
для определения фазы хаотического сигнала может быть использована
поверхность сечения Пуанкаре [12,14]. Все вышеописанные подходы
дают сходные корректные результаты для систем с фазово-когерентным
хаотическим аттрактором [17]. В то же самое время эти методы часто
приводят к некорректным результатам для систем с плохо определенной
фазой (см., например, [1,19]). Вследствие этого фазовая синхронизация
подобных систем в ряде случаев, как правило, может быть выявлена
с помощью косвенных наблюдений [17,20] и измерений [21], а иногда
установить наличие или отсутствие фазовой синхронизации не пред-
ставляется возможным.
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Для описания режима синхронизации временны́х масштабов [8–11]
в рассмотрение с помощью непрерывного вейвлетного преобразования
с материнской вейвлетной функцией в виде вейвлета Morlet (см., на-
пример, [22])

ψ0(η) =
1

4
√
π

exp( j�η) exp

(
−η2

2

)
, (1)

вводятся временны́е масштабы s. Каждый временно́й масштаб характе-
ризуется мгновенной фазой φs(t) = argW(s, t), где W(s, t) — комплекс-
ная вейвлетная поверхность. В этом случае явление синхронизации
временны́х масштабов связанных хаотических систем проявляется как
синхронное поведение фаз φs1,2(t) первого и второго осцилляторов, со-
ответственно, наблюдаемое в диапазоне синхронизованных временны́х
масштабов sm < s < sb. Для каждого временно́го масштаба s из этого
диапазона выполняется условие захвата фаз

|φs1(t)− φs2(t)| < const, (2)

причем на этот диапазон временны́х масштабов должна приходиться
ненулевая доля энергии вейвлетного спектра. Поскольку материнский
вейвлет (1) зависит от параметра �, то актуальным является также
вопрос о его влиянии на обнаружение границы режима синхронизации
временны́х масштабов.

Рассмотрение вопроса о взаимосвязи фазовой синхронизации и
синхронизации временны́х масштабов проведем на примере однона-
правленно связанных хаотических осцилляторов Ресслера со слегка
различающимися параметрами

ẋd = −ωdyd − zd, ẋr = −ωr yr − zr + ε(xd − xr ),

ẏd = ωdxd + ayd, ẏr = ωr xr + ayr ,

żd = p + zd(xd − c), żr = p + zr (xr − c). (3)

В системе (3) параметр ε характеризует величину связи между ос-
цилляторами. Значения управляющих параметров были выбраны по
аналогии с работой [23]: a = 0.15, p = 0.2, c = 10.0. Управляющий
параметр ведомой системы ωr = 0.95, характеризующий основную
частоту колебаний, был фиксирован, а аналогичный параметр ведущей
системы ωd варьировался в диапазоне от 0.8 до 1.1 для того, что-
бы задать слабую расстройку взаимодействующих осцилляторов. При
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Плоскость параметров (ωd, ε) для однонаправленно связанных хаотических
осцилляторов Ресслера (3). Сплошной линией показана граница возникновения
режима фазовой синхронизации. Граница возникновения режима синхрониза-
ции временны́х масштабов для значения параметра Morlet-вейвлета � = 2π
показана пунктирной линией, для � = 16 — штрихпунктирной. Точками (•)
показана граница возникновения режима синхронизации временны́х масштабов
при анализе с параметром Morlet-вейвлета � = 0.05.

выбранном значении управляющих параметров хаотические аттракто-
ры взаимодействующих осцилляторов являются фазово-когерентными
(за исключением малых областей на плоскости (ωd, ε), не оказывающих
серьезное влияние на полученные результаты), что позволяет корректно
ввести в рассмотрение фазу хаотического сигнала и диагностировать
режим фазовой синхронизации.

На рисунке приведена граница возникновения режима фазовой
синхронизации на плоскости управляющих параметров (ωd, ε). Уста-
новление режима фазовой синхронизации диагностировалось по захвату
фаз ведущего и ведомого осцилляторов (3), вводимых в рассмотрение
как угол в полярной системе координат на плоскостях (xd, yd) и (xr , yr )
соответственно. Следует отметить, что граница возникновения режима
фазовой синхронизации в том случае, если фаза хаотического сигнала
вводилась с помощью преобразования Гильберта или как угол в
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полярной системе координат на плоскости (ẋ, ẏ), практически совпадает
с приведенной на рисунке, что объясняется хорошей топологией хаоти-
ческого аттрактора. Видно, что область фазовой синхронизации имеет
форму языка, „втыкающегося“ в точку (ωr , 0) на плоскости управляю-
щих параметров (ωd, ε) и расширяющегося с ростом параметра связи ε.

На этом же рисунке показана граница возникновения режима син-
хронизации временны́х масштабов для случая, когда параметр материн-
ского вейвлета Morlet выбран � = 2π. Подобное значение параметра
было предложено в [8,9,11]. Выбор данного значения обусловливается
тем, что в этом случае существует простая и естественная связь между
временны́м масштабом s и частотой f фурье-спектра: s = 1/ f . При
других значениях параметра � связь между частотой и временны́м
масштабом оказывается более сложной (см. подробнее [22]).

Из рисунка отчетливо видно, что при относительно больших рас-
стройках параметров взаимодействующих хаотических осцилляторов
режим синхронизации временны́х масштабов диагностируется при мень-
ших значениях параметра связи ε, нежели режим фазовой синхрониза-
ции. В то же самое время при малых расстройках границы возникнове-
ния обоих типов хаотической синхронизации совпадают друг с другом.
Это объясняется разрешающей способностью вейвлетной функции с
выбранным значением параметра �: пока расстройка между частотами
ведущей и ведомой систем мала, синхронное поведение систем на
временно́м масштабе s1, соответствующем основной частоте в фурье-
спектре ведущей системы, может быть „замаскировано“ несинхронной
динамикой на временно́м масштабе s2, соответствующем основной
частоте ведомой системы [22]. Поэтому и на временно́м масштабе s2, и
на временно́м масштабе s1 будет наблюдаться несинхронное поведение
до тех пор, пока несинхронная динамика временно́го масштаба s2 не
будет полностью подавлена синхронной динамикой масштаба s1, что
соответствует установлению режима фазовой синхронизации.

По мере увеличения расстройки между ведущим и ведомым ос-
цилляторами интервал между временны́ми масштабами s1 и s2 также
увеличивается, что позволяет разделить динамику на этих масштабах с
помощью вейвлетной функции. Поэтому по мере увеличения расстрой-
ки ωd−ωr порог возникновения синхронизации временны́х масштабов
начинает диагностироваться раньше, чем порог возникновения фазовой
синхронизации.

С увеличением параметра � разрешающая способность Morlet-
вейвлета увеличивается (см., например, [22]), и соответственно удает-
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ся диагностировать более тонкие особенности синхронной динамики.
Следовательно, порог возникновения режима синхронизации временны́х
масштабов должен сместиться в сторону меньших значений параметра
связи ε с ростом �, и наоборот, по мере уменьшения параметра �,
порог возникновения режима синхронизации временны́х масштабов
сдвигается в направлении бо́льших значений ε. Одновременно с умень-
шением параметра � происходит расширение области на плоскости
управляющих параметров (ωd, ε), в которой границы фазовой синхрони-
зации и синхронизации временны́х масштабов совпадают друг с другом.

Сказанное иллюстрируется рисунком, на котором также показана
граница возникновения режима синхронизации временны́х масштабов,
полученная с помощью Morlet-вейвлета с параметром � = 16. Видно,
что синхронизация временны́х масштабов в данном случае начинает
диагностироваться раньше, чем для � = 2π. На этом же рисунке
показана точками граница возникновения синхронизации временны́х
масштабов, найденная для вейвлета с очень плохой разрешающей
способностью (маленькое значение параметра � = 0.5). Видно, что в
этом случае даже для относительно большой расстройки взаимодей-
ствующих хаотических осцилляторов граница установления режима
синхронизации временны́х масштабов диагностируется практически
одновременно с установлением режима фазовой синхронизации. Таким
образом, анализируя поведение связанных хаотических осцилляторов с
помощью Morlet-вейвлета с плохой разрешающей способностью (малые
значения параметра �), можно диагностировать, фактически, границу
возникновения режима фазовой синхронизации даже для относительно
больших расстроек связанных осцилляторов. При этом фазовая коге-
рентность (или, наоборот, некогерентность) хаотического аттрактора,
по всей видимости, не имеет решающего значения. В частности, для
системы двунаправленно связанных хаотических осцилляторов Рессле-
ра, описанной в [21], для значения параметра связи ε = 0.05 удается
диагностировать синхронный режим с помощью Morlet-вейвлета с
параметром � = 0.5, несмотря на то что хаотический аттрактор не
является фазово-когерентным (в работе [21] наличие синхронного
режима было установлено с помощью перехода к скоростям (ẋ, ẏ)).

Таким образом, в работе изучена взаимосвязь фазовой синхрониза-
ции связанных хаотических осцилляторов и синхронизации временны́х
масштабов, показано их соответствие друг другу, выяснено влияние
выбора параметра Morlet-вейвлета на диагностирование синхронного
режима.
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