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Получены приближенные аналитические решения нелинейного уравнения
диффузии ∂c

∂t = ∂
∂x

(
D(c) ∂c

∂x

)
в практически важном случае постоянных краевых

условий — диффузии в равномерно легированном полупространстве при
нулевой поверхностной концентрации для зависимостей D(c) = ac, ac2 и a

√
c

(a > 0).
Точность приближения для указанных зависимостей в интервале

(1÷ 2) · 10−3−(0.92÷ 0.99) не хуже 1−2%.

PACS: 66.30.Dn

Нелинейное уравнение диффузии

∂c
∂t

=
∂

∂x

(
D(c)

∂c
∂x

)
(1)

(c — концентрация диффундирующих частиц, x — координата, t —
время, D — коэффициент диффузии) описывает целый ряд задач
диффузии, связанных как с зависимостью параметров элементарного
диффузионного акта от концентрации диффундирующих частиц, так и с
изменением состояния диффундирующих частиц — при диссоциативной
диффузии, диффузии с вытеснением, диффузии с комплексообразовани-
ем [1,2]. К уравнению (1) зачастую сводятся также задачи диффузии
заряженных частиц и диффузии по ионизованным вакансиям [1,2].

Характер зависимости D(c) определяется конкретной ситуацией,
складывающейся при диффузии в твердом теле. Так, при диффузии
мышьяка и фосфора в кремнии, бора в кремнии [1,2], хрома в окиси
никеля [3] наблюдается зависимость D(c) = ac, а при диффузии цинка
в арсениде галлия — зависимость D(c) = ac2 [1]. При диффузии цинка в
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арсениде галлия отмечалась также зависимость D(c) = a
√

c [4]. Всюду
a > 0.

При известной зависимости D(c) концентрация c(x, t) может быть
найдена численным решением уравнения (1). Однако в практически
важном случае постоянных краевых условий — диффузия в равно-
мерно легированном полупространстве при постоянной поверхност-
ной концентрации, а также диффузия в пространстве при исходном
ступенчатом распределении концентрации — нелинейное уравнение в
частных производных (1) подстановкой Больцмана λ = x/

√
t сводится к

обыкновенному нелинейному уравнению [5]

−λ
2

dc
dλ

=
d
dλ

(
D(c)

dc
dλ

)
. (2)

Численные методы решения уравнения (2) позволяют находить
профиль концентрации при весьма произвольном характере зависи-
мости D(c). Однако применение этих методов нередко сопряжено с
известными трудностями, в связи с чем представляет интерес на-
хождение приближенных аналитических соотношений, позволяющих
с достаточной для экспериментатора точностью определять концен-
трационный профиль для конкретного вида зависимости D(c). Такие
соотношения были получены нами на основе предложенных ранее
методов приближенного решения уравнения (2) [5].

Рассматривалась диффузия из равномерно легированного полупро-
странства

c(x, 0) = const = c0, x > 0

со связывающей границей

c(0, t) = 0, t > 0.

Соответствующие краевые условия для уравнения (2) записывались
в виде

c(0) = 0, c(∞) = c0. (3)

Полагалось для простоты c0 = 1. Отметим, что концентрационный
профиль определяется в виде λ(c), а не c(λ).

Нами получены приближенные аналитические решения уравне-
ния (2) для следующих зависимостей D(c): 1) ac, 2) ac2, 3) a

√
c.
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1. Зависимость D(c) = ac

В интервале 10−3 6 c 6 0.3

λ(c) = 0.752 ln

(
1 + c2

1− c2

)√
a. (4)

Как показывает сравнение значений λ, полученных с использованием
этого соотношения, с численными значениями, найденными методом
Филипа [5], различие между аналитическими и численными значения-
ми λ во всем указанном интервале не превосходит 1%.

В интервале 0.3 6 c 6 0.92

λ(c) =
(

0.773 ln
1 + c2

1− c2
− b

)√
a, (5)

где b = 3.642 · 10−3. Во всем интервале различие между аналитически-
ми и численными значениями λ не превышает 1.15%.

2. Зависимость D(c) = ac2

В интервале 10−3 6 c 6 0.6

λ(c) = 1.05

(
ln

1 + c
1− c

− 2 arctg

)√
a. (6)

Отклонение аналитических значений от численных во всем интервале
меньше 1%.

В интервале 0.6 6 c 6 0.97

λ(c) =
(

0.746 ln
1 + c3

1− c3
− b

)√
a, (7)

где b = 9.879 · 10−3. Отклонение аналитических значений от численных
во всем интервале меньше 2%.

3. Зависимость D(c) = a
√

c

В интервале 2 · 10−3 6 c 6 0.8

λ(c) = 0.8032 ln

(
1 + c

√
c

1− c
√

c

)√
a. (8)

Во всем интервале точность аппроксимации не хуже 1%.
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В интервале 0.8 6 c 6 0.99

λ(c) =
[

0.5787

(
ln

1 + c
√

c
1− c

√
c

+ 2 arctg c
√

c

)
− b

]√
a, (9)

где b = 0.3154. Точность аппроксимации для данного соотношения —
не хуже 1%.
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