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Рассмотрены простейшие законы дисперсии в диссипативных средах, плот-
ность электромагнитной энергии в них, а также скорости: фазовая, групповая и
энергии. Показано, что в полярных диэлектриках с аномальной положительной
дисперсией, описываемой формулой Дебая, скорость энергии в плоской мо-
нохроматической волне совпадает с фазовой скоростью, а групповая скорость
может превышать скорость света.

PACS: 03.50.Kk

Для любого волнового и колебательного процесса можно ввести
плотность электромагнитной энергии U и скорость ее переноса νe,
определяемую на основе концепции Н.А. Умова [1] данной плотностью
и вектором Пойтинга P(r, t) [2–6]:

νe(r, t) = E(r, t)×H(r, t)/U(r, t) = P(r, t)/U(r, t). (1)

Это следует из закона сохранения энергии при общих предположениях.
В вакууме

U(r, t) = UE + UH = ε0E2(r, t)/2 + µ0H2(r, t)/2.

В средах плотность энергии часто определяют аналогичным выражени-
ем [3–6]

U(r, t) = UE(r, t) + UH(r, t) = E(r, t)D(r, t)/2 + H(r, t)B(r, t)/2. (2)

Однако оно является строгим только для статических полей при посто-
янной температуре, поскольку соотношения типа D(r, t) = ε0εE(r, t) в
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общем случае неверны. Именно, в статических полях при постоянной
температуре (2) совпадает с плотностью свободной энергии [3,7,8].
В средах под U следует понимать плотность внутренней энергии
системы поле−вещество (в отсутствие поля U = 0). Временна́я дис-
персия означает интегральную связь векторов полей и индукций [7–10]
посредством восприимчивостей типа

D(r, t) = ε0ε̂E(r, t) = ε0E(r, t) + ε0

t∫
t0

κ̂(r, t − t′)E(r, t′)dt′

= ε0

t∫
t0

ε̂(r, t − t′)E(r, t′)dt′, (3)

а из локального закона сохранения [2–6]

Jin(r, t)E(r, t) = ∂tW(r, t) + σE2(r, t) +∇ · P(r, t) (4)

для плотности мощности сторонних источников поля Jin следует, что
∂tW(r, t) = E(r, t)∂tD(r, t) + H(r, t)∂tB(r, t). Здесь обозначено ∂t = ∂/∂t .
Плотность затраченной на генерацию поля энергии (работы) W пред-
ставляется в виде

W(r, t) =

t∫
t0

{
E(r, t′)

∂

∂t′
D(r, t′) + H(r, t′)

∂

∂t′
B(r, t′)

}
dt′ = E(r, t)D(r, t)

+ H(r, t)B(r, t)−
t∫

t0

{
D(r, t′)

∂

∂t′
E(r, t′) + B(r, t′)

∂

∂t′
H(r, t′)

}
dt′

=
ε0E2(r, t) + µ0H2(r, t)

2
+

t∫
t0

{
ε0κ̂(r, 0)E2(r, t′) + µ0χ̂(r, 0)H2(r, t′)

+

t′∫
t0

[
ε0E(r, t)∂t κ̂(r, t′−t′′)E(r, t′′)+µ0H(r, t′)∂t χ̂(r, t′−t′′)H(r, t′′)

]
dt′′
}

dt′.

(5)
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Считается, что при t < t0 поле и его источники отсутствовали, а
W(t0) = 0. Второй член в правой части (4) дает диссипацию, связанную
с токами проводимости, и отсутствует при σ = 0. Однако диссипация,
связанная с токами поляризации, всегда имеется в (5). Диссипация
приводит к нагреву, который, в свою очередь, способен создавать до-
полнительный вклад в генерирующий поле ток и в тепловое излучение.
Поэтому процесс создания поля не является равновесным. Если процесс
во времени гармонический (квазигармонический) и выделяемое тепло
отводится в термостат, то его можно считать равновесным, а среднюю
за период внутреннюю энергию постоянной. Далее будем рассмат-
ривать только квазиравновесные квазистационарные (квазигармониче-
ские) процессы при постоянной температуре. В отсутствие процессов
переноса вещества и пространственной дисперсии W = U + Q [8], где
U — внутренняя (свободная) энергия поля и вещества, а Q — диссипи-
рованная и отведенная теплота. Таким образом, плотность энергии есть
величина интегральная, зависящая от предыстории процесса создания
поля, поскольку энергия способна накапливаться. Функция ε̂(r, t) равна
нулю при t < 0, обеспечивая в (5), согласно принципу причинности,
заданные пределы интегрирования, а κ̂(r, t) убывает при больших t .
Временно́й дисперсии (5) соответствует частотная

ε(r, ω) = ε′(r, ω)− j ε′′(r, ω) =

∞∫
0

ε̂(r, t) exp(− jωt)dt, (6)

для которой выполняются соотношения Крамерса−Кронига [7–10].
Рассмотрим однородную среду с законом дисперсии κ̂(t) =

= κ0α0 exp(−α0t), где τ0 = 1/α0 — характерное время релаксации. Тогда

ε(ω) = ε′(ω)− j ε′′(ω) = 1 +
κ0

1 + (ωτ0)2
− j

κ0ωτ0

1 + (ωτ0)2
. (7)

Такой формулой описывается дисперсия многих веществ, например,
дистиллированной воды [11], спиртов, ряда газов и других поляр-
ных диэлектриков, т. е. диэлектриков с твердыми (жесткими) диполя-
ми [3,11–14]. Дисперсию конкретных веществ во всем бесконечном
частотном диапазоне не удается описать простыми формулами типа (7).
Для модели газа осцилляторов с собственной частотой ω0 и потерями,
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обусловленными коэффициентом затухания ωc, аналогичная (7) форму-
ла имеет вид [8,9,15–17]:

ε(ω) = ε′(ω)− j ε′′(ω)

= 1−
ω2

p(ω2 − ω2
0)

(ω2 − ω2
0)2 + (ωωc)2

− j
ω2

pωωc

(ω2 − ω2
0)2 + (ωωc)2

. (8)

Восприимчивость конкретных веществ есть сумма восприимчивостей
для нескольких законов типа (7) и/или (8) с учетом внутреннего поля.
Заметим, что закон (7) следует из (8) при ω � ω0 или после пре-
дельного перехода ω0, ωp, ωc →∞ при условиях ω2

p/ω
2
0 = const = κ0,

ωc/ω
2
0 = const′ = τ0 (идеально жесткие диполи), а дисперсии в плазме

с плазменной частотой ωp соответствует случай ω0 = 0 (несвязанные
диполи).

Целью работы является исследование соотношений между скоро-
стью энергии, фазовой и групповой скоростями в монохроматиче-
ском процессе (плоской волне) для законов дисперсии (7) и (8), а
также получение плотности электромагнитной энергии. Как известно,
дисперсия в средах всегда сопряжена с потерями [3–18], так же
как и потери приводят к дисперсии. Закон (7) получен Дебаем для
молекул в виде жестких диполей из классического микроскопического
рассмотрения [14]. Квантовое описание также дает законы (7), (8) [18].
Пусть µ ≡ 1. Тогда для монохроматического процесса exp( jωt)

γ(ω) = ωn(ω)/c = ω
√
ε(ω)/c = β(ω)− jα(ω), (9)

где β(ω) — постоянная распространения, а α(ω) — постоянная
затухания, причем

β(ω) = ωn′(ω)/c, α(ω) = ωn′′(ω)/c, (10)

n′(ω) =

√[
ε′(ω) +

√
ε′2(ω) + ε′′2(ω)

]/
2,

n′′(ω) =

√[√
ε′2(ω) + ε′′2(ω)− ε′(ω)

]/
2. (11)

Здесь n′ =
√
ε̃ — замедление, при этом всегда n′ > 0, n′′ > 0. Равенство

нулю в первом случае возможно, только если ε′ = ε′′ = 0, а во
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Рис. 1. Нормированные фазовая (– – –) и групповая (—) скорости для по-
лярных диэлектриков с жесткими диполями: κ0 = 0.5 (1), κ0 = 1 (2), κ0 = 2 (3),
κ0 = 4 (4), κ0 = 80 (5).

втором — также при ε′′ = 0. Далее под дисперсией будем понимать
зависимость β(ω). Обозначим две характерные скорости: фазовую
v p(ω) = ω/β(ω) и групповую vg(ω) = [∂β(ω)/∂ω]−1. В [19] введена
комплексная групповая скорость как одна из характеристик комплекс-
ной огибающей импульса (см. также [9]). Однако такая скорость имеет
только абстрактный математический интерес и не несет физического
смысла. Комплексную же фазовую скорость вполне можно использо-
вать [8]. Дисперсия в средах и линиях передачи характеризуется па-
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Рис. 2. Нормированные скорости: фазовая, групповая и энергии для закона (9)
(соответственно тонкая сплошная, штриховая и жирная сплошная линии) в
зависимости от � = ω/ωp при ω0/ωp = 1, ωc/ωp = 1.2 (1) и при ω0 = 0,
ωc/ωp = 0.85 (плазма, 2).

раметром ∂m′(ω)/∂ω. При ∂m′(ω)/∂ω > 0 (∂m′(λ)/∂λ < 0) дисперсию
называют нормальной, а при ∂m′(ω)/∂ω < 0 (∂m′(λ)/∂λ > 0) — ано-
мальной. Если направления групповой и фазовой скоростей совпадают,
дисперсию также называют положительной (прямая волна), а когда
эти направления противоположны, дисперсия является отрицательной
(обратная волна) [20]. Известно, что в диссипативных средах групповая
скорость может превышать скорость света c [9,16,18,21–23]. Это, в
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частности, имеет место для аномальной положительной дисперсии [7]
(рис. 1), для дисперсии, определяемой законом (8) (рис. 2), включая
столкновительную плазму, для проводящих сред. Плотность элек-
тромагнитной энергии газа осцилляторов, описываемых законом (8),
определяется энергией системы поле−вещество, поэтому в нее необ-
ходимо включать энергию осцилляторов [4,8]. Учитывая это и вводя
обозначение 1ω2 = ω2 − ω2

0, при зависимости электрического поля от
времени в виде E0 cos(ωt) для электрической части энергии получим [8]:

UE(t) =
ε0E2

0

2

{
1 + ω2

p

×
1ω2[ω2

cω
2−(1ω2)2] cos2(ωt)+ωωc(1ω2)2 sin(2ωt)+ω2(1ω2)2+ω2

0ω
2
cω

2

[(1ω2)2+ω2
cω2]2

}
,

а для плотности потерь будем иметь

Q(t) =
ε0E2

0ω
2
pωc

2

×
{

[(1ω2)2−ω2
cω

2] cos2(ωt)+ωωc(1ω2)2 sin(2ωt)+ω2(1ω2)2+ω2
0ω

2
cω

2

[(1ω2)2+ω2
cω2]2

}
.

(12)
Усредненные значения за период приобретают вид [4,8]

〈UE(t)〉 = ε0E2
0

{
1 + ω2

p(ω2
0 + ω2)/b(ω2

0 − ω2)2 + ω2
cω

2c
}
/4, (13)

〈Q(t)〉 = ε0E2
0ω

2
pω

2ωc/b(ω2
0 − ω2)2 + ω2

cω
2c/2. (14)

Последнее выражение согласуется с формулой

Q = ω
(
ε0ε
′′(ω)〈E2(r, ω)〉+ µ0µ

′′(ω)〈H2(r, ω)〉
)
, (15)

определяющей среднюю за период работу, затрачиваемую источниками
на поддержание гармонического поля и равную количеству выделенной
теплоты [7,8]. Выполняя указанный выше предельный переход, для
закона (7) получим

〈UE(t)〉 = ε0E2
0

{
1 + κ0/b1 + ω2τ 2

0 c
}
/4 = ε0ε

′(ω)E2
0/4. (16)
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Эта формула говорит о том, что энергия в средах с данным зако-
ном дисперсии распространяется с фазовой скоростью. Действительно,
учитывая магнитную составляющую, для скорости энергии в плоской
монохроматической волне найдем

νe(ω) = c
(√

ε(ω) +
√
ε•(ω)

)/(
ε′(ω) + |ε(ω)|

)
= c/n′(ω) = νp(ω).

(17)
Для бесстолкновительной плазмы с учетом (21) при ω0 = 0, ωc = 0
получаем

νe(ω) = c
√

1− ω2
p/ω

2 = c
√
ε′(ω) = νg(ω). (18)

Интересно выражение мгновенной скорости энергии в точке для плаз-
мы, определенное через неусредненные величины для плоской волны в
направлении z:

νe(z, t) = 2c
√

1− ω2
p/ω

2 cos2
(
ω[t − z/νp(ω)]

)
×
{
ω2

p/ω
2 + [2− ω2

p/ω
2] cos2 (ω[t − z/νp(ω)])

}−1
. (19)

Получим результат (16) иным способом, вычислив полную энергию,
затраченную на создание поля (5), и вычтя из нее Q. Воспользуемся
предельным переходом от квазимонохроматических процессов к моно-
хроматическим. Пусть источники и все поля изменяются во времени
по закону f (t) = [1− exp(−α1t)] sin(ω0t) при t > 0 и f (t) = 0 при t < 0,
т. е. они возникли в момент t0 = 0. Рассмотрим электромагнитное поле
при t � 1/α1, осуществив предельный переход α1 → +0, α1t →∞.
После предельного перехода процесс становится гармоническим. До
выполнения предельного перехода положим α1 < α0 и α1 < ω0. При
вычислении интеграла (5) используем спектральное разложение ε̂ в
виде (7), а спектральный интеграл вычислим методом вычетов. Имеем

∂tWE(r, t) = E(r, t)∂tD(r, t)

=
ε0∂tE2(r, t)

2
+ α0κ0E(r, t)E(r)∂t

∞∫
−∞

F(ω, t)
α0 + jω

exp( jωt)dω.

(20)
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Используемый в (20) спектр F(ω, t) является мгновенным, т. е. завися-
щим от времени:

F(ω, t) =

t∫
0

f (τ ) exp( jωτ )dτ

=

t∫
0

(1− exp(−α1τ )) sin(ω0τ ) exp( jωτ )dτ

= 8(ω, ω0, 0, t)− 8(ω, ω0, α1, t)− 8(ω,−ω0, 0, t) + 8(ω,−ω0, α1, t),
(21)

где

8(ω, ω0, α1, t) = (2 j )2[exp( j (ω0 − ω)t − α1t)− 1]/[ j (ω0 − ω)− α1].

При внесении оператора ∂t под интеграл он действует как на функ-
цию F , так и на экспоненту, поэтому числитель в интеграле (20) запи-
шем как [∂tF(ω, t) + jωF(ω, t)] exp( jωt). Знаменатель в рассматривае-
мом интеграле имеет полюс в точке ω = jα0. При t < 0 в соответствии
с леммой Жордана контур интегрирования следует замыкать в нижней
полуплоскости комплексной плоскости ω, и тогда интеграл равен нулю,
что и должно быть. При t > 0 замыкаем контур в верхней полуплос-
кости, и тогда интеграл равен вычету в точке jα0, умноженному на
2π j . В результате получим WE(r, t) = ε0{ε′(ω0)/2 + ε′′(ω0)}E2(r, t), где
E(r, t) = E(r) sin(ω0t). Опуская индекс 0, для усредненной за пери-
од запасенной энергии найдем UE(r) = ε0ε

′(ω0)E2(r)/4. Аналогичный
результат для закона (9) не имеет места, и естественно получается
соотношение (13), так как у функции (8) полюса другие и их больше.
Соответствующее ядро κ̂(t) колеблется с затуханием, тогда как для (7)
оно экспоненциально затухает, т. е. поляризация устанавливается экспо-
ненциально [24]. В средах с дисперсией (8) может запасаться кинети-
ческая энергия колеблющихся частиц, а при законе (7) этого не проис-
ходит. В идеальном случае ωc = 0 следует, что в полосах прозрачности
энергия распространяется с групповой скоростью. Этому соответствует
инерционный консервативный механизм поляризации [18,25]. Полярным
диэлектрикам (7) соответствует ориентационный релаксационный меха-
низм поляризации [12–14,18]. Для конкретных сред (7) и (8) являются
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идеализацией, при этом ни νg ни νp не характеризуют абсолютно
νe монохроматической волны (рис. 2). Но есть случаи, когда эти
скорости в определенных диапазонах описывают ее приближенно. Так,
для плазмы с потерями νg ≈ νe, если частота существенно выше
критической, а потери малы. Ниже критической частоты отсечки
нет, и при ω � ωp νp является лучшим приближением к скорости
энергии. Можно показать, что в средах с потерями всегда νe < c, а
равенство возможно лишь в случае самосопряженного в смысле [26]
поля. Для плоской волны это будет при отсутствии потерь и следует
из соотношения (17). Для некоторого класса консервативных систем
известна теорема Леонтовича−Лайтхилла [18,25–32], согласно которой
νe = νg и которая для сред с дисперсией (7) и (8) не выполняется.
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