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Приведены простые неравенства, позволяющие осуществить непосредствен-
ную проверку адекватности нелинейных моделей для быстрой части тензора
корреляций „давление−скорости деформаций“. На примере квадратичной моде-
ли показано, что в значительной части физического домена эти модели нельзя
считать приемлемыми: нарушается условие неотрицательной определенности
спектральной матрицы двухточечных корреляций пульсационной скорости.
Границы „запретных“ зон при этом оказываются даже шире, чем в случае
классических линейных моделей.

PACS: 47.27.-i, 47.27.E-

При расчетах турбулентных течений широко применяются модели,
основанные на использовании уравнений переноса для напряжений
Рейнольдса τi j ≡ 〈ui uj 〉. При этом, однако, для некоторых слагаемых
в этих уравнениях приходится использовать полуэмпирические ап-
проксимации, которые ограничивают область применимости моделей,
а в ряде случаев приводят к решениям, не имеющим физического
смысла. В частности, может происходить нарушение условия реализуе-
мости det τi j > 0.

В значительной степени это относится к слагаемым, описывающим
корреляции „давление−скорости деформаций“, особенно „быстрой“
(индуцированной средними скоростями деформаций) их части 8

(r )
i j :

8
(r )
i j = 2Ulm

∫ (
Fm jθlθi + Fimθlθ j

)
dk. (1)
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Здесь Ui j ≡ ∂Ui /∂x j — тензор средних скоростей деформаций; U и u —
соответственно средняя и пульсационная скорости, θ ≡ k/k, k —
волновой вектор.

В работах [1,2] впервые были использованы линейные по тензору
анизотропии bi j ≡ τi j /2K − δi j /3 (здесь K — кинетическая энергия

турбулентности) модели для 8
(r )
i j . С их помощью удалось, в частности,

удовлетворительно описать однородные искажения решеточной турбу-
лентности. Однако в то же время было показано, что линейные модели
адекватно описывают лишь течения с умеренной степенью анизотропии,
в других же случаях возможно появление решений с отрицательными
значениями энергии некоторых компонент.

Позднее [3] было сформулировано дополнительное („сильное“)
условие реализуемости (strong realizability), согласно которому, в част-
ности, компоненты 8

(r )
λ j должны обращаться в ноль в случае, когда

интенсивность пульсаций вдоль оси λ обращается в ноль. Это новое
условие заведомо нарушается в случае линейной апроксимации, что
дало толчок к построению и изучению нелинейных моделей. Наиболее
общее, пятого порядка по степени анизотропии, выражение для 8

(r )
i j ,

автоматически удовлетворяющее условию „сильной“ реализуемости,
было получено в [4]. Это выражение включает в себя 8 тензорных
слагаемых с 7 скалярными „константами“. Число констант существенно
сокращается [5], если ограничиться приближениями четвертого и треть-
его порядков, до 4 и 1 соответственно. Квадратичная модель при этом
вообще не содержит неопределенных модельных констант [5, (53)]:

8
(r )
i j /K = 4η2{b̂Ŝ}bi j +

4
5

(
1 + (4η2 − 3η3)II b

)
Si j

+ 6(4 + 3η1)
(

bikSk j + Sikbk j −
2
3
{b̂Ŝ}δi j

)/
7 + 2η1(bik�k j −�ikbk j)

+ 12(2η2 − 3η3)
(

bikSklbl j −
1
3
{b̂2Ŝ}δi j

)
+ 4η3(bikbkl�l j −�ikbklbl j ).

(2)
Здесь Ŝ и �̂ — симметричная и антисимметричная части тензора Û ,
η1 = −13/15, η2 = 207/25, η3 = 181/25, II b = −{b2}/2. Фигурные скоб-
ки означают свертку соответствующих матриц.

Как уже было отмечено, „сильная“ реализуемость уже заложена в
модели (2) и родственных ей более высокого порядка, что, на первый
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взгляд, дает основание считать их более адекватными по сравнению с
линейными, во всяком случае — гарантировать бо́льшую область их
применимости.

Однако, как было показано в [6,7], из точного спектрального
представления (1) можно вывести простые и в то же время даже
более жесткие по сравнению с упомянутыми условиями реализуемости
ограничения на значения компонент тензора 8

(r )
i j . Более того, эти

ограничения являются прямыми в том смысле, что дают возможность
непосредственной, до проведения громоздких расчетов, оценки приме-
нимости различных модельных выражений.

Вывод этих новых ограничений основывается на факте положитель-
ной определенности спектральной матрицы Fi j двухточечных корреля-
ций 〈ui (x)uj (x + r)〉 пульсационной скорости:

Fi j ξi ξ̄ j > 0. (3)

Здесь ξi — произвольный комплексный вектор, черта означает ком-
плексное сопряжение.

Если в качестве ξi выбрать Uli θl , несложные выкладки приводят к
следующему неравенству:

−R2 6 {U8
(r )}

2K{S2} 6 (2 + 2|R|+ R2). (4)

Здесь R2 ≡ −{�̂2}/{Ŝ2}.
Ранее в [8] на примере линейных моделей было показано, что огра-

ничение (4) действительно имеет весьма жесткий характер: неравенство
не выполняется для произвольной степени анизотропии. В данной
работе условие (4) использовано для проверки адекватности нелиней-
ных моделей на примере простейшей из них — квадратичной (2), не
содержащей эмпирических констант.

Ограничиваясь лишь более жестким условием {8̂(r )Ŝ} > −2KR2{S2}
в двойном неравенстве (4), с учетом представления (2) имеем

η2{b̂Ŝ2}+
1
5

(
1 + (4η2 − 3η3)II b

)
{Ŝ2}+ 3(4 + 3η1){b̂Ŝ2}/7

+ η1{b̂�̂Ŝ}+ 3(2η2 − 3η3){b̂Ŝb̂Ŝ}+ 2η3{b̂2�̂Ŝ} > −R2{Ŝ2}/2. (5)

Неравенство (5) должно выполняться для любых физически допусти-
мых значений компонент тензора bi j и матриц Ŝ, �̂.
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Для избежания громоздких выкладок ограничимся в дальнейшем
рассмотрением лишь 2-мерных течений, когда матрица средних скоро-
стей деформаций может быть представлена в виде

∂Ui

∂x j
=
(
(D + ω)δi 1δ j 2 + (D − ω)δi 2δ j 1

)
. (6)

Частные случаи D = ω и ω = 0 искажений этого типа соответствуют
течениям с чистым вращением и плоским сдвигом. В целом класс
течений (6) наиболее часто используется для „калибровки“ моделей,
что и объясняет его выбор для апробации ограничения (5).

Для тензора анизотропии в рассматриваемом случае можно записать
следующее точное соотношение [9]:

b̂{Ŝ2}={b̂Ŝ}Ŝ+ {b̂�̂Ŝ}(Ŝ�̂− �̂Ŝ)/{�̂2}+ 6{b̂Ŝ2}(Ŝ2/{Ŝ2} − Î/3). (7)

Тождество (7) означает, что для 2-мерных течений компоненты
тензора анизотропии определяются через три скаляра-свертки:

B1 =
{b̂Ŝ}
{Ŝ2}1/2

, B2 =
{b̂�̂Ŝ}
{Ŝ2}

, B3 =
{b̂Ŝ2}
{Ŝ2}

.

Более того, для этого типа течений аналогичное (7) представление
можно получить и для тензора b̂2. Как следствие, нелинейные по b̂
слагаемые в неравенстве (5) могут быть выражены через те же
3 упомянутые свертки [9]:

{b̂2�̂Ŝ} = 2B2B3{Ŝ2}

{b̂Ŝb̂Ŝ} = (2B2
1/3 + II b/3− 2B2

2/3/R2 + 2B2
3){Ŝ2}.

Второй инвариант II b тензора анизотропии b̂ также выражается
через набор скаляров {Bi} [9]:

II b = −(B2
1/2 + B2

2/R
2 + 3B2

3).

С учетом двух последних выражений основное неравенство (5)
принимает вид

2/5 + R2 + 6(4 + 3η1)B3/7 + 2η1B2 + 8η3RB3B2/R

+ 6(6η2 − 7η3)B2
1/5− 4(17η2 − 24η3)B2

2/5/R2 + 36(η2 − 2η3)B2
3/5 > 0.

(8)
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Рис. 1.

Полученное ограничение удобно представить графически, на плос-
кости с координатами B2/R÷ B3. Физически допустимая область на
этой плоскости ограничена контуром треугольника ABC, изображен-
ного на рис. 1. Границам этого треугольника соответствует 2-мерная
турбулентность, вершинам A, B, C — одномерная (с пульсациями
лишь вдоль осей 3, 2, 1 соответственно), отрезкам BE, CF, AD —
осесимметричная (случаи u2

1 = u2
3, u2

2 = u2
3 и u2

1 = u2
2), а точке O —

изотропная турбулентность. На рисунке изображено также семейство
B1-изолиний.

При любых заданных значениях R и B1 неравенство (8) опреде-
ляет в физически допустимой области некоторую зону, ограниченную
гиперболой. Семейство этих гипербол и соответственно их огибающая
определяют „область адекватности“ рассматриваемой модели. Конфигу-
рация этой области при B1 = 0 представлена на рис. 1, a; даже в этом
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Рис. 1 (продолжение).

случае, когда неравенство (8) наименее жесткое, значительная часть
физического домена оказывается „запретной“ для модели. Соответству-
ющий результат для более жесткого варианта, когда при заданных
B2/R и B3 параметр B1 принимает максимальное возможное значение
2
(
(B3 + 1/3)2 − B2

2/R
2
)
, иллюстрируется рис. 1, b.

Для сравнения на рис. 2 приведены также результаты аналогичных
расчетов для известной линейной модели LRR [1].

Все полученные результаты можно представить и в более тра-
диционном виде, на „инвариантной“ плоскости с координатами
−II b ≡ 1

2 {b2} и III b ≡ 1
3 {b3} (AIM, Anisotropy Invariant Map). Физиче-

ски допустимый домен ограничен здесь так называемым треугольником
Ламли, фрагмент которого представлен на рис. 3. Его верхняя сторона
(−II b = 1/9 + 3III b) соответствует 2-мерной турбулентности, боковые
(−II b = 3|III b/2|2/3) — осесимметричной. В качестве иллюстрации на
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Рис. 2.

Рис. 3.
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рис. 3 приведена конфигурация „запретной“ зоны для случая B1 = 0,
представленной ранее в плоскости B2/R÷ B3 на рис. 1, a.

Таким образом, квадратичная модель для PSC, как и линейные, не
может считаться вполне адекватной при описании течений со значитель-
ной степенью анизотропии, а в ряде случаев, как следует из сравнения
рис. 1, a, b и 2, может оказаться даже менее предпочтительной.

Следует также отметить, что проблемы с использованием рас-
смотренных моделей возникают не в случае какой-то экзотической
анизотропии: „запретные“ зоны на рисунках соответствуют, например,
пристеночным областям, где турбулентность близка к двумерной.

Скорее всего, полученные результаты указывают, как отмечается и
в [10], на принципиальный недостаток всего рассматриваемого класса
моделей для PSC: турбулентность является более нелокальной, чем
предполагается в их рамках, и набор полей, для которых составляются
дифференциальные уравнения, должен быть в общем случае расширен
или изменен.
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