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Получено уравнение, описывающее эволюцию быстрых и медленных маг-

нитоакустических волн в тепловыделяющем полностью ионизованном газе.

Определены форма и параметры магнитоакустического импульса, являющегося

в условиях магнитоакустической неустойчивости автомодельным решением

этого уравнения.

В гиперзвуковой аэродинамике, астрофизике, геофизике, физике

плазмы, управляемого термоядерного синтеза (УТС) и ряде других

областей физики, механики, техники возникает необходимость иссле-

дования структуры волновых движений в ионизованных газовых средах.

Явления альфвеновского и магнитозвукового резонанса и диссипации

магнитоакустических волн являются возможными механизмами нагрева

плазмы в установках УТС и нагрева плазмы солнечной короны. Широко

распространенной методикой диагностики процессов, протекающих в

плазме, является изучение магнитоакустических осцилляций. В част-

ности, обнаружены пульсации СВЧ-излучения Солнца, идентифициро-

ванные как магнитозвуковые осцилляции во вспышечных корональных

магнитных петлях [1]. Показано, что шумовые бури возникают в

областях над солнечными пятнами, где сущетвуют усиленные потоки

магнитоакустических волн и где в результате трансформации этих

волн образуются турбулентные возмущенные зоны, заполненные так

называемыми ударно-волновыми солитонами.

Структура и свойства газодинамических возмущений в проводящей

среде в присутствии магнитного поля, описываемые системой магнито-

газодинамических (МГД) уравнений, подробно исследованы. В таких
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средах возможно распространение трех типов волн: альфвеновских,

быстрой и медленной магнитоакустических. В альфвеновских волнах

давление, плотность и продольная компонента скорости остаются

неизменными, а возмущение претерпевают поперечные составляющие

скорости и напряженности магнитного поля. В магнитоакустических

волнах наряду с поперечными компонентами поля и скорости изме-

нение претерпевают также плотность, давление и продольная компо-

нента скорости. Продольная же составляющая вектора напряженности

магнитного поля остается постоянной. В [2–4] показано, что в тепловы-

деляющей плазме альфвеновские волны устойчивы, а магнитоакусти-

ческие волны могут стать неустойчивыми. Подобная неустойчивость

ранее была описана для акустических волн в тепловыделяющем газе

в отсутствие магнитного поля [5]. В [6] было показано, что эта

неустойчивость приводит к формированию сильно асимметричного

автоволнового импульса с разрывным передним и экспоненциальным

задним фронтом. Этот импульс описывается обобщенным нелинейным

акустическим уравнением.

В данной работе впервые найдены условия существования и па-

раметры подобного по форме магнитоакустического автоволнового

импульса в тепловыделяющей полностью ионизованной газовой среде,

описываемой системой уравнений МГД вида [2–4]

∂B

∂t
= rot [V× B], divB = 0, ρ

dV
dt

= −∇P −
1

4π
rot [B× B],

∂ρ

∂t
+ div ρV = 0,

CV∞ ρ
dT
dt

−
kBT
m

dρ
dt

= −ρJ(ρ, T), P =
kBTρ

m
,

J(ρ, T) = L(ρ, T) − Q(ρ, T). (1)

В (1) ρ, T , P — плотность, температура и давление в плазменной

среде соответственно, V,B — векторы скорости и магнитного поля

соответственно, kB — постоянная Больцмана, CV∞ — высокочастотная

теплоемкость при постоянном объеме, m — 1/2 молекулярной массы,

L(ρ, T), Q(ρ, T) — функции, описывающие охлаждение и нагрев,

d/dt = ∂/∂t + V∇, −ρJ(ρ, T) — обобщенная функция тепловых потерь,

широко применяемая при исследовании тепловых неустойчивостей

начиная с пионерских работ [5,7]. Эта функция феноменологически
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Рис. 1. Направление вектора индукции невозмущенного магнитного поля.

учитывает как мощность охлаждения в среде в расчете на единицу

объема (например, излучательной природы), так и мощность нагрева

среды в результате различных экзотермических процессов. В ста-

ционарных условиях она равна 0. В системе (1) ионизованный газ

является идеальным, пренебрежено влиянием диссипативных процес-

сов, обусловленных наличием вязкости, теплопроводности и конечной

проводимости.

Исследование волн проводилось в декартовой системе коорди-

нат x, y, z. Вектор стационарного магнитного поля находится в плоско-

ти x, z (рис. 1), т. е. B0 = B0 sinαx0 + B0 cosαz0, где B0 — абсолютное

значение длины вектора индукции магнитного поля, α — угол наклона

между магнитным полем и осью z, x0, z0 — единичные векторы.

В работе рассматривались волны, распространяющиеся вдоль оси z.
Зависимостями от x и y пренебрегалось (∂/∂x = ∂/∂y = 0).

Стандартная процедура линеаризации системы (1) относительно

возмущений стационарного состояния вида ρ = ρ0 + ρ̄ exp(−iωt + ikz)
позволяет получить дисперсионное соотношение для альфвеновских

волн (тепловыделение не приносит сюда ничего нового)

ω2

k2
= c2

a cos
2 α (2)
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и магнитоакустических волн

ω2

k2
= 0.5(c2

a + c̃2) ± 0.5

√

c4
a + c̃4 − 2c2

ac̃2 cos 2α, (3)

где

c2
a =

B2
0

4πρ0
, c̃2 =

kBT0
m

CP0 − iωτCP∞

CV0 − iωτCV∞
,

CP∞ = CV∞ +
kB

m
, CV0 =

kBJ0T

m
, CP0 =

kB(J0T − J0ρ)

m
,

τ −
kBT0
mQ0

, J0T =
T0
Q0

(∂J/∂T)ρ=ρ0 ,T=T0 , J0ρ =
ρ0

Q0

(∂J/∂ρ)ρ=ρ0 ,T=T0 .

Здесь CP∞ — высокочастотная теплоемкость при постоянном давлении,

CV0, CP0 — эффективные низкочастотные теплоемкости при постоян-

ном объеме и давлении в тепловыделяющей среде [6,8] соответственно,
τ — характерное время нагрева, ca — скорость альфвеновских волн,

Q0 — стационарное значение мощности нагрева.

Без учета тепловыделения c̃2 = c̃2
∞

и выражение (3) совпадает с

ранее известным [3]. Зависимость от частоты комплексной величины c̃2

обусловливает появление в тепловыделяющей среде дисперсии скоро-

сти магнитоакустических волн.

Дисперсионное отношение (3) существенно упрощается в низкоча-

стотном и высокочастотном приближениях:

k =
ω

c0 f ,s

(

1 + i
ωξ0

4ρ0c2
0 f ,s

40

)

, ωτ ≪
CP0

CP∞
,

CV0

CV∞
, (4)

k =
ω

c∞ f ,s

(

1 + i
ξ0C2

V0

4ρ0c2
∞ f ,sωτ

2C2
V∞

4∞

)

, ωτ ≫
CP0

CP∞
,

CV0

CV∞
, (5)

где

40 =

(

1±
c2
0 − c2

a cos 2α
√

c4
0 + c4

a − 2c2
0c

2
a cos 2α

)

,

4∞ =

(

1±
c2
∞

− c2
a cos 2α

√

c4
∞

+ c4
a − 2c2

∞
c2

a cos 2α

)

, (6)

ξ0 =
τ ρ0CV∞(c2

∞
− c2

0)

CV0

=
P0τ0(J0ρ/(γ∞ − 1) + J0T)

J2
T

,
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c2
0 = CP0kBT0/mCV0 = γ0kBT0/m, c2

∞
= Cp∞kBT0/mCV∞ = γ∞kBT0/m,

c2
0, f ,s = 0.5

(

c2
0 + c2

a ±
√

c4
0 + c4

a − 2c2
0c

2
a cos 2α

)

,

c2
∞ f ,s = 0.5

(

c2
∞

+ c2
a ±

√

c4
∞

+ c4
a − 2c2

∞
c2

a cos 2α
)

, (7)

ξ0 — низкочастотный коэффициент второй вязкости в тепловыделяю-

щей среде [6,8], c0, c∞ — низкочастотная и высокочастотная скорости

звука, c0 f ,s, c∞ f ,s — низкочастотная и высокочастотная скорости маг-

нитоакустических волн, индексы f , s соответствуют быстрой (знак
”
+“

в (3), (6), (7)) и медленной (знак
”
−“) магнитоакустическим волнам.

Выражение для низкочастотной скорости звука совпадает с [2,8].
Согласно (2)−(7) альфвеновская волна является устойчивой, а

магнитоакустические волны теряют устойчивость при ξ0 < 0, т. е. при

выполнении условия

⌊J0ρ/(γ∞ − 1) + J0T⌋ < 0. (8)

Это условие совпадает с известным условием акустической неустойчи-

вости тепловыделяющих сред в отсутствие магнитного поля [5,2,6].
Для описания стационарной структуры магнитоакустических

волн, формируемой при условии неустойчивости (8), необходи-

мо учесть влияние нелинейных слагаемых в исходной МГД-систе-

ме (1). Это удается сделать для случая слабой дисперсии |β| =
= |c2

0 f ,s − c2
∞ f ,s|/c2

∞ f ,s ∼ ε ≪ 1, где ε — величина первого порядка

малости.

Используя методику, включающую теорию возмущений и мед-

ленно меняющегося профиля, подробно описанную в [6], полу-

чим следующее нелинейное уравнение, описывающее распростране-

ние магнитоакустических волн в сопровождающей системе координат

(ζ = (z − c∞ f ,st)/c∞ f ,sτ , Y = εt/τ ) с точностью до величин второй

малости по амплитуде
(

∂ρ̃

∂Y
+
9∞

2

∂ρ̃2

∂ζ

)

ζ

−
CV0

CV∞

(

∂ρ̃

∂Y
+

β4∞

4

∂ρ̃

∂ζ
+

90

2

∂ρ̃2

∂ζ

)

= 0, ρ̃ =
ρ−ρ0

ρ0
,

(9)

9∞ =
c2
∞

(γ∞ + 1)(c2
∞ f ,s − c2

az)

2c2
∞ f ,s(2c2

∞ f ,s − c2
∞

− c2
a)

+
3(c2
∞ f ,s − c2

∞
)

2(2c2
∞ f ,s − c2

∞
− c2

a)
,

c2
az = c2

a cos
2 α, (10)
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90 =
c2
0(2γ0 − 1)(c2

∞ f ,s − c2
az)

c2
∞ f ,sγ0(2c2

∞ f ,s − c2
∞

− c2
a)

+
3(c2
∞ f ,s − c2

∞
)

2(2c2
∞ f ,s − c2

∞
− c2

a)

−
c2
0(c

2
∞ f ,s−c2

az)

2c2
∞ f ,sŴ0J0T(2c2

∞ f ,s−c2
∞
−c2

a)

[

J0TT(γ0−1)2+J0ρρ+2J0ρT(γ0−1)
]

,

J0TT =

(

T2∂2J

Q∂T2

)

ρ=ρ0 ,T=T0

, J0ρT =

(

ρT∂2J
Q∂ρ∂T

)

ρ=ρ0 ,T=T0

,

J0ρρ =

(

ρ2∂2J

Q∂ρ2

)

ρ=ρ0 ,T=T0

. (11)

Полученное выражение (10) для высокочастотного коэффициен-

та магнитоакустической нелинейности 9∞ совпадает с полученным

ранее [4]. В отсутствие магнитного поля 9∞ = (γ∞ + 1)/2. Выра-

жение (11) для низкочастотного коэффициента магнитоакустической

нелинейности 90 получено впервые. В отсутствие магнитного поля 90

совпадает с низкочастотным акустическим коэффициентом, полученным

в [6].
Заметим, что полученное здесь уравнение (9) существенно отли-

чается от полученного в высокочастотном приближении нелинейного

магнитоакустического уравнения [4], так как оно способно адекватно

описать также и низкочастотную часть спектра, а также нелинейную

передачу энергии вверх по спектру.

Уравнение для магнитоакустических волн (9) по форме совпадает

с обобщенным нелинейным акустическим уравнением релаксирующей

среды [6,9–11], решения которого подробно исследованы в этих работах.

При условии (8) уравнение (9) имеет автомодельное решение в виде

сильно асимметричного импульса

ρ̃(z) =







ρp exp
[

(Z − Z0)CV090, /29∞CV∞
]

Z 6 Z0,

0, Z > Z0,
(12)

бегущего со скоростью w = w p = β4∞9∞/2(29∞ −9). Импульс (12)
имеет разрывной фронт и экспоненциальный спад возмущения за

фронтом (рис. 2). Z = ζ − wY, Z0 соответствует положению фронта. Как

показано в [11], учет конечной вязкостно-теплопроводностной диссипа-

ции приводит к соответствующему конечному сглаживанию переднего

фронта. Амплитуда импульса ρp = 2w p/9∞ = β4/(29∞ −90).
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Рис. 2. Магнитоакустический автоволновой импульс.

Важно, что амплитуда, скорость, форма полученного магнитоакусти-

ческого импульса определяются только параметрами тепловыделяющей

среды, величиной и направлением вектора индукции магнитного поля,

поэтому он является автоволной в отличие, например, от солитона,

описываемого уравнением Кортевега−де Вриза−Брюгерса.

Аналогичную форму импульса с положительной амплитудой имеют

возмущения давления, температуры и продольной компоненты скорости

Vz . Знак амплитуды импульсов поперечных компонент возмущения

скорости и магнитного поля (Vx, Bx) зависит от угла α и типа

магнитоакустической волны (быстрой или медленной):

Vx

c∞ f ,s
=

c2
az sinα

cosα(c2
az − c2

∞ f ,s)
ρp,

Bx

B0

= −
c2
∞ f ,s sinα

(c2
az − c2

∞ f ,s)
ρp.

Поперечные компоненты Vy , By и продольная компонента Bz не

претерпевают возмущений.

В заключение подчеркнем, что широкий спектр и форма автовол-

нового магнитоакустического импульса не позволяют для его описания

использовать нелинейные магнитоакустические уравнения, получаемые

в ограниченных частотных диапазонах, например уравнение Бюргерса
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с нелинейным источником, полученное в высокочастотном диапазоне

в [4].

Работа частично поддержана Минобрнауки РФ, государственное

задание на выполнение работ на 2012–2014 годы, шифр 2.560.2011, и

ФЦП
”
Научные и научно-педагогические кадры инновационной России

на 2009–2013 гг.“, ГК № 14.740.11.0999, 14.740.11.1140, соглашения

14.B37.21.0767, № 14.132.21.1423, 14.132.21.144, и грантами РФФИ 13-

01-97001 р_поволжье_а, 13-01-97005 р_поволжье_а, 12-01-31229 мол_а

и НИР № ГР 01201156352.
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