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Впервые рассчитан закон дисперсии и времена жизни резонансов упругого рассеяния электронов

с энергиями выше границы сплошного спектра электронов (001) ГЦК-пленки меди. Найдено, что в

определенном интервале значений квазиимпульса электронов, лежащего на направлении Ȳ двумерной зоны

Бриллюэна, существует разонансная зона с очень большими временами жизни. Учет специфики этих

состояний важен при описании транспорта скользящих пучков низкоэнергетических электронов в квантово-

размерной пленке меди.

1. Введение

Динамика резонансных состояний квантово-размер-

ных кристаллических пленок представляет значитель-

ный интерес. Исследование этого вопроса важно не

только с точки зрения выяснения фундаментальных

характеристик таких систем, но в свете развития на-

нотехнологий имеет и существенное прикладное значе-

ние [1–10].

Наибольшие достижения в теоретическом описании

и расчетах динамики электронных возбуждений огра-

ниченных кристаллов получены для состояний ридбер-

говского типа и других поверхностно локализованных

состояний, лежащих ниже границы сплошного спек-

тра [11,12]. Влияние пространственного конфайнмента

на динамику квазистационарных электронных состоя-

ний, расположенных выше границы сплошного спек-

тра, изучено значительно меньше. Это связано как с

трудостями решения уравнения Шредингера для ком-

плексных „энергий“ в случае анизотропного пленочного

потенциала, так и со сложностью экспериментального

определения времени жизни резонансов.

Недавний прогресс в области многофотонной фото-

эмиссии с разрешением по времени позволил не только

экспериментально подтвердить существование резонан-

сов, погруженных в кантинуум состояний сплошного

спектра, но и измерить упругий и неупругий вклады в

величину их времени жизни [13,14]. Имеется продви-

жение и в теоретическом описании резонансов упруго-

го рассеяния электронов на кристаллических пленках.

В работах [10,15] показано, что в пленках кубических

кристаллов для электронных состояний определенной

симметрии ширина упругого резонанса равна нулю,

т. е. возможно существование зон связанных состояний,

погруженных в континуум делокализованных состояний

сплошного спектра.

Целью настоящей работы является исследование за-

кона дисперсии и времени жизни резонансов упругого

рассеяния электронов на монослое Cu(001), лежащих

вблизи границы сплошного спектра.

2. Связанные и резонансные
состояния вблизи границы
сплошного спектра

Зоны связанных, нормируемых в ячейке пленки состо-

яний могут пересекать границу сплошного спектра элек-

тронов, задаваемую параболоидом E = k
2, где E — энер-

гия, а k — двумерный (2D) приведенный квазиимпульс1

(рис. 1). Характер „продолжения“ этих зон в область

сплошного спектра зависит от симметрии отвечающих

им волновых функций 9
( j)
k

(r, E), преобразующихся по

j-му неприводимому представлению группы волнового

вектора k. Как показано в работах [10,15], если интеграл

по элементарной ячейке пленки2 имеет вид

∫

�

exp
(

i(k,±kz )r
)

V (r)9
( j)
k

(r, E)dr = 0, (1)

где kz =
√

E − k2, V (r) — кристаллический потенциал,

а 9
( j)
k

(r, E) — волновая функция электрона, удовлетво-

ряющая однородному уравнению Липпмана–Швингера,

то зона состояний данного типа продолжает оставаться

зоной связанных состояний и выше границы сплошного

спектра. Условие (1) означает, что входящая в подинте-

гральное выражение плоская волна не преобразуется по

j-му неприводимому представлению группы волнового

вектора k, т. е.

P̂( j)
k

[

exp
(

i(k,±kz )r
)]

= 0, (2)

где P̂(i)
k

— оператор проектирования, отвечающий j-му
неприводимому представлению группы волнового век-

1 В формулах настоящей работы использована атомная система

единиц с энергией в Ry.
2 Полагаем, что поверхности пленки параллельны плоскости z = 0.
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Рис. 1. Пороговые энергии (001) ГЦК-пленки. Жирная линия

отвечает границе сплошного спектра E = k2 .

тора k [16]. Из результатов работ [10,15] следует,

что в (001) ГЦК-пленке появление локализованных

состояний в континууме делокализованных состояний

сплошного спектра возможно в направлениях 1̄ и 6̄

2D-зоны Бриллюэна (см. вставку на рис. 1). В работе [15]
показано, что в Cu(001) ГЦК-монослое такие зоны

действительно реализуются в направлении 6̄ и отвечают

состояниям, преобразующимся по представлениям 6̄3

и 6̄4 (см. таблицу).

Неприводимые представления групп волновых векторов k,

лежащих вдоль направлений 1̄, 6̄ и Ȳ

1̄ Ê Ĉ(100)
2 σ̂z σ̂y

6̄ Ê Ĉ(110)
2 σ̂z σ̂x=y

Ȳ Ê Ĉ(010)
2 σ̂z σ̂x

1̄1, 6̄1, Ȳ1 1 1 1 1

1̄2, 6̄2, Ȳ2 1 −1 −1 1

1̄3, 6̄3, Ȳ3 1 1 −1 −1

1̄4, 6̄4, Ȳ4 1 −1 1 −1

Пр име ч а н и е. Ê — тождественное преобразование, Ĉ(100)
2

, Ĉ(110)
2

и Ĉ(010)
2

— повороты на угол π вокруг осей [100], [110] и [010]
соответственно, σ̂z , σ̂x=y и σ̂x — отражения в плоскостях z = 0, x = y
и x = 0.

Для направления Ȳ (k = 2π
A (1

2
, ξ), ξ ∈ (0, 1

2
), A —

постоянная плоской решетки3)

P̂( j)
k

ei(k,kz )r 6= 0 (3)

для всех неприводимых представлений группы данного

волнового вектора (табл. 1). Следовательно, для этого

направления все зоны связанных состояний, пересекаю-

щие границу сплошного спектра, переходят в зоны ре-

зонансных состояний ER(k) = E(k) − iŴ(k), где мнимая

часть, определяющая ширину резонанса, не равна нулю

(Ŵ(k) > 0). Согласно расчету работы [15], в Cu(001)
ГЦК-монослое такими зонами являются зоны состояний,

преобразующихся по представлениям Ȳ1, Ȳ3 и Ȳ4. К со-

жалению, метод, использованный в упомянутой рабо-

те, позволяет рассчитать лишь вещественные проекции

энергий резонансов, оставляя открытым вопрос о их

времени жизни.

3. Время жизни резонансов упругого
рассеяния вблизи границы
сплошного спектра (001)
ГЦК-пленки

Уравнение для определения связанных и резонансных

состояний имеет вид

9
( j)
k

(r, E) = −
∫

�

G(0)
k

(r, r′;E)V (r′)9
( j)
k

(r′, E)dr, (4)

где G(0)
k

(r, r′;E) — функция Грина свободных электро-

нов кристаллической пленки,

G(0)
k

(r, r′;E) = − 1

2iS

∑

Kµ

ei
(

k+Kµ ,
√

E−(k+Kµ)2
)(

u−u
′,|z−z ′|

)

√

E − (k + Kµ)2
.

(5)

Здесь S — площадь сечения элементарной ячейки

пленки плоскостью поверхности кристалла, Kµ — векто-

ры обратной решетки рассматриваемой пленки, u и u
′ —

параллельные поверхности составляющие векторов r

и r
′.

Пронумеруем векторы Kµ так, что K1 = 0,

K2 = (2π/A) (0,−1), K3 = (2π/A) (−1, 0) и K4 =
= (2π/A)(1,−1).
Рассмотрим энергии вблизи нижних порогов

E(0,0) = k
2 и E(0,−1) = (k + K2)

2 (рис. 1). Для вектора k,

лежащего на направлении Ȳ 2D-зоны Бриллюэна, оба

рассматриваемых порога вырождены, т. е.

E(0,0) = E(−1,0) = (k + K1)
2 = (k + K3)

2,

E(0,−1) = E(−1,−1) = (k + K2)
2 = (k + K4)

2. (6)

3 Для (001) ГЦК-пленки A = A∞/
√

2, где A∞ — постоянная

решетки объемного кристалла.
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Сохраняя в разложении функции Грина (5) лишь веду-

щие члены с µ = 1, 2, 3, 4 и учитывая трансформацион-

ные свойства функций 9
( j)
k

(r, E), получим

9
( j)
k

(r, E) =
2

∑

t=1

C( j)
t (z )

(

ei(k+Kt)u + Ȳ ( j)(σ̂x )e
i σ̂x (k+Kt )u

)

,

(7)

где

C( j)
t (z ) =

1

2iSkz t

∫

S

e−i(k+Kt )u
′

du′

×
d

∫

0

(

eikzt |z−z ′| + Ȳ ( j)(σ̂z )e
ikzt |z+z ′|

)

V (r′)9
( j)
k

(r′, E)dz ′,

(8)

kz t =
√

E − (k + Kt)2, а Ŷ ( j)(α̂) — элемент j-го непри-

водимого представления, отвечающий преобразованию α̂

(табл. 1). d — полутолщина пленки, определяемая

условием: V (u,±d) = 0.

Подставляя (7) в выражение (8), найдем

C( j)
t (z ) =

1

2iSkz t

×
2

∑

t′=1

d
∫

0

(

eikzt |z−z ′| + Ȳ ( j)(σ̂z )e
ikzt |z+z ′|

)

W ( j)
tt′ (z ′)C( j)

t (z ′)dz ′,

(9)

где

W ( j)
11 = W ( j)

22 = V1(z ) + Ȳ ( j)(σ̂x )V3(z ),

W ( j)
12 = W ( j)

21 = V2(z ) + Ȳ ( j)(σ̂x )V4(z ), (10)

а

Vt(z ) =
1

S

∫

S

V (r) exp(iKtu)du (11)

— компоненты Фурье в разложении потенциала в ряд

по векторам обратной решетки пленки.

Проводя дискретизацию уравнения (9) с помощью

квадратурной формулы Гаусса, получим систему линей-

ных однородных уравнений

2
∑

t′=1

n
∑

i′=1

[

M( j)
ti,t′i′(k, E) − 4ikz tδii′δtt′

]

C( j)
t′i′ = 0, (12)

где

C( j)
ti =

d
2

(x i + 1)C( j)
t , (13)

x i — узлы n-точечной квадратурной формулы Гаусса, а

M( j)
ti,t′i′(k, E) = ωi′dW ( j)

tt′
(

d(x i′ + 1)/2
)

×
[

exp

(

i
kz td
2

|x i−x i′ |
)

+Ȳ ( j)(σ̂z ) exp

(

i
kz td
2

|x i +x i′|
)]

,

(14)
где ωi — веса квадратурной формулы.

Для резонансных состояний, отвечающих комплекс-

ным „энергиям“, условие нетривиальной совместности

системы уравнений (12), требующее одновременного

обращения в нуль вещественной и мнимой частей опре-

делителя системы, позволяет определить E(k) и Ŵ(k)
при каждом фиксированном значении k.

Р а с ч е т р е з о н а н с о в у п р у г о г о р а с с е я н и я

м о н о с л о я Cu(001). При энергиях ниже границы

сплошного спектра обращение в нуль детерминанта

системы уравнений (12) определяет энергию связанных

по z состояний. Эти состояния можно получить в стан-

дартном расчете электронной структуры кристалличе-

ской пленки. Сравнение результатов позволяет оценить

степень искажений, вносимых усечением разложения

фунции Грина по векторам Kµ и дискретизацией инте-

грального уравнения (9).
В расчете настоящей работы использован тот же

самый кристаллический потенциал, что и в преци-

зионном расчете энергетического спектра электронов

монолося Cu(001) [15]. Дискретизация уравнения (9)
осуществлялась с помощью 32-точечной схемы Гаусса.

Определитель комплексной матрицы общего вида вычис-

лялся методом Гаусса с выбором ведущего элемента по

столбцу.4

Качественно картина зон связанных состояний вблизи

границы сплошного спектра расчета [15] согласуется

с полученной в подходе настоящей работы. Совпада-

ют число и симметрия зон, наличие или отсутствие

пересечения зоны данного типа с границей сплошного

спектра. Количественные отклонения довольно вели-

ки и различны для разных зон. Наилучшее согласие

имеет место для зон состояний, преобразующихся по

представлению Ȳ4, Резонансные состояния, возникающие

при пересечении этих зон границы сплошного спектра,

рассмотрены далее.

На рис. 2 приведены результаты расчета связан-

ных и резонансных состояний, преобразующихся по

представлению Ȳ4, в окрестности границы сплошного

спектра. Зоны связанных состояний пересекают границу

сплошного спектра при k1 = (2π/A) (1/2, 0.285) a.u. и

k2 = (2π/A) (1/2, 0.443) a.u. Между этими точками в

континууме состояний сплошного спектра лежит зона

резонансных состояний. Расстояние от этой зоны до гра-

ницы сплошного спектра не превышает 10−5 Ry. Ширина

разонансов Ŵ(k) отражена в размерах точек. Кружки

наименьшего диаметра отвечают интервалу изменения Ŵ

[0, 10−17)Ry и затем в порядке возрастания размера

[10−17, 10−16), [10−16, 10−15) и [10−15, 10−14)Ry.

4. Обсуждение результатов

Обращает на себя внимание резкое изменение про-

изводной дисперсионных кривых E(k) при пересече-

нии границы сплошного спектра (рис. 2). Этому мож-

4 Использовалась программа ADG2C библиотеки численного ана-

лиза НИВЦ МГУ.
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Рис. 2. Связанные и резонансные состояния симметрии Ȳ4

вблизи границы сплошного спектра монослоя Cu(001). Темные
точки отвечают энергиям зон связанных состояний. Положе-

ния центров светлых кружков отвечают вещественной части

„энергии“ резонансных состояний, а их диаметр отражает

время жизни данного резонансного состояния (см. текст).

но дать следующее объяснение. Детерминант системы

уравнений (12) 1(k2, k3) является аналитической функ-

цией переменных k2 = (2π/A)ξ и k3 =
√

E ′ − k2
2, где

E ′ = E − (π/A)2. Для связанных и резонансных состо-

яний

1(k2, k3) = 0. (15)

Пусть k20 = (2π/A)ξ20 отвечает точке пересечения

дисперсионных кривых с границей сплошного

спектра (рис. 2). На границе сплошного спектра

k30 =
√

E ′ − k2 = 0.

Рассмотрим разложения 1(k2, k3) в степенные ряды

в малых окрестностях точки (k20, 0), лежащих выше и

ниже границы сплошного спектра. При 0 < δ ≪ 1 в силу

условия (15) и ввиду малости δ получим

1(k2, k3) ≈ 1(k20, δ) + a±(k3 ∓ δ) + b±(k2 − k20)

≈ a±k3 + b±(k2 − k20) ≈ 0. (16)

Тогда

k3 = c±(k2 − k20) (17)

или

E ′ − k2
2 = c2

±(k2 − k20)
2. (18)

Для связанных состояний E ′ < k2
2 и c− = iη — чисто

мнимая величина, и

E ′ = k2
2 − η2(k2 − k20)

2. (19)

Соответствие между выражением (19) и расчетной кри-

вой, представленной на рис. 2, имеет место при η2 ≫ 1,

когда положение максимума кривой (19) практически

совпадает с точкой k20.

Для резонансных состояний E ′
R(k2) = E ′(k2) − iŴ(k2)

(E ′(k2) > k2
2, Ŵ(k2) > 0, Ŵ(k20) = 0) условие (17) дает

√

E ′ − k2
2 − iŴ = c+(k2 − k20), (20)

где c+ = u + iv — комплексная величина. Выделяя ве-

щественную часть, получим

E ′ = k2
2 + (u2 − v2)(k2 − k20)

2, (21)

где u2 − v2 > 0. В окрестности точки пересечения k20

разность производных дисперсионных кривых выше (21)
и ниже (19) границы сплошного спектра равна

2(u2 − v2 + η2)(k2 − k20) и из-за большой величины η2

достаточно велика.

Заметим, что энергии резонансных состояний суще-

ствуют лишь в односторонней окрестности значения

квазиимпульса, при котором эти состояния достигают

границы сплошного спектра. Действительно, при перехо-

де k2 из области существования резонансного состояния

в область, расположенную по другую сторону от значе-

ния, при котором зона резонансных состояний достигает

границы сплошного спектра, в силу равенства (17) Im k3

меняет знак. Следовательно, из-за наличия в составе

функции Грина (5) экспоненты exp(ik3|z − z ′|) волновая

функция этих состояний экспоненциально убывает при

удалении от пленки в вакуум и отвечает квадратично

интегрируемым решениям уравнения Шредингера для

комплексных энергий, что несовместимо с эрмитово-

стью гамильтониана. С этим связан обрыв зоны ре-

зонансных состояний в точке ξ21 (рис. 2), где зона

резонансных состояний достигает границы сплошного

спектра.

Для состояний ниже границы сплошного спектра от-

рицательный знак k3 отвечает виртуальным состояниям.
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5. Заключение

Результаты расчета электронных состояний монослоя

Cu(001), расположенных вблизи границы сплошного

спектра в направлении Ȳ 2D-зоны Бриллюэна, пока-

зывают необычное поведение закона дисперсии и вре-

мен жизни резонансов упругого рассеяния электронов.

При трансформации зоны связанных состояний в зону

резонансов происходит резкое изменение производной

энергии электрона по квазиимпульсу данного направ-

ления. Выше границы сплошного спектра электронов

рассматриваемой пленки закон дисперсии вещественной

части „энергии“ резонанса близок к квадратичной зави-

симости, а время жизни электронных состояний данной

зоны очень велико и варьируется от нескольких секунд в

окрестности пересечения с границей сплошного спектра

до нескольких миллисекунд при приближении к точке

M̄ 2D-зоны Бриллюэна (рис. 2). При переходе через

значение k21 = (2π/A)(1/2, ξ21), где Ŵ(k21) = 0 (рис. 2),
состояния зоны резонансных состояний переходят на

другой лист римановой поверхности и перестают су-

ществовать. Такая эволюция резонансных состояний,

определяющих полюса амплитуды упругого рассеяния

электронов, должна проявляться в интенсивности отра-

жения и прохождения скользящих пучков низкоэнергети-

ческих электронов, налетающих на монослой Cu(001) в

направлении Ȳ его зоны Бриллюэна, и в других явлениях

с участием рассматриваемых электронных состояний.

Насколько нам известно, исследование закона дис-

персии и времен жизни резонансов упругого рассеяния

электронов на анизотропной кристаллической пленке,

выполненное в настоящей работе, является первым и

пока единственным исследованием такого рода. Даль-

нейшее изучение этого вопроса, связанное с расчетом

резонансных состояний другой симметрии и расширени-

ем рассматриваемого интервала энергий, представляется

необходимым и важным не только для углубления зна-

ний о электронной структуре низкоразмерных систем,

но и для перспектив их практических приложений.
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