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Развита методика расчета вероятностей n-фононных переходов между электронными подуровнями
примесных редкоземельных ионов в диэлектрических кристаллах в случае n > 2. Вероятности n-фононных
переходов вычислены в первом и втором порядках теории возмущений. Гамильтониан электрон-фононного
взаимодействия, сконструированный в рамках модели обменных зарядов, был представлен в виде ряда
по степеням относительных смещений редкоземельных ионов и лигандов. Учтено влияние на вероятность
n-фононных переходов ангармонических слагаемых в энергии кристаллической решетки. На основе данной
методики были рассчитаны скорости безызлучательной релаксации электронного мультиплета 4G7/2 ионов
Nd3+ в кристалле LiYF4 : Nd3+ и мультиплета 3P1 ионов Pr3+ в кристалле CsCdBr3 : Pr3+. Согласно расчетам,
вклады второго порядка в вероятности рассмотренных переходов сравнимы с вкладами первого порядка
и в отдельных случаях оказываются доминирующими. Скорости многофононной релаксации в кристалле
LiYF4 : Nd3+ существенно зависят от величин ангармонических силовых постоянных решетки. Вычисленные
скорости безызлучательной релаксации рассмотренных электронных состояний хорошо согласуются с
экспериментальными данными.

Работа поддержана РФФИ (грант № 09-02-00930).

1. Введение

Диэлектрические кристаллы, активированные редко-
земельными (РЗ) ионами, широко используются как
активные среды в твердотельных лазерах. Пороговая
мощность накачки, возбуждающей стимулированное из-
лучение, растет с уменьшением времени жизни ме-
тастабильного состояния РЗ-иона в кристаллическом
поле (начального уровня соответствующего квантового
перехода). Время жизни определяется вероятностями
как излучательных, так и безызлучательных переходов
(БП) в нижележащие состояния, причем вероятность
БП увеличивается с уменьшением энергетической ще-
ли между начальным уровнем перехода и ближайшим
нижним уровнем энергии иона, и роль БП становится
доминирующей в случае лазерной генерации в среднем
ИК-диапазоне (1000−3000 cm−1). Минимальное число
фононов nmin, участвующих в БП между электронными
подуровнями с разностью энергий �E , определяется
законом сохранения энергии

�(nmin − 1)ωM ≤ �E ≤ �nminωM , (1)

где ωM — максимальная частота колебательного спектра
кристалла. Скорость многофононной релаксации (МР)
существенно зависит от nmin, уменьшаясь на 1−2 поряд-
ка величины при увеличении nmin на единицу. Развитие
методики расчета скоростей БП при nmin > 2 в рамках
микроскопической теории является актуальной задачей.
Первые расчеты скорости МР оптических возбужде-

ний примесных центров в кристаллах были выполне-
ны в рамках адиабатического приближения, учитыва-
лись лишь линейные по смещениям ионов слагаемые

в гамильтониане электрон-фононного взаимодействия
(ЭФВ) [1–5]. Однако в работах [6,7] показано, что в
случае слабого ЭФВ (например, в случае РЗ-ионов в
диэлектрических кристаллах) основной вклад в вероят-
ность n-фононного перехода дают слагаемые n-го поряд-
ка по относительным смещениям ионов в гамильтониане
ЭФВ. Рассмотренный в [6,7] нелинейный механизм МР
соответствует первому приближению теории возмуще-
ний в схеме статического взаимодействия и использо-
вался для расчетов скоростей МР в ряде последующих
работ [8–11]. Из детальных расчетов скоростей МР в
кристаллах CsCdBr3 : Pr3+ и LiYF4 :Nd3+ [12] с использо-
ванием данных о реальных оптическом и колебательном
спектрах кристаллов следует, что методика расчета в
первом порядке теории возмущений и в гармоническом
приближении при моделировании колебательного спек-
тра хорошо работает в случае nmin = 1, 2, тогда как для
больших щелей �E с nmin > 2 вычисленные значения
скоростей МР оказываются много меньше эксперимен-
тальных. В частности, существенно заниженными по
сравнению с данными измерений оказались вычислен-
ные в [12] скорости БП 3P1, 1I6 → 3P0 ионов Pr3+ в
кристалле CsCdBr3 : Pr3+ и 4G7/2 → 2G7/2 ионов Nd3+ в
кристалле LiYF4 : Nd3+.
В настоящей работе в расчетах вероятностей БП

учтены вклады как первого, так и второго порядков
теории возмущений. Параметры гамильтониана ЭФВ
вычисляются в рамках модели обменных зарядов [13].
Корреляционные функции смещений ионов, входящие в
выражения для вероятностей моногофононных перехо-
дов, вычислены в рамках модели жестких ионов с учетом
ангармонического уширения фононных линий.
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2. Вероятность многофононного
перехода

Теоретические основы расчета скорости МР в ионных
кристаллах в рамках модели обменных зарядов изло-
жены в работе [13]. Гамильтониан РЗ-иона в кристалле
можно представить в виде

H = Hfi + HCF + Hel-ph, (2)

где Hfi — энергия свободного РЗ-иона, HCF — энергия
его взаимодействия со статическим кристаллическим
полем,

HCF =
∑

p=2,4,6

p∑
k=−p

N∑
i=1

Bk
pC

k
p(i) (3)

(Ck
p(i) — одноэлектронные сферические тензорные опе-

раторы, Bk
p — параметры кристаллического поля),

Hel-ph — гамильтониан ЭФВ, обусловленного модуляци-
ей кристаллического поля колебаниями решетки, N —
число электронов 4 f -оболочки РЗ-иона.

Разложим гамильтониан ЭФВ в ряд по относительным
смещениям uL,0 = uL − u0 ионов кристаллической ре-
шетки (обозначенных индексом L �= 0) и РЗ-иона (L = 0)
из положений равновесия

Hel-ph =
∑
Lα

Vα(L)uLα,0α + . . .

+
1
n!

∑
Lα1α2...αn

Vα1α2...αn(L)uLα1,0α1uLα2,0α2 . . . uLαn,0αn + . . .

(4)

Коэффициенты разложения (4) есть производные HCF

по проекциям равновесных положений ионов решет-
ки R0αi (L)

Vα1...αn(L) =
∂nHCF

∂R0α1(L) . . . ∂R0αn(L)
. (5)

Явный вид электронных операторов (5) определяется
зависимостью параметров Bk

p от равновесных координат
ионов в модели обменных зарядов [14].
Вероятность БП между электронными подуровнями �

и �′ РЗ-иона в производном порядке нестационарной
теории возмущений (ТВ) равна

W�→�′ =
2π
�

〈 ∑
p′

|〈�′p′|Heff
el-ph|�p〉|2δ(E�p − E�′p′)

〉
p
, (6)

где проводится усреднение по начальным состояниям
фононной системы p и суммирование по конечным
состояниям p′, E�p — энергия системы „локализованные
4 f -электроны+ решетка“. Матричный элемент эффек-

тивного гамильтониана ЭФВ представим в виде ряда ТВ

〈�′p′|Heff
el-ph|�p〉 = 〈�′p′|Hel-ph|�p〉

+
∑
Kk

〈�′p|Hel-ph|Kk〉〈Kk|Hel-ph|�p〉
E�p − EKk

+
∑

KkK′k′

〈�′p′|Hel-ph|K′k ′〉〈K′k ′|Hel-ph|Kk〉〈Kk|Hel-ph|�p〉
(E�p − EK′k′)(E�p − EKk)

+ . . .

(7)

Номер слагаемого соответствует порядку ТВ, сум-
мирование распространяется на все возможные проме-
жуточные электронные (K) и решеточные (k) состо-
яния. Подстановка (7) в (6) с учетом разложения (4)
позволяет получить вклады в вероятность БП W�→�′ в
произвольном порядке ТВ.
В случае излучения n-фононов состояния решетки p

и p′ различаются числами заполнения n колебательных
мод (в состоянии p′ будет на n фононов больше,
чем в состоянии p). В первом порядке ТВ матричный
элемент (7) отличен от нуля при учете слагаемых опе-
ратора (4), пропорциональных n-й степени смещений
(одновременное излучение n-фононов соответствует так
называемому нелинейному механизму Пухова−Саку-
на [7]). Наоборот, в n-порядке (когда электронный пе-
реход � → �′ представляется последовательными вирту-
альными однофононными переходами) необходимо учи-
тывать линейные по смещениям члены в (4). Таким
образом, имеет место своеобразная конкуренция теории
возмущений с разложением (4): при увеличении степени
отношения матричного элемента возмущения к разности
энергий системы вклад соответствующего слагаемого
в вероятность БП может возрастать. Для n-фононных
переходов следует учитывать первые n порядков ТВ и
первые n слагаемых в (4).
Вероятность БП между электронными подуровнями �

и �′ с излучением n-фононов в первом порядке ТВ
оказывается равной [13]

W (1)
�→�′(n) =

2
�

(
�

π

)n−1 ∑
LL′

V�′�(L)Jn(LL′|ω��′)V+
�′�(L

′),

(8)
где �ω��′ — энергия перехода, матрицы V�′�(L) и
Jn(LL′|ω��′) имеют вид

V�′�,α1 ...αn(L) = 〈�′|Vα1...αn(L)|�〉, (9)

Jβ1...βn
nα1...αn

(LL′|ω��′)=
1
n!

∫
. . .

∫
dω1 . . . dωnδ

(
ω��′−

n∑
i=1

ωi

)

×
(
n(ω1)+1

)
. . .

(
n(ωn)+1

)
gα1β1

(
LL′|ω1

)
. . . gαnβn(LL′|ωn).

(10)
По всем промежуточным индексам αi и βi в (8) произво-
дится суммирование согласно правилам перемножения
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матриц, n(ωi) = 1
e�ωi /kT−1

— фононные числа заполне-
ния, gαβ(LL′|ω) — мнимые части спектральных пред-
ставлений опережающих функций Грина относительных
смещений РЗ-иона и ионов решетки

〈uLα,0α(t)uL′β,0β(0)〉 =
�

π

∞∫
0

gαβ(LL′|ω)

×
[
e−iωt (n(ω) + 1) + eiωtn(ω)

]
dω. (11)

Операторы относительных смещений uLα,0α(t) в корре-
ляторе (11) записаны в представлении Гейзенберга.

Аналогичные формулы для вероятностей n-фононных
переходов во втором порядке ТВ были получены на-
ми для n = 2, 3, 4. Например, вероятность двухфонного
перехода, представленного двумя последовательными
однофононными переходами, равна

W (II)
�→�′(2) =

2
π�2

×
∑

KK′LL̃L′L̃′

V�′K�(LL̃)JKK′(LL̃, L′L̃′|ω��′)V+
�′K′�(L

′L̃′),

где матрицы V�′K�(LL̃) и JKK′(LL̃, L′L̃′|ω��′) имеют вид

V�′K�,αβ(LL̃) = V�′K,α(L)VK�,β(L̃),

Jαβ
KK′,γδ(LL̃, L′L̃′|ω��′) =

∫∫
dω1dω2δ(ω��′ − ω1 − ω2)

× (n(ω1) + 1) (n(ω2) + 1)

[
gαγ(LL′|ω1)gβδ(L̃L̃′|ω2)
(ω�K − ω1)(ω�K′ − ω1)

+
gαδ(LL̃′|ω1)gβγ(L̃L′|ω2)
(ω�K − ω1)(ω�K′ − ω2)

]
.

Сложность расчетов во втором порядке ТВ состояла
в необходимости учета большого числа промежуточных
подуровней (суммирование по k и K во втором слагае-
мом в (7)). В фононной подсистеме рассматривались пе-
реходы с промежуточным рождением от одного до n − 1
фононов. Таким образом, в разложении (4) были учтены
все слагаемые от первой до n − 1 степени по смещениям
ионов.

Мнимые части функций Грина относительных сме-
щений gαβ(LL′|ω) выражаются через функции Грина
Gαβ(LL′|ω) смещений ионов uL следующим образом:

gαβ(LL′|ω) = Im
[
Gαβ(LL′|ω) − Gαβ(L0|ω)

− Gαβ(0L′|ω) + Gαβ(00|ω)
]
.

В гармоническом приближении [15]

ImGαβ(LL′|ω) =
π

N
√

MLML′

∑
q j

eα(q j |L)eβ(q j |L′)

× exp[iq(RL − RL′)]δ(ω2 − ω2
q j), (12)

где eα(q j |L) — вектор поляризации фонона ветви j с
волновым вектором q и частотой ωq j ; RL — радиус-век-
тор иона L, ML — его масса, N — число элементарных
ячеек в кристалле. Ангармонизм решетки обусловливает
сдвиг частоты и конечное время жизни фононов. Если
пренебречь изменением частоты, получаем следующую
модификацию выражения (12):

ImGanh
αβ (LL′|ω) =

1

N
√

MlMl′

∑
q j

eα(q j |l)eβ(q j |l′)

× exp[iq(RL − RL′)]
2�q j(ω)ωq j

[ω2 − ω2
q j ]2 + [2�q j(ω)ωq j ]2

. (13)

В выражение (13) входит величина �q j(ω) — полуши-
рина фононной моды q j на частоте ω (обратное время
жизни фонона). Ограничимся в потенциальной энергии
кристаллической решетки слагаемыми третьей степени
по смещениям ионов (кубический ангармонизм)

V anh =
1
3!

∑
α1α2α3LL′

φα1α2α3(L, L′)uLα1,L′α1uLα2,L′α2uLα3,L′α3

=
∑

q1q2q3
j1 j2 j3

V (q1 j1; q2 j2; q3 j3)(aq1 j1 + a+
−q1 j1)

× (aq2 j2 + a+
−q2 j2)(aq3 j3 + a+

−q3 j3),

где

V (q1 j1; q2 j2; q3 j3) =
1

6
√
ω1ω2ω3

[
�

2N

]3/2

×
∑
α1α2α3

LL′

φα1α2α3(L, L′)
3∏

k=1

[
eαk (qk jk |l)√

ml
exp(iqkRL)

− es ′αk (qk jk |l′)√
ml′

exp(iqkRL′)
]
. (14)

Здесь a+
q j

и aq j — операторы рождения и уничтожения
фононов, ωi = ωqi j i , φα1α2α3(L, L′) — силовые постоян-
ные третьего порядка. При температуре T = 0K полу-
ширину фононной моды можно представить в виде [16]

�q0 j0(ω) =
18π
�2

∑
q j1 j2

|V (q0 j0; q j1;−(q0 + q) j2|2

× δ(ω − ω−q j1 − ω(q0+q) j2). (15)

В гармоническом приближении функции gαβ(LL′|ω)
определены в интервале частот ω ∈ [0, ωM ]. Учет куби-
ческого ангармонизма увеличивает области определения
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функций Грина до [0, 2ωM ]. Таким образом, область
интегрирования в интегральных свертках (10) расширя-
ется. Соответственно уменьшается минимальное число
фононов nmin, индуцирующих БП. В случае линейного
ЭФВ многофононные каналы релаксации с учетом ан-
гармонизма решетки открываются уже в рамках первого
приближения ТВ [17]. В случае кристаллов с быстрым
ангармоническим распадом возбуждений решетки дан-
ные обстоятельства приводят к существенному увели-
чению вычисляемых скоростей МР. Эффект будет тем
значительнее, чем больше отношение �E/ωM .

3. Безызлучательная релаксация
электронного мультиплета 4G7/2

иона Nd3+ в кристалле LiYF4 : Nd3+

Кристалл LiYF4 принадлежит пространственной груп-
пе C6

4h. Элементарная ячейка содержит 12 ионов (две
структурных единицы). Ионы Nd3+ замещают ионы Y3+

в положениях с точечной группой симметрии S4. Мак-
симальная частота фононного спектра данного кристал-
ла ωM равна 560 cm−1 [18]. Уровни энергии основной
электронной конфигурации 4 f 3 и соответствующие вол-
новые функции иона Nd3+ в кристаллическом поле были
рассчитаны в работе [12]. В той же работе в рамках
модели жестких ионов (параметры модели получены
из анализа экспериментальных данных по рассеянию
нейтронов [18]) в гармоническом приближении были
рассчитаны частоты и векторы поляризации фононов для
кластера из 256 000 элементарных ячеек.
В настоящей работе силовые постоянные третьего

порядка φα1α2α3(L, L′) были вычислены в рамках мо-
дели жестких ионов в предположении экспоненциаль-
ной зависимости энергии межионного взаимодействия
от расстояния между ионами. Точный расчет величин
V (q1 j1; q2 j2; q3 j3) (см. (14)) с учетом всех колебатель-
ных мод требует проведения гигантского числа вычисли-

Рис. 1. Зависимость |V (ω2ω2ω3)|2 для кристалла LiYF4, полу-
ченная методом случайных выборок из базы фононных мод.

Рис. 2. Полуширины фононных мод �(ω0, ω) в кристаллах
LiYF4 и CsCdBr3 (ω0 — собственная частота фононной моды).
T = 0K.

тельных операций. Для сокращения времени вычислений
мы использовали приближение Пайерлса [19]

V (q1 j1; q2 j2; q3 j3) 	 C
√
ω1ω2ω3δ(q1 + q2 + q3) (16)

(C — константа), представив по аналогии с (16) величи-
ну V (q1 j1; q2 j2; q3 j3) функцией произведения собствен-
ных частот фононов ω1ω2ω3

V (q1 j1; q2 j2; q3 j3) 	 V (ω1ω2ω3). (17)

Результат расчета |V (ω1ω2ω3)|2 путем усреднения (14)
методом случайных выборок представлен на рис. 1. По-
лученная зависимость хорошо аппроксимируется глад-
кой кривой (изображена на рис. 1 штриховой линией),
которую на отдельных участках можно заменить отрез-
ками прямых вида (16).
Полуширины �q0 j0(ω) были усреднены по фононам с

одинаковыми собственными частотами ω0 ≡ ωq0 j0

�(ω0, ω) =
18π
�2

N
2
∫∫

dω1dω2ρ(ω1)ρ(ω2)

× |V (ω0ω1ω2)|2 δ(ω − ω1 − ω2), (18)

где ρ(ω) — плотность однофононных состояний в гар-
моническом приближении, нормированная на 1, N —
число колебательных мод кристалла.
Далее на основе результатов этих расчетов были

вычислены полуширины и соответствующие ангармони-
ческие модификации функций Грина (13). В качестве
примера на рис. 2 приведена зависимость полуширины
�(ω0, ω) от частоты ω для фононной моды с соб-
ственной частотой ω0 = 300 cm−1. Согласно расчетам,
полуширины �(ω0, ω) в кристалле LiYF4 при ω > ωM

достигают значений 0.1ωM .
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Таблица 1. Вероятности n-фононных переходов 4G7/2 → 2G7/2 (n = 2, 3, 4) и скорость многофононной релаксации WMR

мультиплета 4G7/2 в LiYF4 : Nd3+

Вероятности n-фононных переходов, s−1 WMR, s−1

n A B C A B C D

2 − 0.7 · 107 1.3 · 107
3 0.3 · 107 1.8 · 107 5.5 · 107 1.2 · 107 3.6 · 107 11 · 107 8.3 · 107
4 0.9 · 107 1.1 · 107 4.2 · 107

Пр име ч а н и е. A — расчет в гармоническом приближении и в первом порядке ТВ, B — расчет с учетом кубического ангармонизма, первый
порядок ТВ, C — расчет с учетом ангармонизма, вкладов первого и второго порядка ТВ, D — экспериментальные данные [20,21]. T = 77K.

Скорость МР WMR мультиплета 4G7/2 (рис. 3) была
вычислена путем суммирования вероятностей отдель-
ных БП 4G7/2(1, 2) → 2G7/2(1−4), умноженных на со-
ответствующие относительно равновесные заселенности
начальных состояний. В гамильтониане ЭФВ учитыва-
лось взаимодействие ионов Nd3+ только с ближайшим
окружением (восемь ионов F−). Результаты расчетов,
а также экспериментальные данные представлены в
табл. 1, где отдельно выделены вклады n-фононных про-
цессов. Минимальная энергия перехода 4G7/2 → 2G7/2

составляет 1419 cm−1. В гармоническом приближении
разрешены БП, начиная с трехфононного. Расчеты в
первом порядке теории возмущений и в гармоническом
приближении (A) дают существенно заниженное значе-
ние WMR (суммировались вероятности трех- и четырех-
фононных переходов, пятифононные процессы вносят
незначительный вклад). Эффекты кубического ангармо-
низма открывают двухфононный канал МР, что суще-
ственно сказывается на вычисленных скоростях МР —
рассчитанное значение WMR возрастает в 3 раза (B).

Рис. 3. Уровни энергии иона Nd3+ в кристалле LiYF4 : Nd3+.
Стрелками отмечены исследуемые в настоящей работе безыз-
лучательные переходы.

Учет вкладов второго порядка ТВ (C) увеличивает WMR

еще в 3 раза. В расчетах во втором порядке ТВ в
сумме по промежуточным электронным состояниям K
была учтена вся совокупность 364 состояний основной
электронной конфигурации иона Nd3+. Вклады третьего
порядка ТВ, согласно нашим оценкам, оказываются
незначительными.
Таким образом, учет вкладов второго порядка ТВ

и кубического ангармонизма увеличивает скорость МР
мультиплета 4G7/2 примерно на порядок величины,
конечный результат расчета (C) удовлетворительно со-
гласуется с экспериментальными данными (D) [20,21].
Данный результат характерен для n-фононных переходов
с n > 2. В частности, аналогичный расчет скорости МР
мультиплета 4F5/2 (щель 938 cm−1, доминируют одно-
фононные переходы) дает относительную долю вкладов
второго порядка ТВ ∼ 10%.

4. Безызлучательная релаксация
электронного мультиплета 3P1

иона Pr3+ в кристалле CsCdBr3 : Pr3+

Активированные кристаллы двойных бромидов (про-
странственная группа D4

6h) CsCdBr3 :RE3+ привлекают
внимание исследователей самоорганизацией примесных
трехвалентных РЗ-ионов, которые преимущественно об-
разуют парные центры (димеры), замещающие три
соседних иона Cd2+ в линейных цепочках октаэдров
[CdBr6]4−, связанных ионами Cs1+ [22]. Вследствие силь-
ного взаимодействия между соседними РЗ-ионами в ди-
мерах и возможности аккумуляции на одном ионе энер-
гии возбуждения двух ионов кристаллы CsCdBr3 :RE3+

являются эффективными квантовыми преобразователя-
ми частоты излучения оптического диапазона [23].
Локальная структура симметричных димеров Pr3+ —

вакансия (Cd2+)−Pr3+ (вакансия эффективно притяги-
вает ионы Pr3+), локальная динамика кристаллической
решетки CsCdBr3 с изолированным симметричным ди-
мером, штарковская структура спектра ионов Pr3+ и
процессы одно- и двухфононной релаксации в возбу-
жденных мультиплетах 3H5, 3F3, 3F2 были рассмотрены
ранее в работах [24,25]. Колебательный спектр решетки
CsCdBr3, содержащей тяжелые ионы, отличается малой
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Таблица 2. Вероятности четрыхфононных переходов из состояний X (рис. 4) на уровень 3P0 с разностью энергий �E и
скорость WMR безызлучательной релаксации мультиплета 3P1, рассчитанные в первом порядке ТВ (A) и в первом и втором
порядках ТВ (B), а также измеренное в [26] значение WMR. T = 20K

X �E, cm−1
Вероятность перехода X → 3P0, s−1 WMR, s−1

A B A B [26]

1 587 3500 6300
2 596 0.4 2000 2200 4900 13000
3 635 60 2800
4 652 170 16900

протяженностью (ωM = 180 cm−1). Следут отметить, что
при указанной величине максимальной энергии фононов
можно ожидать наличия метастабильных состояний при-
месных РЗ-ионов, перспективных для получения генера-
ции в среднем ИК-диапазоне спектра. Вследствие силь-
ного возмущения решетки, обусловленного внедрением
ионов Pr3+, фононный спектр существенно изменяется,
появляются локальные колебания различной симметрии
за пределами фононного спектра регулярной решетки с
частотами 194, 196, 200 и 204 cm−1 [25].
Фрагмент структуры спектра ионов Pr3+, образую-

щих симметричные димеры в кристалле CsCdBr3 : Pr3+,
представлен на рис. 4. Мультиплет 3P1 расщепляется в
кристаллическом поле на синглет (20924 cm−1) и дублет
(20963 cm−1). Согласно расчетам [24], в той же спек-
тральной области лежат нижние подуровни мультиплета
1I6 (синглет 20915 cm−1, дублет 20980 cm−1). Отметим,
что правила отбора БП по спину (в частности, БП между
„чистыми“ состояниями 1I6 и 3P0 запрещены) снимают-
ся спин-орбитальным взаимодействием, которое смеши-
вает мультиплеты с одинаковыми величинами полного
момента и с различающимися на единицу спиновыми (S,

Рис. 4. Уровни энергии иона Pr3+ в кристалле CsCdBr3 : Pr3+ .

Рис. 5. Температурная зависимость отношения
WMR(T )/WMR(20K), WMR(T ) — скорость МР мультиплета 3P1.
Приведены измеренные в [26,27] значения (точки), результаты
расчета в первом порядке ТВ (тонкая кривая), результаты
расчета в первом и втором порядках (жирная кривая).

S + 1) и орбитальными (L, L − 1) моментами (например,
1I6 и 3H6).
Скорость МР WMR мультиплета 3P1 рассчитывалась

путем суммирования вероятностей четырехфононных
переходов X → 3P0 (где X — один из четырех уровней,
приведенных на рис. 4), умноженных на соответству-
ющие относительные равновесные заселенности уров-
ней X при данной температуре. Температурная зависи-
мость вероятностей БП учитывалась через множители
(n(ωi) + 1) при функциях gαiβi (LL′|ωi) в (10). Согласно
расчетам, ангармонизм колебаний не сказывается на
процессах МР в кристалле CsCdBr3, так как полуши-
рины �q j(ω) не превышают 0.02ωM (рис. 2).
Вычисленные вероятности четырехфононных перехо-

дов X → 3P0 при температуре T = 20K и соответству-
ющие скорости МР WMR, а также измеренное зна-
чение WMR при этой температуре [26] приведены в
табл. 2. Рассчитанная температурная зависимость отно-
шения WMR(T )/WMR(20K) сравнивается с эксперимен-
тальными данными [26,27] на рис. 5. В расчетах во
втором порядке ТВ учитывались виртуальные переходы
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во все возможные состояния основной электронной
конфигурации 4 f 2 иона Pr3+. Доминирование вкладов
второго порядка ТВ объясняется действием правил отбо-
ра. В первом порядке ТВ матричные элементы сфериче-
ских операторов 〈3P0|Ck

p|X〉 отличны от нуля только за
счет спин-орбитального перемешивания. Во втором же
порядке ТВ имеет место переход через произвольный
промежуточный уровень K (см. (7)), вообще говоря,
незапрещенный правилами отбора.
Полученная зависимость WMR(T ) с учетом первого и

второго порядка ТВ корректно описывает эксперимен-
тальные данные. Как и в случае кристалла LiYF4 :Nd3+,
вклады третьего порядка ТВ оказываются незначитель-
ными.

5. Заключение

Скорости многофононной релаксации мультиплета
4G7/2 примесных ионов Nd3+ в кристалле LiYF4 : Nd3+ и
мультиплета 3P1 ионов Pr3+ в кристалле CsCdBr3 : Pr3+

вычислены в рамках микроскопической теории без
привлечения каких-либо дополнительных феноменоло-
гических параметров, кроме использованных ранее для
описания колебательных спектров кристаллов и элек-
тронных спектров РЗ-ионов в кристаллическом поле.
Гамильтониан ЭФВ, рассмотренный в качестве возму-

щения, был представлен в виде ряда по относительным
смещениям примесного иона и ближайших лигандов.
Параметры разложения были вычислены в рамках моде-
ли обменных зарядов. В отличие от предыдущих работ
в расчетах вероятностей безызлучательных переходов
учтены вклады как первого, так и второго порядка ТВ
и обусловленное кубическим ангармонизмом решетки
конечное время жизни фононов, зависящее от частоты
внешнего возмущения. Результаты расчетов свидетель-
ствуют о важной роли рассмотренных механизмов в
безызлучательной релаксации подуровней, пригодных
для лазерной генерации в среднем ИК-диапазоне. Вы-
численные значения скоростей МР рассмотренных элек-
тронных состояний хорошо согласуются с эксперимен-
тальными данными.

Автор благодарен Б.З. Малкину за обсуждение ра-
боты.
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