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В приближении изотропной эффективной массы рассмотрены одноэлектронные состояния в квантованном

цилиндрическом слое при наличии сильного однородного электрического поля. Получен явный вид

энергетического спектра и огибающих волновых функций носителей заряда в слое. Показано, что сильное

внешнее электрическое поле приводит к дополнительной локализации носителей по их угловому движению.

Получены соответствующие правила отбора и рассчитана полоса поглощения внутризонных–межподзонных
оптических переходов в слое.

1. Введение

Наряду со многими низкоразмерными полупроводни-

ками нанотрубки в настоящее время являются одним из

наиболее актуальных объектов исследования в физике

низкоразмерных систем, что обусловлено перспектив-

ностью их приборного применения [1]. Большая часть

работ, касающихся названных трубчатых структур, по-

священа углеродным нанотрубкам (см., например, ра-

боты [2–5] и цитированную в них литературу). Однако

последние годы отмечены успехами также и в техно-

логии получения полупроводниковых цилиндрических

нанотрубок [6–12]. Поведение электронной подсисте-

мы в полупроводниковых нанотрубках по сравнению

с карбоновыми нанотрубками имеет ряд существен-

ных особенностей и отличий, обусловленных именно

спецификой материала. В связи с этим определенный

интерес представляет исследование физических свойств

отдельно взятого полупроводникового наноцилиндриче-

ского слоя, который может иметь прикладное приме-

нение как в чистом виде, так и в качесте состав-

ного компонента более сложной композиции [13,14].

Названные структуры интересны прежде всего тем, что

комбинируют в себе ряд физических особенностей как

квантовой нити, так и квантовой пленки. С другой

стороны, известно, что внешние статические поля, в

частности электрическое, оказывают существенное мо-

дулирующее воздействие на ряд физических характери-

стик образца.

В настоящей работе теоретически рассчитан энер-

гетический спектр носителей заряда в квантованном

цилиндрическом слое, помещенном в сильное одно-

родное электростатическое поле, а также рассмотрена

специфика электрооптического поглощения при диполь-

ных внутризонных–межподзонных переходах в подобном

слое.

2. Общие допущения

Рассматриваемую систему представим как компози-

цию кор/слой/среда и предполагаем бесконечной вдоль

оси симметрии z .

При описании поперечного движения носителей —

в плоскости (r, ϕ), — которое в дальнейшем нас в

основном и будет интересовать, так как внешнее поле

выбрано действующим именно в этой плоскости, соот-

ношения между параметрами кора, собственно слоя и

среды предполагаем такими, что в радиальном направ-

лении вдоль координаты r в отсутствие внешнего поля

слой с достаточной точностью можно аппроксимировать

бесконечно глубокой потенциальной ямой, „свернутой в

трубку“,

U(r) =

{

0, R1 < r < R2,

∞, r ≤ R1, r ≥ R2,
(1)

где R1, R2 — соответственно внутренний и внешний

радиусы слоя. Выбор модели квантовой ямы для слоя

в виде (1) будет физически адекватным в тех случаях,

когда кор и среда изготовлены из одного и того же

материала и между энергетическими характеристиками

контактирующих материалов выполняются следующие

соотношения: материал слоя по сравнению с мате-

риалом кора (среды) является более узкозонным, их

запрещенные зоны перекрываются, а величина разрыва

зонной энергии, отсчитанной от вакуумного уровня,

для контактирующих материалов на интерфейсе много

больше энергии размерного квантования носителей за-

ряда в слое. Кроме того, предполагается, что толщина

слоя такова, что кинетическая энергия, обусловленная

размерным квантованием, много больше энергии ку-

лоновского взаимодействия, и связывания электрона и

дырки в экситон в пределах слоя не происходит. Таким
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образом, имеет место условие

L ≪ aL, (2)

где L = R2 − R1 — толщина слоя, aL — боровский

радиус объемного экситона в материале слоя. В плане

совокупного выполнения приведенных условий типичны-

ми можно считать, например, структуры CdS/HgS/CdS,

CdSe/ZnS/CdSe, CdS/PbS/CdS [15–17].

Одновременно предполагаем, что толщина слоя много

меньше его радиуса:

L ≪ R1. (3)

Это условие с технической точки зрения будет наибо-

лее приближено к физической ситуации, когда система

проявляет одновременно свойства как квантовой нити,

так и квантовой пленки. С энергетической точки зре-

ния условие (3) равнозначно условию малости энергии

вращения частицы в слое по сравнению с ее энерги-

ей размерного квантования в радиальном направлении.

Из соотношения неопределенностей нетрудно получить,

что между эффективными периодами радиального (Tconf)
и вращательного (Trot) движений при этом будет иметь

место соотношение

Tconf

Trot

∼ L2

R2
1

≪ 1. (4)

Таким образом, вращательное движение частицы в слое

является медленным по сравнению с ее радиальным

движением, что в дальнейшем дает нам возможность

воспользоваться адиабатическим приближением для ре-

шения соответствующего двумерного уравнения Шре-

дингера.

2.1. О д н о э л е к т р о н ны е с о с т о я н и я в с л о е

в о т с у т с т в и е п о л я. Рассмотрение проведем для

простых зон с параболическим законом дисперсии. Тогда

в случае рассматриваемой трубчатой системы со сво-

бодным движением носителей вдоль оси симметрии z в

цилиндрических координатах (r, ϕ, z ) имеем следующее

уравнение Шредингера [18]:

− ~
2

2µ

[

∂2

∂r2
+

1

r
∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z 2

]

ψ(r, ϕ, z )

= Etotψ(r, ϕ, z ), (5)

где µ — изотропная эффективная масса, Etot — пол-

ная энергия движения частицы в слое. Огибающая

волновая функция вдоль оси z будет представлять

собой плоскую волну w(z ) ∼ exp(ikz z ) с энергией

Elong ≡ E(pz ) = p2
z /2µ = ~

2k2
z /2µ, где pz — составляю-

щая квазиимпульса вдоль оси симметрии [18].

Выделяя далее в выражении (5) часть, соответствую-

щую быстрому (радиальному) движению, для огибаю-

щей радиальной волновой функции φ(r), приходим к

следующему уравнению:

d2φ

dr2
+

1

r
dφ
dr

+
2µ

~2
Econf φ = 0,

( R2
∫

R1

∣

∣φ(r)
∣

∣

2
rdr = 1

)

(6)

с граничными условиями

φ(r = R1) = φ(r = R2) = 0. (7)

Решением этого уравнения является линейная комбина-

ция функций Бесселя J0(αx) и Неймана N0(αx) нулевого
порядка [19]

φ(x) = C1J0(αx) + C2N0(αx), (8)

где

x =
r
L
, α2 =

2µL2

~2
Econf,

Econf — энергия радиального движения, C1, C2 — норми-

ровочные константы. Учитывая теперь условие (3) и вос-

пользовавшись асимптотическим разложением функций

из (8) для бо́льших значений аргумента [19], вместо (8)
можем записать

φ(x) ∼= 1√
x

[

C1 cos
(

αx − π

4

)

+ C2 sin
(

αx − π

4

)]

. (9)

Учет граничных условий (7) приводит для собственных

функций и собственных значений уравнения (6) к следу-

ющим результатам:

φ(r) ≡ φn(r) =

√

2

L

sin πn
L (r − R1)√

r
, (n = 1, 2, . . .),

(10)

Econf ≡ En =
~
2α2

n

2µL2
=
π2

~
2n2

2µL2
. (11)

Усредняя теперь величину r−2 по состояниям (10)
для „медленной“ части движения частицы (вращения),
приходим к уравнению двумерного ротатора

− ~
2

2µR2
n

d2 f (ϕ)

dϕ2
= Erot f (ϕ), Erot =

~
2m2

2µR2
n
,

f m(ϕ) =
ei|m|ϕ

√
2π

(m = ±1,±2, . . .), (12)

для эффективного радиуса вращения которого Rn с

учетом условия (3) получаем

R−2
n

∼= R−2
1

[

1− L
R1

+
L2

R2
1

(

1− 3

2π2n2

)]

. (13)

Окончательно для полной волновой функции и энергети-

ческого спектра поперечного движения частицы в слое

„большого“ радиуса можем записать

ψ(r, ϕ) = ψn,m(r, ϕ) = φn(r) f m(ϕ)

=

√

2

L

sin πn
L (r − R1)√

r
ei|m|ϕ

√
2π

, (14)
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Eir = Econf + Erot ≡ En,m =
π2

~
2n2

2µL2
+

~
2m2

2µR2
1

×
[

1− L
R1

+
L2

R2
1

(

1− 3

2π2n2

)]

≡ ε1n2 +
~
2m2

2µR2
n
. (15)

Для полной энергии движения частицы в слое соответ-

ственно будем иметь

Erot =
π2

~
2n2

2µL2
+

~
2m2

2µR2
n

+
p2

z

2µ
.

2.2. Э л е к т р о с т а т и ч е с к о е п о л е в с л о е.

Предположим, что внешнее однородное поле E направ-

лено вдоль оси x : E = E(E, 0, 0). В рассматриваемом

случае, когда диэлектрические постоянные кора, слоя

и среды есть соответственно ε1, ε2, ε1, учет искажения

приложенного внешнего поля вследствие поляризации

среды, окружающей носитель с зарядом q, для потенци-

альной энергии частицы в пределах слоя [20] приводят к
следующему результату:

V (r, ϕ) = q

(

Br +
C
r

)

cosϕ ≡ V (r)F cosϕ, (16)

где постоянные B и C следующие:

B = F
2(ε2,1 + 1)R2

2

(ε2,1 + 1)2R2
2 − (ε2,1 − 1)2R2

1

≡ FB0, (17)

C = F
2(ε2,1 − 1)R2

1R2
2

(ε2,1 + 1)2R2
2 − (ε2,1 − 1)2R2

1

≡ FC0, (18)

а ε2,1 = ε2/ε1, F = qE .
С учетом рассмотренных выше условий адиабатично-

сти для радиального движения функцию V (r) в выра-

жении (16) в дальнейшем можно заменить ее средним

значением

〈V (r)〉 =

〈

B0r +
C0

r

〉

∼= B0R1

(

1 +
L

2R1

)

+
C0

L
ln

R2

R1

≡ V0. (19)

3. Одноэлектронные состояния в слое
в присутствии внешнего поля

При наличии внешнего однородного поля с учетом

результатов разделов 1, 2 для движения частицы по

угловой переменной теперь будем иметь следующее

уравнение:

d2u(η)

dη2
+

8µR2
n

~2
Eangu(η)

+
8µR2

nV0F
~2

u(η) cos 2η = 0

(

η =
ϕ − π

2

)

, (20)

которое представляет собой уравнение Матье. В пре-

дельном случае сильных полей, когда создаваемая внеш-

ним полем потенциальная яма очень глубокая и соответ-

ственно имеет место соотношение

V0F
Eang

≫ 1, (21)

функцию cos 2η можно представить в виде

cos 2η ∼= 1− 2η2. После чего для движения по угловой

переменной приходим к уравнению Шредингера

осцилляторного типа

d2u(η)

dη2
+ λ2u(η) − β2nη

2u(η) = 0, (22)

где

λ2 =
8µR2

n

~2
(Eang + V0F), β2n =

16µR2
nV0F

~2
.

Решения этого уравнения хорошо известны [19], и

для энергии и волновых функций движения частицы по

угловой переменной соответственно получаем

Eang ≡ Ek(F) =

√

~2V0F
µR2

n

(

k +
1

2

)

−V0F

≡ ~�n

(

k +
1

2

)

−V0F, (23)

uk(η)=

(

1

2k

1

k !

√

βn

π

)1/2

· Hk

(

√

βnη
)

exp

(

−βnη
2

2

)

, (24)

где Hk(x) — полиномы Эрмита, k = 0, 1, 2, . . . .

4. Обсуждение результатов

Как видим, если имеет место соотношение (21), т. е.
если энергия, получаемая носителем заряда со стороны

внешнего поля, оказывается много больше энергии ор-

битального движения в слое, то как характер движения,

так и соответственно энергетический спектр частицы по

угловой переменной меняются. Сильное внешнее поле

создает новую глубокую потенциальную яму, вследствие

чего наряду с размерным квантованием в радиальном на-

правлении в слое происходит дополнительная локализа-

ция носителей заряда также и по их угловому движению.

Вместо вращения по окружности слоя (12)−(15) части-

ца в своем движении по угловой координате оказывается

теперь локализованной (22)−(24), т. е. под действием

сильного внешнего поля она будет совершать колебания

в узком угловом конусе азимутальной переменной η(ϕ).
Физически это аналогично известному случаю, когда с

увеличением силы тяжести вращение эксцентрического

колеса переходит в колебания.

Из решения уравнения (22) нетрудно видеть, что

конусы локализации разноименных зарядов будут на-

ходиться на противоположных концах диаметра слоя,

Физика твердого тела, 2010, том 52, вып. 8
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направленного вдоль внешнего однородного поля. Та-

ким образом, в данном случае внешнее поле произво-

дит в слое пространственное разделение электронно-

дырочной пары.

Если размеры системы сделать аномально малыми

также и вдоль оси симметрии z , т. е. если слой транс-

формировать в квантовое кольцо с прямоугольным се-

чением, то при наличии сильного внешнего поля в

этом кольце будем иметь своеобразный диполь, заряды

которого совершают колебания по направлениям вдоль

поля и перпендикулярно ему.

При высоких уровнях возбуждения, когда начи-

нают проявляться также и коллективные свойства

электронно-дырочной подсистемы, под влиянием силь-

ного поля эта подсистема фактически разделится в

слое на две пространственно разделенные „автономные“

квазиодномерные Ферми-системы — электронную и ды-

рочную. В этом случае в слое следует ожидать одно-

временного проявления ряда специфических явлений,

характерных для 1D-электронного и дырочного газов

(см соответственно [21,22]).
Подробное исследование статистических свойств на-

званных квазиодномерных ансамблей является предме-

том отдельного рассмотрения. А здесь в качестве одного

из примеров применения развитой выше теории рас-

смотрим внутризонные-межподзонные оптические пере-

ходы в слое при наличии этого поля. Рассмотрение

проведем для прямых переходов между различными

уровнями состояний с дискретной энергией одной и той

же зоны.

Предположим, что падающая световая волна

A(r, t) = eA0 exp i(ωt − qr) + c.c.

(здесь c.c. означает комплексное сопряжение) с амплиту-
дой A0, частотой ω, волновым вектором q и единичным

вектором поляризации e направлена вдоль оси y и

поляризована линейно вдоль оси x :

q = q(0, q, 0), e = e(1, 0, 0).

Соответствующее возмущение, связанное со слабой вол-

ной, представим, как обычно [23], в виде

A =
i~|e|
m0c

(AP), (25)

где P — трехмерный оператор импульса, m0 — масса

свободного электрона, e — его заряд, c — скорость

света в вакууме. Так как энергетический спектр попереч-

ного движения частицы Etr = Econf + Eang является сум-

мой выражений (11) и (23), т. е. представляет собой суб-

структуру, ясно, что в рассматриваемом случае вклад во

внутризонное–межуровневое поглощение будут вносить

как переходы между состояниями одной и той же энерге-

тической субструктуры, так и переходы между состояни-

ями различных субструктур. Если условимся состояния,

описываемые радиальным числом n = 1, 2, . . . , называть

пленочными, а состояния, описываемые квантовым чис-

лом k = 0, 1, 2, . . . из (23)−(24), — осцилляторными, то

каждому пленочному уровню с заданным n одномерной

подзоны E(pz ) = p2
z /2µ будет „сопутствовать“ еще и

осцилляторная серия с k = 0, 1, 2, . . . . При выбранных

геометрии образца и поляризации падающего света

движение вдоль оси z вклада в матричный элемент не

дает [18,23], и для матричного элемента M f ,i переходов

между начальным |i〉 ≡ |ni , k i〉 и конечным | f 〉 ≡ |n f , k f 〉
состояниями одной и той же одномерной подзоны в слое

в общем виде можем записать

M f ,i ≡ M(ni, n f ; k f , k i)

=

∫

φn f (r)uk f (ϕ)Aφni (r)uk i (ϕ)rdrdϕ. (26)

Переходя теперь в (25) к цилиндрическим координатам

и ограничиваясь в (26) дипольным приближением, полу-

чаем следующую картину внутризонного поглощения в

слое.

a) Переходы |ni = n, k i = k〉 → |n f = n, k f 〉, т. е. пере-
ходы между различными осцилляторными состояниями

одного и того же пленочного уровня,

∣

∣M(n, n; k i = k, k f )
∣

∣

2
=

∣

∣

∣

∣

i~
|e|A0

m0c
1

2L
ln

R2

R1

∣

∣

∣

∣

2 k !
(k + 2 j)!

×
(

2

βn

)2 j

exp

(

− 2

βn

)∣

∣

∣

∣

L2 j
k

(

2

βn

)∣

∣

∣

∣

2

, (27)

где L2
k(t) — обобщенные полиномы Лагерра. При

вычислении интеграла (26) получаем правила отбора

|k f − k i | = 2, 4, 6, . . . , так что в (27) j = 1, 2, 3 . . . .

Учитывая, что при рассматриваемых переходах со-

ставляющая квазиимпульса pz сохраняется (pz i = pz f ),
для пороговой частоты ωn,n будем иметь

~ωn,n = ~�n(k f − k i). (28)

b) Переходы |ni , k i ≡ k〉 → |n f , k f 〉, т. е. переходы,

когда различны как пленочные, так и осцилляторные

начальные и конечные состояния.

Для матричного элемента теперь получаем

∣

∣M(n f , ni ; k i =k, k f )
∣

∣

2
=

∣

∣

∣

∣

i~
|e|A0

m0c
8

2L
n f ni

n2
f −n2

i

(

1− L2

π2R2
1

)∣

∣

∣

∣

2

× k !
(k + 2 j)!

(

2

βn

)2 j

exp

(

− 2

βn

) ∣

∣

∣

∣

L2 j
k

(

2

βn

)∣

∣

∣

∣

2

, (29)

|k f − k i | = 0, 2, 4, . . . , j = 0, 1, 2, . . . ,

n f ± ni = 2l + 1, l = 0, 1, 2, . . . .

И соответственно для пороговой частоты ω f ,i

~ω f ,i =
π2

~
2(n2

f − n2
i )

2µL2

+ ~�n f

(

k f +
1

2

)

− ~�ni

(

k i +
1

2

)

. (30)
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Отметим, что в рассмотренном приближении простых

невырожденных зон с параболическим законом диспер-

сии в силу сохранения величины pz разность меж-

ду энергиями (Etot)i начального |ni, k i, pz i〉 и (Etot) f

конечного |n f , k f , pz f 〉 состояний не будет зависеть

от непрерывного ряда значений pz и соответствую-

щая энергетическая плотность состояний будет иметь

δ-образное поведение. Соответственно рассматриваемые

межзонные переходы будут иметь резонансный характер.

На рис. 1–3 представлены графики зависимости интен-

сивности переходов (матричного элемента (26)) от на-

пряженности внешнего поля при диагональных (рис. 1)
и недиагональных (рис. 2 — для переходов k f − k i = 2,

рис. 3 — для переходов k f − k i = 4) по осцилляторному

числу внутризонных–межподзонных переходов. На гра-

фиках построена величина

Ik f ,k i (β) =
k !

(k + 2 j)!

(

2

β

)2 j

exp

(

− 2

β

) ∣

∣

∣

∣

L2 j
k

(

2

β

)∣

∣

∣

∣

2

.

Как видим, зависимость интенсивности переходов от

внешнего поля в этих случаях существенно различна.

Рис. 1. График функции Ik f ,ki (β) для диагональных

(k f = k i ≡ k; j = 0) переходов. Кривые описывают переходы с

k = 0 (1), 1 (2), 2 (3).

Рис. 2. График функции Ik f ,ki (β) для недиагональных перехо-

дов с правилами отбора 1k = 2 (k i ≡ k; j = 1). Обозначение
кривых то же, что и на рис. 1.

Рис. 3. График функции Ik f ,ki (β) для недиагональных перехо-

дов с правилами отбора 1k = 4 (k i ≡ k; j = 2). Обозначение
кривых то же, что и на рис. 1.

При диагональных переходах (1k = 0) с ростом внеш-

него поля наблюдается рост интенсивности поглощения

с последующим „насыщением“. Причем с ростом осцил-

ляторного квантового числа интенсивность поглощения

уменьшается. В случае недиагональных переходов ин-

тенсивность поглощения с ростом поля уменьшается.

По своей абсолютной величине интенсивность сильно

зависит также от величины 1k = k f − k i . Так, при пере-

ходах с правилами отбора 1k = 4 интенсивность оказы-

вается на два порядка меньше интенсивности перехода

с того же осцилляторного уровня с правилами отбора

1k = 2.

Наибольшей по величине интенсивностью в плане

зависимости от внешнего поля во всем спект-

ре поглощения будут характеризоваться переходы

|ni, k i = 0〉 → |n f , k f = 0〉.
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