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На основании метода среднего электрона в случае низких температур рассчитаны вольт-амперные
и гаусс-амперные характеристики для графена с хаббардовским взимодействием электронов. Проведен
анализ полученных характеристик в зависимости от частоты внешнего переменного электрического поля
и величины магнитного поля. Выявлен участок с абсолютной отрицательной проводимостью.

Работа проведена в рамках реализации ФЦП „Научные и научно-педагогические кадры инновационной
России“ на 2009–2013 гг. (проект № НК-16(3)), а также поддержана Российским фондом фундаментальных
исследований (грант № 08-02-00663).

1. Введение

На возможность появления отрицательной проводи-
мости в неравновесной электронной системе, т. е. на
ситуацию, когда ток течет в направлении, противопо-
ложном электрическому полю, по-видимому, впервые
указал Кремер в конце 1950-х годов [1]. Механизм
абсолютной отрицательной проводимости в двумерной
электронной системе, помещенной в магнитное и пере-
менное электрическое поля, который связан с рассея-
нием на примесях двумерных электронов, сопровожда-
ющихся поглощением фотонов переменного поля, был
предложен в [2]. Состояние с отрицательной проводи-
мостью является неустойчивым, система распадается на
домены, а измеряемое макроскопическое сопротивление
становится равным нулю, что делает данное состояние
весьма привлекательным с точки зрения эксперимен-
тальных приложений. Несмотря на интерес, вызванный
данными теоретическими работами, экспериментальные
доказательства существования этого эффекта появились
только в 2002 г. [3].
Вместе с тем в последнее время особое внимание ис-

следователей привлекает новый углеродный материал —
графен, представляющий собой один слой атомов уг-
лерода и имеющий плоскую гексагональную структуру.
Большая подвижность электронов в графене и его уни-
кальные электрофизические характеристики привлекают
к нему внимание как одной из альтернатив кремниевой
базы современной микроэлектроники [4–7]. Заметим, что
электромагнитные волны, распространяющиеся в угле-
родных структурах, становятся сильно нелинейными уже
при относительно слабых полях, что влечет за собой воз-
можность распространения в углеродных нанотрубках и
графене электромагнитных уединенных волн, которые
являются аналогами солитонов или даже солитонами.
Обсуждаемые свойства углеродных структур вызвали
как повышенный теоретический интерес, так и попытки
применения в устройствах нелинейной оптики [8]. В ра-
ботах [9,10] изучались вопросы, связанные с нелинейным

откликом углеродных нанотрубок на электромагнитное
поле. Нелинейность, согласно выводам, сделанным в
этих работах, возникает вследствие изменения класси-
ческой функции распределения электронов и непарабо-
лического закона дисперсии электронов. Возможность
существования солитонов и зависимость их параметров
от параметра углеродных нанотрубок были установлены
в [11–13]. Отметим, что в данных работах существенным
было то, что электронная подсистема описывалась в
рамках кинетического уравнения Больцмана в прибли-
жении постоянного времени релаксации, что требует
микроскопического обоснования. Необходимо отметить,
что вне рассмотрения часто остаются собственно элек-
тронные свойства, которые могут проявляться в опти-
ческой части спектра. Так, например, кулоновское вза-
имодействие электронов может привести к изменению
закона дисперсии и, следовательно, оптического отклика.
Отметим, что наиболее простым способом учета куло-
новского взаимодействия является предложенный Хаб-
бардом [14,15], когда принимается во внимание только
кулоновское отталкивание электронов, расположенных
на одном узле решетки. Кроме того, возможна ситуация,
когда, управляя спектром носителей заряда (к приме-
ру, приложенным магнитным полем), можно управлять
важными характеристиками электронной подсистемы,
в том числе и проводимостью. С физической точки
зрения причина этого состоит в явлении, аналогичном
эффекту Холла, — отклонении движущихся под дей-
ствием электромагнитного поля импульса электронов
внешним магнитным полем. Заметим, что в последнее
время данная тематика вызывает повышенный интерес
исследователей [16,17].
В связи с этим возникает задача исследования отклика

двумерной электронной системы с учетом хаббардов-
ского взаимодействия и внешнего магнитного поля на
приложенное внешнее электрическое поле в условиях,
когда амплитуда внешнего переменного поля не мала
и теория линейного отклика неприменима. Суммируя
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Рис. 1. Геометрия задачи.

указанное выше, можно сделать вывод, что задача
исследования отклика графена в магнитном поле с
учетом хаббардовского взаимодействия представляется
достаточно важной и актуальной.

2. Основные уравнения

Рассмотрим отклик графена на внешнее электриче-
ское поле, приложенное вдоль оси x , в геометрии,
когда магнитное поле перпендикулярно слоям графена
(рис. 1).
Гамильтониан системы электронов можно записать в

виде, предложенном Хаббардом [14,15],

H = H0 + Hint,

H0 =
∑
j�σ

t0a
+
jσa j+�σ + h.c.,

Hint = U
∑

j

a+
jσa jσa+

j−σa j−σ ,

где a+
jσ , a jσ — опреаторы рождения и уничтожения

соответственно электронов на узле j со спином σ ; t0 —
интеграл перескока, определяемый перекрытием волно-
вых функций электронов в соседних узлах; � — вектор,
связывающий соседние узлы в решетке; U — энергия
кулоновского отталкивания электронов, находящихся на
одном узле.
При помощи Фурье-преобразования

a+
nσ =

1
N1/2

∑
j

a+
jσ exp(i jn),

anσ =
1

N1/2

∑
j

a jσ exp(−i jn), (1)

которое диагнализирует гамильтониан H0, легко полу-
чить спектр электронов, описывающий свойства элек-
тронной подсистемы в отсутствие кулоновского оттал-
кивания ε(p).
Учет гамильтониана взаимодействия Hint был произ-

веден в различных приближениях и разными способами

в достаточно большом количестве работ, из которых
упомянем только [16–19]. Основной результат, который
следует из проведенного в данных работах анализа,
состоит в том, что учет слагаемого, содержащего U ,
приводит к изменению спектра элементарных возбуж-
дений модели. Так, две первоначально вырожденные
(по проекциям спина σ ) зоны расщепляются на две
невырожденные зоны со спектром, который описывается
выражением [16–19]

E(p) =
ε(p)
2

+U/2∓
√

ε2(p)−2ε(p)U(1 − 2n0)+U2/2,

(2)
где ε(p) задается далее формулой (3), n0 — среднее
число электронов в узле.
Физически причина изменения спектра элементарных

возбуждений достаточно прозрачна и состоит в рассея-
нии электронов на флуктуациях кулоновского поля,
создаваемого электронами с другим спином, что и
описывается Hint. Также отметим, что спектр, анало-
гичный (2), можно записать и в условиях электрон-
фононного взаимодействия, если под величиной t0 по-
нимать соответствующим образом перенормированную
константу.
Учтем, что закон дисперсии, который описывает свой-

ства графена без учета кулоновского взаимодействия
электронов на одном узле, имеет вид [20]

ε(p) = ±γ

√
1+ 4 cos(apx) cos

(apy√
3

)
+ 4 cos2(apy/

√
3),

(3)
где γ ≈ 2.7 eV, a = 3b/2�, b = 0.142 nm — расстоя-
ние между соседними атомами углерода в графене,
p = (px , py ). Разные знаки относятся к зоне проводимо-
сти и валентной зоне.
Для определения тока воспользуемся полуклассиче-

ским приближением [21], взяв закон дисперсии (2) из
квантово-механической модели и описывая эволюцию
ансамбля частиц классическим кинетическим уравнени-
ем Больцмана в приближении времен релаксации

∂ f
∂t

+
(
−q

c
∂Ax

∂t
+ qhvy

)
∂ f
∂ px

+
(
−q

c
∂Ay

∂t
− qhvx

)
∂ f
∂ py

=
F0 − f

τ
, (4)

где h — приложенное к образцу магнитное по-
ле, параллельное оси z ; для электрического по-
ля выбрана кулоновская калибровка E = − 1

c ∂A/∂t,

причем A = (Ax , 0, 0), а vx = ∂E/∂ px , vy = ∂E/∂ py ,
F0 — равновесная функция распределения Ферми: F0 =
= 1/

(
1+ exp(E(p)/kBT )

)
, T — температура, kB — по-

стоянная Больцмана. Отметим, что, согласно [9], время
релаксации τ можно оценить примерно как 10−12 s.
Запишем выражение для компоненты тока jα(z , t)
(α = x , y)

jα = q
∫

d pvα f . (5)
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Воспользуемся далее методом „среднего электро-
на“ [22–24], в котором можно выразить ток через ре-
шение классических уравнений движения для электрона
в заданных полях Ax = A0 cos(ωt)

d px

dt
= qA0 cos(ωt) − qhvy ,

d py

dt
= qhvx (6)

с начальными условиями px |t=0 = px0, py |t=0 = py0.
В рассматриваемом для простоты случае низких (нуле-
вых) температур этот метод дает выражение

jα = q
∫

e−tvα(px , py )dt, (7)

где px , py — решения уравнения (6) с некими началь-
ными условиями, а за единицу времени взято время
релаксации τ . Здесь низкие температуры понимаются
в смысле выполнения условия kBT � �, что позволяет
избавиться от усреднения в методе „среднего элетрона“
по начальным импульсам. Отметим, что в случае высо-
ких температур в формуле (7) необходимо использовать
решения уравнений (6) с произвольными начальными
условиями, а потом произвести усреднение с равновес-
ной функцией распределения, в которой роль импульсов
будут играть начальные условия для px , py .
Отметим, что в классическом варианте метода „сред-

него“ электрона в качестве начальных условий выби-
рались px0 = py0 = 0, что было связано с тем, что
наименьшие значения энергии ε(p) в задачах, рассматри-
ваемых в [22–24], соответствовали центру зоны Бриллю-
эна. В нашем случае необходимо рассмотреть решения
уравнений (6) с начальными условиями, соответствую-
щими минимуму E(p), что даст необходимость решать
уравнения (6) для четырех начальных условий: apx = 0,
apx = π, apy = π/3, apy = 2π/3, а затем сложить все
получившиеся значения для тока. Отметим также, что
поскольку описывается случай предельно низких тем-
ператур и в методе „среднего“ электрона необходимо
учитывать только начальные условия, соответствующие
минимуму энергии E(p), можно не рассматривать вклад
в энергию, связанный со спиновыми уровнями электро-
нов в магнитном поле ±�h/2, т. к. выбирается состояние
с наименьшей энергией и данная добавка не дает вклада
в скорости vx , vy .
В общем случае для закона дисперсии, задаваемого

рядом (2), получить решение затруднительно во всем
диапазоне переменного электрического и постоянно-
го магнитного полей. Для косинусоидального закона
дисперсии и для параболического закона дисперсии
известны, например, решения, приведенные в [22,24].
Поскольку в данном случае получить такое решение
представляется затруднительным, было проведено даль-
нейшее численное исследование уравнений (6), которое
было получено без каких-либо ограничений на величины
переменного электрического и постоянного магнитного
полей.

Рис. 2. Вольт-амперные характеристики графена для различ-
ных магнитных полей. Для кривой b магнитное поле в 3 раза
больше, чем для кривой a; для кривой c в 5 раз больше,
чем для кривой a. По оси абсцисс отложена амплитуда
переменного электрического поля в относительных единицах,
по оси ординат — ток в относительных единицах.

3. Результаты численного анализа

Исследуемые уравнения решались численно при по-
мощи метода Рунге–Кутта восьмого порядка с начальны-
ми условиями apx = 0, apx = π, apy = π/3, apy = 2π/3.
Так, вольт-амперная характеристика для частоты

ω = 1/τ и различных величин магнитного поля пред-
ставлена на рис. 2.
Из приведенной зависимости видно, что помимо

обычного участка с отрицательной дифференциальной
проводимостью, который свойствен всем веществам с
периодическим законом дисперсии, на вольт-амперной
характеристике присутствует участок с абсолютной от-
рицательной проводимостью, что можно связать с нерав-
новесностью системы электронов в графене, обуслов-
ленной в первую очередь сильной непараболичностью
закона дисперсии. Отметим также, что подобное состоя-
ние будет неустойчивым и приведет к разбивке графена
на домены, подробное рассмотрение которых выходит
за рамки настоящей работы. Уменьшение участка с
абсолютным отрицательным сопротивлением с ростом
магнитного поля можно связать с общим уменьшением
тока при увеличении магнитного поля, что качественно
можно понять, рассматривая классическое действие си-
лы Лоренца, которая отклоняет электроны, распростра-
няющиеся в направлении x .
Гаусс-амперная характеристика для частоты ω = 1/τ

и различных величин переменного электрического поля
представлена на рис. 3.
Как видно из приведенной зависимости, величина

тока слабо зависит от напряженности магнитного поля
и определяется величиной переменного электрического
поля, что согласуется с данными, приведенными на
рис. 2. Отметим также немонотонную зависимость ве-
личины тока от амплитуды переменного поля, что тоже
согласуется с данными, приведенными выше.
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Рис. 3. Гаусс-амперные характеристики графена для раз-
личных переменных электрических полей (в безразмерных
единицах). Для кривой b амплитуда переменного поля в 3 раза
больше, чем для кривой a; для кривой c в 10 раз меньше, чем
для кривой a. По оси абсцисс отложена величина постоянного
магнитного поля в относительных единицах, по оси ординат
ток в относительных единицах.

Рис. 4. Зависимость тока от частоты для различных пе-
ременных электрических полей. Для кривой b амплитуда
переменного поля в 3 раза больше, чем для кривой a; для
кривой c в 5 раз больше, чем для кривой a. По оси абсцисс
отложена частота (в единицах 1/τ ), по оси ординат — ток в
относительных единицах.

Зависимость тока от частоты внешнего переменного
электрического поля при неизменном магнитном поле
для разных амплитуд внешнего переменного электриче-
ского поля приведена на рис. 4.
Согласно приведенным данным, в графене также воз-

можно состояние с нулевой проводимостью, которое
возникает с ростом амплитуды переменного электриче-
ского поля. На наш взгляд, данное явление имеет тот же
механизм, что и возникновение участков с абсолютной
отрицательной проводимостью на вольт-амперной харак-
теристике, но может иметь большие возможности для

практических применений в силу устойчивости данного
состояния.
Таким образом, используя метод „среднего“ электрона

удается исследовать проводимость графена в магнитном
поле без каких-либо ограничений на амплитуду при-
ложенных полей. Выявленные состояния с абсолютной
отрицательной проводимостью будут вести к разбиению
графенового листа на домены и появлению в итоге
устойчивых состояний с нулевым сопротивлением, что
может оказаться перспективным для практических при-
менений.

4. Заключение

В заключение сформулируем основные выводы насто-
ящей работы.
1) Предложен метод вычисления вольт-амперной и

гаусс-амперной характеристик для графена в случае при-
ложенных сильных электрических и магнитных полей.
2) В графене в присутствии постоянного магнитного

поля, приложенного в направлении, перпендикулярном
плоскости графена, возможны состояния с абсолютной
отрицательной проводимостью.
3) Проводимость графена в присутствии магнитного

поля сильно зависит от частоты внешнего электрическо-
го поля и, в частности, возможны состояния с нулевой
проводимостью.
4) Проводимость в графене определяется в основном

амплитудой внешнего переменного электрического поля
и более слабо зависит от амплитуды приложенного
постоянного магнитного поля.
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