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1. Введение

Интерес к исследованию магнитоэлектрического
(МЭ) эффекта в слоистых структурах магнетик−пьезо-
электрик обусловлен возможностью получения в по-
добных композитах МЭ-коэффициента, значительно пре-
восходящего соответствующие значения для извест-
ных однородных магнитоэлектрически активных мате-
риалов. МЭ-взаимодействие в рассматриваемых систе-
мах обусловлено упругой связью магнитострикцион-
ных (МС) и пьезоэлектрических (ПЭ) слоев, при этом
эффективность взаимодействия в существенной степе-
ни определяется характером деформирования струк-
туры. При расчетах МЭ-эффекта в композитах, как
правило, ограничиваются рассмотрением деформаций
растяжения−сжатия [1–3], тогда как в реальных сло-
истых структурах деформации могут иметь более
сложный вид. В частности, в простейшем случае
двухслойной структуры магнетик−пьезоэлектрик вклад
в МЭ-эффект вносят деформации изгиба. В общем
случае планарных структур, асимметричных по от-
ношению к нейтральному сечению, деформирование
растяжения−сжатия сопровождается изгибом. В насто-
ящей работе расчет МЭ-эффекта с учетом изгибных
деформаций выполнен на примере типичных асим-
метричных структур магнетик−пьезоэлектрик и магне-
тик−пьезоэлектрик−подложка.

2. Магнитоэлектрический эффект
в двухслойной структуре
магнетик−пьезоэлектрик

Рассмотрим структуру, состоящую из двух пластин:
МС толщиной dM и ПЭ толщиной dP, жестко связанных
друг с другом в плоскости z = 0 (рис. 1). Размеры струк-
туры в плоскости (X,Y) предполагаются значительно
превосходящими общую толщину структуры. Имея в
виду, что в эксперименте, как правило, используют-
ся поликристаллические магнитные и ПЭ-слои, будем
также полагать, что толщина магнитного и ПЭ-слоев
значительно превосходит характерные размеры кри-
сталлитов. Плотность свободной энергии F структуры
представим в виде суммы упругой энергии Fe МС-
и ПЭ-слоев, магнитоупругой энергии Fme МС-слоя и

Рис. 1. Общий вид структуры и направления диэлектрической
и магнитной поляризации.
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ПЭ-энергии FPe ПЭ-слоя. Для простоты будем пре-
небрегать упругой анизотропией ПЭ-слоя, которая в
поликристаллах мала, и считать слои изотропными по
упругим и магнитоупругим свойствам, а ПЭ-слой —
одноосным по ПЭ-свойствам. Будем также считать, что
ПЭ-слой предварительно однородно поляризован вдоль
оси Z, а МС-слой намагничивается из размагниченного
состояния в насыщенное внешним магнитным полем,
лежащим в плоскости структуры. В этих условиях
компоненты свободной энергии имеют вид

Fe = ci jklUi j Ukl

=
1
2

c11(U2
XX + U2

YY + U2
ZZ) + c12(UXXUYY + UXXUZZ

+ UYYUZZ)+(c11−c12)(U2
XY + U2

XZ + U2
YZ),

Fme=
B

M2
0

{
〈M2

X〉UXX+〈M2
Y〉UYY+

(
M2 − 〈M2

X〉−〈M2
Y〉
)
UZZ

− 1
3

M2(UXX + UYY + UZZ)
}
,

где M2 = 〈M2
X〉+ 〈M2

Y〉+ 〈M2
Z〉 и Fpe = −eki j ·Ui j · Ek

= −E3 ·
(
e31(UXX + UYY) + e33UZZ

)
, причем ci jkl — тен-

зор коэффициентов упругости, Ui j — тензор дефор-
маций, M0 — намагниченность насыщения, 〈M2

i 〉 —
средний квадрат намагниченности в направлении оси i
как функция внешнего магнитного поля, eki j — тензор
пьезокоэффициентов, Ek — напряженность электриче-
ского поля.

Угловые скобки означают усреднение по ориентациям
намагниченности в микрообъемах МС-слоя с размерами
много большими, чем характерные размеры доменов, но
малыми по сравнению с толщиной слоя. При перемаг-
ничивании структуры вдоль заданного направления (X)
в плоскости (X,Y) недиагональные компоненты магни-
тоупругих напряжений, пропорциональные 〈Mi M j 〉 = 0;
i 6= j , следует считать равными нулю в силу пред-
полагаемой симметрии процесса перемагничивания по
отношению к направлению поля в плоскостях (X,Y)
и (X, Z). Данное условие означает отсутствие в среднем
сдвиговых МС-напряжений при изменениях величины
намагничивающего поля.

Следуя теории упругости тонких пластин [4], пред-
ставим вектор упругого смещения Ui (x, y, z) в виде
степенного ряда по переменной z, сохранив члены не
выше третьей степени

Ui (x, y, z) =
3∑

N=0

zNUiN(x, y); i = x, y, z.

При этом для компонент тензора деформаций имеем
следующие соотношения:

UXX =
∂UX0

∂x
+ z

∂UX1

∂x
+ z2 ∂UX2

∂x
,

UYY =
∂UY0

∂y
+ +z

∂UY1

∂y
+ z2 ∂UY2

∂y
,

UZZ = UZ1 + 2zUZZ + 3z2UZ3,

UXY =
1
2

(
∂UX0

∂y
+
∂YY0

∂x
+ z
(∂UX1

∂y
+
∂UY1

∂x

)
+ z2

(∂UX2

∂y
+
∂UY2

∂x

))
,

UXZ =
1
2

(
UX1 +

∂UZ0

∂x
+ z
(

2UX2 +
∂UZ1

∂x

)
+ z2

(
3UX3 +

∂UZ2

∂x

))
,

UYZ =
1
2

(
UY1 +

∂UZ0

∂y
+ z
(

2UY2 +
∂UZ1

∂y

)
+ z2

(
3UY3 +

∂UZ2

∂y

))
. (1)

Учтем, что на границе раздела между МС- и ПЭ-
слоями (в данном случае при z = 0) должно выпол-
няться условие непрерывности смещений Um = U p, что
приводит к равенствам Um

i 0 = U p
i 0 = Ui 0 (индекс m —

соответствует МС-, а p — ПЭ-слою).
Для структур, толщина которых много меньше гео-

метрических размеров в плоскости, будем, как обыч-
но, предполагать, что компоненты упругих напряжений
σiZ ≡ 0 как на поверхности структуры, так и по всей ее
толщине [4]

σXZ = 2(c11 − c12)UXZ = 0,⇒ UXZ = 0,

σYZ = 2(c11 − c12)UYZ = 0,⇒ UYZ = 0,

σZZ = c11UZZ + c12(UXX + UYY) + TZZ = 0, (2)

где TZZ принимает для МС- и ПЭ-слоев соответствую-
щие значения

Tm
ZZ =

∂Fme

∂UZZ

=
B

M2
0

(
2
3

M2 − 〈M2
X〉 − 〈M2

Y〉
)
,

Tp
ZZ =

∂Fpe

∂UZZ

= −e33E3.

Подставив в соотношения (2) разложение (1) и при-
равняв члены при одинаковых степенях z, получим

UXZ =
1
2

(
UX1 +

∂UZ0

∂x
+ z
(

2UX2 +
∂UZ1

∂x

)
+ z2

(
3UX3 +

∂UZ2

∂x

))
= 0,

UX1 = −∂UZ0

∂x
, UX2 = −1

2
∂UZ1

∂x
,

UX3 = −1
3
∂UZ2

∂x
. (3)
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Соотношения для UYZ отличаются от (3) заменой со-
ответствующих индексов X на Y. Из условия σZZ = 0
следует

c11(UZ1 + 2zUZ2 + 3z2UZ3) + c12

(
∂UX0

∂x
+ z

∂UX1

∂x

+z2 ∂UX2

∂x
+
∂UY0

∂y
+ z

∂UY1

∂y
+ z2 ∂UY2

∂y

)
+ TZZ = 0,

UZ1 = −c12

c11

(
∂UX0

∂x
+
∂UY0

∂y

)
− TZZ

c11

,

UZ2 = − c12

2c11

(
∂UX1

∂x
+
∂UY1

∂y

)
,

UZ3 = − c12

3c11

(
∂UX2

∂x
+
∂UY2

∂y

)
. (4)

Соотношения (4) и (3) позволяют выразить все ком-
поненты деформаций через смещения Um

i 0 = U p
i 0 = Ui 0.

Отметим, что компоненты смещений UX0, UY0 описыва-
ют деформации растяжения−сжатия в плоскости струк-
туры, а компонента UZ0 соответствует изгибу. Анализ
соотношений (1)−(4) показывает, что вклад в дефор-
мации, пропорциональный z2, приводит к поправкам к
энергии, связанной с растяжением−сжатием, малым по
параметру (dm,p/L)� 1, где L — характерный размер
структуры в плоскости. В результате с точностью до
членов, линейных по z, имеем

UXX =
∂UX0

∂x
− z

∂2UZ0

∂x2
,

UZZ = − c12

c11

(
∂UX0

∂x
+
∂UY0

∂y

)
− TZZ

c11

+ z
c12

c11

(
∂2UZ0

∂x2
+
∂2UZ0

∂y2

)
,

UYY =
∂UY0

∂y
− z

∂2UZ0

∂y2
,

UXY =
1
2

(
∂UX0

∂y
+
∂UY0

∂x

)
− z

∂2UZ0

∂x ∂y
. (5)

Для электрического смещения в направлении, пер-
пендикулярном плоскости структуры, имеем D3 = ε33E3
+ e31(UXX + UYY) + e33UZZ. С учетом соотношений (5)
вклад в смещение от электрического поля и деформаций
растяжения−сжатия и изгиба выражается соотношением

D3 = E3

(
ε33 +

e2
33

c11

)
+
[
∂UX0

∂x
+
∂UY0

∂y

− z
(∂2UZ0

∂x2
+
∂2UZ0

∂y2

)](
e31 − e33

cp
12

cp
11

)
. (6)

Подстановка деформаций (5) в выражения для компо-
нент объемной плотности свободной энергии с последу-
ющим интегрированием их по толщине слоев позволяет
получить выражение для „поверхностной“ плотности

свободной энергии структуры

FS =

[(
∂UX0

∂x

)2

+
(
∂UY0

∂y

)2
]

× 1
2

{
dm

(
cm

11 −
cm2

12

cm
11

)
+ dp

(
cp

11 −
cp2

12

cp
11

)}

+
[
∂UX0

∂x
∂2UZ0

∂x2
+
∂UY0

∂y
∂2UZ0

∂y2

]

× 1
2

{
d2

m

(
cm

11 −
cm2

12

cm
11

)
− d2

p

(
cp

11 −
cp2

12

cp
11

)}

+
[(∂2UZ0

∂x2

)2
+
(∂2UZ0

∂y2

)2
]

× 1
6

{
d3

m

(
cm

11 −
cm2

12

cm
11

)
+ d3

p

(
cp

11 −
cp2

12

cp
11

)}

+
[
∂UX0

∂x
∂UY0

∂y

]{
dm

(
cm

12 −
cm2

12

cm
11

)
+ dp

(
cp

12 −
cp2

12

cp
11

)}

+
[
∂UX0

∂x
∂2UZ0

∂y2
+
∂UY0

∂y
∂2UZ0

∂x2

]

× 1
2

{
d2

m

(
cm

12 −
cm2

12

cm
11

)
− d2

p

(
cp

12 −
cp2

12

cp
11

)}

+
[
∂2UZ0

∂x2

∂UZ0

∂y2

]
1
3

{
d3

m

(
cm

12 −
cm2

12

cm
11

)
+ d3

p

(
cp

12 −
cp2

12

cp
11

)}

+

[(
∂UX0

∂y

)2

+ 2
∂UX0

∂y
∂UY0

∂x
+
(
∂YX0

∂x

)2
]

× 1
4

{
(cm

11 − cm
12)dm + (cp

11 − cp
12)dp

}
+
[
∂2UZ0

∂x ∂y

(
∂UX0

∂y
+
∂UY0

∂x

)]
1
2

{
(cm

11−cm
12)d2

m−(cp
11−cp

12)d
2
p

}

+
(
∂2UZ0

∂x ∂y

)2
1
3

{
(cm

11 − cm
12)d3

m + (cp
11 − cp

12)d3
p

}
+
(
∂UX0

∂x
+
∂UY0

∂y

){
−dmTm

ZZ
cm

12

cm
11

− dpĒ3

(
e31− e33

cp
12

cp
11

)}

+
∂2UZ0

∂x2

d2
m

2
Tm

XX +
∂2UZ0

∂y2

d2
m

2
Tm

YY +
(
∂2UZ0

∂x2
+
∂2UZ0

∂y2

)

× 1
2

(
−d2

mTm
ZZ

cm
12

cm
11

+ d2
pG3

(
e31 − e33

cp
12

cp
11

))

+
∂UX0

∂x
Tm

XXdm +
∂UY0

∂y
Tm

YYdm−
dm(Tm

ZZ)2

2cm
11

−
dp(T p

ZZ)2

2cp
11

,

(7)
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где

Tm
XX =

N

M2
0

(
〈M2

X〉 −
1
3

M2

)
,

Tm
YY =

B

M2
0

(
〈M2

Y〉 −
1
3

M2

)
, Tm

ZZ = −(Tm
XX + Tm

YY).

Последнее равенство отражает отсутствие изменений
объема в рассматриваемом нами случае так называемой
линейной магнитострикции. Члены в магнитоупругой
энергии, связанные с изменением объема, имеют об-
менную природу и пропорциональны квадрату модуля
намагниченности, который не меняется при поворотах
магнитного момента в кристаллитах. Черта над сим-
волами означает усреднение по толщине пьезослоя,
учитывающее зависимость электрического поля от z,
обусловленную деформацией изгиба, при этом

Ē3 =
1
dp

dp∫
0

E3 dz, G3 =
2
d2

p

dp∫
0

E3 dz.

Уравнения равновесия структуры могут быть получе-
ны с помощью вариационного принципа. При этом для
образца со свободными границами условие обращения
в нуль первой вариации свободной энергии сводится к
обращению в нуль производных от поверхностной плот-
ности свободной энергии по независимым производным

от смещений
∂UX0

∂x ,
∂UY0

∂y ,
∂2UZ0

∂x2 ,
∂2UZ0

∂y2 . Решения системы

уравнений равновесия относительно комбинаций произ-
водных, входящих в электрическое смещение, имеют вид

∂2UZ0

∂x2
+
∂2UZ0

∂y2
=

2
1

[
Tm

ZZ

(
1 + 2

cm
12

cm
11

)
CPdmdp(dm + dp)

− 2
(

e31 − e33
cp

12

cp
11

)
dp
[
(CMd2

m−CPd2
p)Ē3

+ dp(dmCM + dpCP)G3

]]
,

∂UX0

∂x
+
∂UY0

∂y
=

2
1

[1
6

Tm
ZZ

(
1 + 2

cm
12

cm
11

)
dm

[
CMd3

m + CPd3
p

+ 3CPd2
p(dm + dp)

]
+
(

e31 − e33
cp

12

cp
11

)
dp

×
[4

3
(CMd3

m+ CPd3
p)Ē3 + dp(CMd2

m−CPd2
p)G3

]]
, (8)

где

1 =
4
3

(CMd3
m + CPd3

p)(CMdm + CPdp)−
(
CMd2

m−CPd2
p

)2
,

CN = (cm
11 − cm

12), CR = (cp
11 − cp

12),

CM = cm
11 + cm

12 − 2
cm2

12

cm
11

, CP = cp
11 + cp

12 − 2
cp2

12

cp
11

.

В условиях электрически разомкнутой цепи (D3 = 0)
из равенства (6) для среднего значения напряженности
электрического поля и параметра G3 получаем самосо-
гласованную систему уравнений(
ε33 +

e33

c11

)
Ē3 +

[
∂UY0

∂y
+
∂2UZ0

∂x2
−

dp

2

(∂2UZ0

∂x2
+
∂2UZ0

∂y2

)]

×
(

e31− e33
cp

12

cp
11

)
= 0,

(
ε33 +

e33

c11

)
G3 +

[
∂UY0

∂y
+
∂2UZ0

∂x2
−

2dp

3

(∂2UZ0

∂x2
+
∂2UZ0

∂y2

)]

×
(

e31 − e33
cp

12

cp
11

)
= 0. (9)

Условиями самосогласования системы являются соотно-
шения (8).

Рассмотрим для простоты случай равенства упру-
гих констант материалов: cm

11 = cp
11 = c11, cm

12 = c12,
CM = CP = C. Учитывая, что Tm

XX = −λ11(c11 − c12) и
Tm

YY = −λ12(c11 − c12), где λ11 и λ12 — продольная и
поперечная магнитострикции соответственно, получим
окончательно

Ē3 = −
(λ11 + λ12

(
e31 − e33

c12

c11

)
ε33 +

e2
33

c11

S(ξ), (10)

где ξ = dm/dp,

S(ξ) =
ξ(1 + κ + ξ3)[

(1 + ξ)2 + κ
]2 + 4κξ2(1 + ξ)

— геометрический фактор,

κ = 2

(
e31 − e33

c12

c11

)2

(
ε33 +

e2
33

c11

)
C

— квадрат коэффициента электромеханической связи.
Зависимость магнито-индуцируемого электрического

напряжения UME = dpĒ3 от магнитного поля определяет-
ся полевой зависимостью суммы продольной и попереч-
ной магнитострикций. На рис. 2 приведены типичные по-
левые зависимости продольной λ11 и поперечной λ12 маг-
нитострикций для объемных поликристаллических об-
разцов никелевого феррита размером 10× 10× 0.5 mm.

Результаты расчета величины индуцируемого маг-
нитным полем электрического напряжения в двух-
слойных структурах с различным отношением тол-
щин слоев ξ , полученные с помощью соотноше-
ния (10), приведены на рис. 3. При расчете исполь-
зовались следующие параметры [5]: c11 = 1.52 · 1011 Pa,
c12 = 6.089 · 1010 Pa, e31 = −6.127 c/m2, e33 = 10.71 c/m2,
εT

33 = 2.243 · 10−9 F/m.

5 Физика твердого тела, 2008, том 50, вып. 3



450 А.Ю. Остащенко, В.Л. Преображенский, P. Pernod

Рис. 2. Зависимость продольной λ11 и поперечной λ12 магни-
тострикции от магнитного поля.

Рис. 3. Зависимость электрического напряжения на двухслой-
ной структуре от напряженности магнитного поля, рассчи-
танная по формуле (13) для различных соотношений толщин
слоев: ξ = 0.1, 1, 2, 5. Толщина пьезослоя dp = 200 µm.

Рис. 4. Семейство кривых МЭ-коэффициента в зависимости
от постоянного магнитного поля смещения для различных
соотношений толщин МС- и ПЭ-слоев: ξ = 0.1, 1, 2, 5.

Рис. 5. Зависимость МЭ-коэффициента от соотношения тол-
щин МС- и ПЭ-слоев ξ . S — с учетом, а S0 — без учета
изгибных деформаций.

Величина МЭ-коэффициента αME =
∂UME

∂H

/
dp как

функция напряженности магнитного поля при различ-
ных соотношениях толщин МС- и ПЭ-слоев приведена
на рис. 4.

Отметим, что в случае симметричной структуры, не
испытывающей изгиба, электрическое поле описывает-
ся соотношением типа (10) с геометрическим факто-
ром S0(ξ) = ξ/(1 + ξ + κ). При этом соотношение для
МЭ-коэффициента согласуется с результатом работ [1,2].

На рис. 5 представлены графики функций S(ξ) и S0(ξ),
отражающие зависимость МЭ-коэффициента от соотно-
шения толщин слоев ξ = dM/dP. Видно, что изгибные
деформации заметно снижают МЭ-коэффициент упру-
го свободного образца. Соотношению толщин слоев,
лежащему в интервале 0.35 < ξ < 0.85, соответствует
широкое плато функции S(ξ) с точкой перегиба вблизи
ξ = 0.6.

3. Заключение

Расчеты, выполненные в настоящей работе, демон-
стрируют существенное влияние деформаций изгиба
на МЭ-эффект в асимметричных планарных структу-
рах магнетик−пьезоэлектрик и магнетик−пьезоэлект-
рик−подложка. Изгибные деформации заметно снижа-
ют МЭ-эффект. Распределение магнито-индуцируемого
электрического поля в структуре при учете изгиба
оказывается неоднородным по толщине ПЭ-слоя, что
приводит к специфической зависимости МЭ-эффекта от
соотношения толщин слоев. В заключение отметим, что
в соответствии с соотношениями (7) и (8) за МЭ-
эффект при диэлектрической поляризации перпендику-
лярной плоскости структуры ответственна комбинация
МС-напряжений (Tm

XX + Tm
YY) = −Tm

ZZ, отличная от нуля
только при условии 〈M2

Z〉 6= 0. Противоположный случай
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〈M2
Z〉 = 0 соответствует тому, что МС-пленка в размаг-

ниченном состоянии уже деформирована, что приво-
дит к дополнительным вкладам от этих деформаций в
упругую и магнитоупругую энергии. В результате этого
компоненты магнитоупругих напряжений, определяемые
равными нулю в размагниченном состоянии, будут выра-
жаться соотношениями

Tm
XX =

B
M2

(
〈M2

X〉 −
1
2

M2

)
,

Tm
YY =

B
M2

(
〈M2

Y〉 −
1
2

M2

)
.

При этом Tm
ZZ = −(Tm

XX + Tm
YY) = 0, и МЭ-эффект в

упруго свободной структуре будет отсутствовать вслед-
ствие несовместимости симметрии магнитоупругого и
ПЭ-взаимодействий. Сохранение объема при линейной
магнитострикции приводит к компенсации МЭ-эффекта
от деформаций растяжения и сжатия в плоскости струк-
туры. Подобная ситуация может реализоваться, напри-
мер, в случае композитов на основе тонких аморфных
МС-пленок с гигантской магнитострикцией, намагничен-
ных в плоскости и нанесенных на ПЭ-слои, поляризован-
ные перпендикулярно плоскости.

Из приведенного анализа следует, что для усиления
МЭ-эффекта предпочтительно использование МС-пле-
нок с поперечной магнитной анизотропией.
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