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1. Введение

После получения графена и нанотрубок [1–3] значи-

тельно возрос интерес к проблеме поверхностной сверх-

проводимости [4]. Приложенное магнитное поле создает

дополнительные возможности для изучения сверхпро-

водимости наноструктур. В работах [5–7] построена

теория плоского двумерного (2D) сверхпроводника с

учетом спин-орбитального взаимодействия, в том числе

и в продольном магнитном поле [7]. Критическая тем-

пература 2D-сверхпроводника вычислена как функция

напряженности магнитного поля и интенсивности спин-

орбитального взаимодействия [7].

Сверхпроводимость плоской двумерной электронной

системы в перпендикулярном магнитном поле рассмат-

ривалась в [8]. В недавней работе [9] на основе эффек-

тивного уравнения, имеющего вид уравнения Дирака для

безмассовой частицы, исследован фононный механизм

сверхпроводящего спаривания электронов в графене.

В графене, а также в графите, который может рас-

сматриваться как система плоских параллельных листов

графена, связанных силами Ван-дер-Ваальса, явление

сверхпроводимости экспериментально пока не наблюда-

лось [1–3,10,11].

В то же время явление сверхпроводимости наблю-

дается в пучках однослойных углеродных нанотрубок,

разные типы которых представляют собой свернутый

определенным образом лист графена. Например, в ра-

ботах [12,13] сообщается о наблюдении явления сверх-

проводимости с критической температурой Tc ≈ 1K в

пучках однослойных углеродных нанотрубок радиусом

R = 5�A и с критической температурой Tc = 16K в

нанотрубках с радиусом 2�A.
При сворачивании графенового листа в нанотруб-

ку открывается возможность наблюдения эффекта

Ааронова−Бома−Литтла−Паркса в сверхпроводящих

состояниях наноструктур [14–16]. Зависимость от пара-

метра Ааронова−Бома должна проявиться и в термо-

динамических свойствах нанотрубки. Следует отметить,

что в работе [17] приведены результаты эксперименталь-

ного измерения намагниченности пучка однослойных

углеродных нанотрубок в сверхпроводящем состоянии,

т. е. расчет термодинамических свойств сверхпроводя-

щих нанотрубок в магнитном поле представляет и

практический интерес.

Сверхпроводимость нанотрубок теоретически изуча-

лась многими авторами. Зависимость критической тем-

пературы от радиуса углеродной нанотрубки и энергии

Ферми численно рассматривается в [18,19]. Исследова-

ния показывают, что один из возможных способов ком-

пенсации слабости электрон-фононного взаимодействия

и увеличения критической температуры состоит в уве-

личении числа нанотрубок в образце [20,21]. Однослой-
ные углеродные нанотрубки могут иметь относительно

большую критическую температуру (Tc ∼ 11−30K) за

счет сингулярности Ван-Хофа в энергетической плотно-

сти электронных состояний [22]. Однако аналитические

результаты, описывающие зависимость критической тем-

пературы от параметров нанотрубки, не были получены.

Это можно объяснить и относительно сложным видом

электронного энергетического спектра в углеродных

нанотрубках при учете их хиральности.

Большое внимание уделяется расчету электронных

свойств нанотрубок в модели свернутого в цилиндр

двумерного электронного газа (см., например, [23–25]).

Целью настоящей работы является исследование тер-

модинамических свойств сверхпроводящего квантово-

го цилиндра в продольном магнитном поле, а так-

же их флуктуаций в окрестности критической темпе-

ратуры. В разделе 2 получены формулы, описываю-
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щие зависимости критической температуры и свобод-

ной энергии сверхпроводящей нанотрубки от парамет-

ра Ааронова−Бома, радиуса трубки и энергии Ферми.

В разделе 3 исследованы зависимости от характерных

параметров трубки намагниченности сверхпроводящего

квантового цилиндра при нулевой температуре, а так-

же скачка теплоемкости и разности намагниченностей

сверхпроводящей и нормальной фаз в окрестности кри-

тической температуры. В разделе 4 вычислен флуктуаци-

онный вклад в термодинамические свойства нанотрубки

при температуре выше точки перехода. В разделе 5

проводится обсуждение результатов работы.

2. Критическая температура
и термодинамический потенциал

На цилиндрической поверхности стационарное состо-

яние электрона в продольном магнитном поле опре-

деляется азимутальным квантовым числом n ∈ Z, им-

пульсом p3 продольного движения и проекцией спина

на направление магнитного поля (s = ±1). Энергия

и нормированные собственные функции стационарных

состояний электрона задаются формулами [23]

E(n, p3, s) =
p2
3

2m
+ ε

(

n +
8

80

)2

+ sµBH, (1)

9(n, p3) =
1√

2πRL
ei

p3r
~

+inϕ, (2)

где m — эффективная масса электрона; ε = ~
2

2mR2 —

энергия размерного конфайнмента; µB — магнетон Бора;

8 = πR2H — поток магнитного поля через сечение

цилиндра длиной L и радиусом R; 80 = 2π~c
|e| — одно-

электронный квант магнитного потока; ~ — постоянная

Планка; c — скорость света, e — заряд электрона (далее
используется система единиц, где ~ = 1, c = 1, kB = 1).

Совокупность квантовых чисел, задающих стацио-

нарное состояние электрона, будем обозначать симво-

лом (p, s), где p = (n, p3). В представлении вторич-

ного квантования исходный модельный гамильтониан

Бардина−Купера−Шриффера (БКШ) сверхпроводяще-

го квантового цилиндра, в котором оставлено взаи-

модействие электронов с противоположными по знаку

значениями всех квантовых чисел, представляется в

виде [16,26]

H̃ =
∑

p,s

T (p)a+(p, s)a(p, s) − 1

2πRL

×
∑

p,p′ 6=p

J(p, p′)a+(−p, ↓)a+(−p, ↑)a(p′ ↓)a(−p′, ↓),

(3)

где J(p, p′) — величина, описывающая эффективное

взаимодействие электронов куперовской пары [26];

T (p) = E(n, p3, s) − µ; µ — химический потенциал элек-

тронного газа. Здесь принято обозначение

∑

n,p3

f (n, p3) =
L
2π

∑

n

∫

d p3 f (n, p3). (4)

В теории БКШ функция J(p, p′) принимает постоян-

ное значение, равное g , в энергетическом слое шири-

ной ω в окрестности энергии Ферми и равна нулю вне

этого слоя.

Для гамильтониана (3) в работе [16] на основе вари-

ационного принципа Боголюбова вычислена свободная

энергия системы

F
(

T, S, N;C(p)
)

=
∑

p

ε(p) − T
∑

p

ln 2

×
[

ch
E(p)

T
+ ch

Ẽ(p)

T

]

− 1

16S

∑

p,p′

J(p, p′)

× C(p)

E(p)
φ(p, T )

C(p′)

E(p′)
φ(p′, T ) +

1

2

∑

p

C2(p)

E(p)
φ(p, T ),

(5)

где S — площадь поверхности цилиндра, T — темпера-

тура, функция φ(p, T ) определяется формулой

φ(p, T ) = th
E(p) + Ẽ(p)

2T
+ th

E(p) − Ẽ(p)

2T
. (6)

В формулах (5), (6) приняты также обозначения

ε =
E(n, p3, s) + E(−n,−p3,−s)

2

=
p2
3

2m
+ ε

[

n2 +

(

8

80

)2
]

− µ,

Ẽ =
E(n, p3, s) − E(−n,−p3,−s)

2
= 2εn

8

80

− µBH,

E(p) =

√

ε2 + C2(p). (7)

Необходимое условие минимума функционала (5)

δF
δC(p)

= 0 (8)

приводит к уравнению для величины 1 энергетической

щели [16]

1 =
g
4S

∑

p

φ(p, T )
√

ε2 + 12
. (9)

С учетом (9) свободную энергию сверхпроводящего

квантового цилиндра можно представить в виде

F(T, S, N) =
∑

p

[

ε(p) − E(p)
]

− T
∑

p

ln
[

1 + e−
E+E

T

]

− T
∑

p

ln

[

1 + e
E−E

T

]

+
12

g
S. (10)
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Как показывает анализ, впервые проделанный в [27],
в продольном магнитном поле энергетически выгод-

но спариваться состояниям с азимутальными числа-

ми n1 и n2, обеспечивающими минимум величины

|n1 + n2 − 28/80|, т. е. наибольшая энергия связи будет

наблюдаться при 28/80 = N, где N — целое число. При

условии
∣

∣

∣
2

8
80

∣

∣

∣
<

1
2
энергетически выгодно спариваться

электронам с противоположными по знаку квантовыми

числами [27,28]. В этом случае справедливы приведен-

ные выше зависимости (9) и (10) критической темпера-

туры и свободной энергии от параметров нанотрубки,

включая и параметр 28/80. Эти зависимости были

получены в работе [16] и подтверждены в [29]. С учетом

периодической зависимости ширины щели от магнитно-

го потока достаточно периодически (с периодом, равным
единице) продолжить результаты (9) и (10) на весь

диапазон значений параметра 28/80.

В предельном случае, когда

µ ≫ ε, (11)

находим, что при нулевой температуре зависимости

ширины энергетической щели 10 и критической темпе-

ратуры Tc от параметра Ааронова−Бома, радиуса трубки

и энергии Ферми определяются асимптотическими фор-

мулами

10

(

R, pF;
8

80

)

≃ 2ωε−
α
2g , (12)

Tc =
γ

π
10, (13)

где приняты обозначения

α =
4π

m

[

1 + 2

∞
∑

k=1

cos

(

2πk
8

80

)

J0(2πkRpF)

]−1

,

γ = eC , (14)

C — постоянная Эйлера, J0(x) — функция Бесселя

нулевого порядка действительного аргумента.

Полагая, что наряду с (11) выполняется также усло-

вие

(NLR)−
1
4 ≪ mg

4~2
(15)

(где NL — линейная концентрация электронов), для

ширины щели при нулевой температуре получаем

10 ≃ 2~ω exp

[

−2π~
2

mg

] {

1 +
4~

2

mg
(NLR)−

1
4

×
∞
∑

k=1

sin
[

2πk
√

NLR − 3π
4

]

√
k

cos

(

2πk
8

80

)}

. (16)

Здесь следует отметить, что некоторые из существую-

щих в литературе предварительных оценок для пара-

метров углеродных нанотрубок не противоречат усло-

вию (15) (см., например, [29]).

В случае конечной температуры для определения

зависимости ширины щели от температуры находим

интегральное уравнение

ln
10

1
=

∫ ∞

0

dx√
x2 + u2

[

1
√

x2 + u2 + χ
+

1
√

x2 + u2 − χ

]

,

(17)
где приняты обозначения

χ =
µBH

T
, u =

1

T
, 1 = 1

(

pF, R;
8

80

; T

)

. (18)

В частности, из формулы (17) в предельном случае,

когда χ ≪ 1, находим

ln
10

1
= 2

∞
∫

0

dx
x2 + u2

1

e
√

x2+u2 + 1

+
1

4
χ2

∞
∫

0

dx
√

x2 + u2

sh
[
√

x2+u2

T

]

ch3
[
√

x2+u2

T

] , (19)

причем слагаемое, пропорциональное χ2, связано с соб-

ственным магнитным моментом электронов.

В области низких температур из (19) следует

1

(

T,
8

80

)

≈ 10

(

8

80

) [

1− 2πT
10(H)

e−
10(H)

T

(

1 +
1

2
χ2

)]

.

(20)

Вблизи критической температуры получаем

ln
10

1
= ln

πT
γ1

+
7ζ (3)

8π2

12

T 2
+

1

4
χ2K, (21)

где число K выражается через дзета-функцию Римана

K =

∞
∫

0

dt
t

th t

ch2 t
=

7ζ (3)

π2
. (22)

3. Tермодинамические величины
сверхпроводящего квантового
цилиндра в магнитном поле

Учитывая, что намагниченность электронного газа

квантового цилиндра в нормальной фазе детально изу-

чена [23,30,31], для вычисления термодинамических

величин сверхпроводящей фазы воспользуемся форму-

лой [32]
(

∂�

∂λ

)

T,V,µ

=

〈

∂H̃
∂λ

〉

, (23)

выражающей производную по параметру λ от термоди-

намического потенциала� по отношению к переменным

T, µ, V через среднее по статистическому распределе-

нию для производной гамильтониана H̃ системы по тому

же параметру. Удобно в качестве такого параметра взять
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константу связи g . Тогда разность термодинамических

потенциалов квантового цилиндра в сверхпроводящей

и нормальной фазax представляется в следующем ви-

де [32]:

1F ≡ FS − FN = −(2πRL)

g
∫

0

12

g2
dg. (24)

Таким образом, уравнения (6), (7) и (9) описывают

зависимости ширины энергетической щели 1 и темпе-

ратуры фазового перехода в нормальное состояние от

характерных параметров нанотрубки и параметра 8/80

Ааронова−Бома, а формула (24) позволяет вычислить

по известной ширине щели разность свободных энергий

сверхпроводящей и нормальной фаз.

Из формулы (24) в предельном случае (11), когда

ширина щели определяется формулой (12), найдем

сначала разности свободных энергий и соответственно

намагниченностей при нулевой температуре в расчете

на единицу площади поверхности нанотрубки

1

S

[

FS − FN
]

= − 1

α
12
0, (25)

1

S
[Mz

S − Mz
N ] = −1

g
12
0

∂

∂H
[lnα]. (26)

В том же предельном случае (11) для скачка теплоем-

кости и соответственно для разности намагниченностей

сверхпроводящей и нормальной фаз в окрестности кри-

тической температуры находим следующие формулы:

1

S

[

CS −CN
]

=
(4π)2

7ζ (3)
Tcα

−1, (27)

1

S

[

MS − MN
]

= − (2π)2Tc(Tc − T )

7ζ (3)gα
∂α

∂H
, (28)

где ζ — дзета-функция.

4. Флуктуационный вклад
в теплоемкость и намагниченность
нанотрубки выше точки перехода

Флуктуации, играющие существенную роль в систе-

мах пониженной размерности, какой является нанотруб-

ка, в литературе, насколько нам известно, не рассмат-

ривались. В настоящем разделе исследуется флуктуаци-

онный вклад в термодинамические свойства нанотрубки

полупроводникового типа в продольном магнитном поле.

В трехмерных металлических сверхпроводниках область

температур вблизи критической, в пределах которой

флуктуации параметра порядка становятся большими,

а теория Гинзбурга−Ландау неприменимой, является

относительно узкой [32,33]. Флуктуационные поправки к

термодинамическим величинам вне этой области малы,

но они могут быть существенными для магнитных

свойств нормальной фазы вблизи точки перехода. На-

пример, флуктуационный вклад в магнитную воспри-

имчивость нормального металла вблизи точки перехо-

да, вычисленный в рамках теории Гинзбурга−Ландау,

возрастает пропорционально (T − Tc)
− 1

2 и представляет

собой основной вклад в диамагнитную восприимчивость

металла, находящегося при температуре выше критиче-

ской [32].
Изменение свободной энергии нанотрубки в теории

Гинзбурга−Ландау определяется функционалом [32]

1F [ψ] = F − FN

=

∫

S

[ 1

4m

∣

∣

∣
−i~∇− 2e

c
A

∣

∣

∣

2

+ a |ψ|2 +
b
2
|ψ|4

]

dS.

(29)

Здесь интегрирование проводится по цилиндрической

поверхности с радиусом R; FN — свободная энер-

гия в нормальном состоянии, величина a зависит от

температуры по закону a = δ(T − Tc), параметр δ > 0,

m и e — масса и заряд электрона, A — вектор-

ный потенциал магнитного поля. Благодаря малости

флуктуаций в подынтегральной функции далее в (29)
будем сохранять только квадратичные по параметру

порядка ψ слагаемые. Сравнив формулы для квадрата

модуля параметра порядка и для скачка теплоемкости

в критической точке в модели Гинзбурга−Ландау [32] с
полученными в разделе 3 результатами, найдем значение

параметра δ :

δ =
8π2Tc

7ζ (3)αNs
,

где Ns — поверхностная концентрация электронов,

параметр α определяется формулой (14).
Для вычисления флуктуационного вклада 1F в сво-

бодную энергию функционал (29) рассматривается как

эффективный гамильтониан, определяющий 1F согласно

формуле [32,34]:

1F = −T ln

[
∫

exp

(

−1− F [ψ]

T

)

Dψ

]

, (30)

где функциональное интегрирование проводится по всем

распределениям ψ = ψ(r). Вычислим интеграл по тра-

екториям (30) с помощью рядов Фурье. Векторный

потенциал однородного магнитного поля, направленного

вдоль оси z , совпадающей с осью цилиндра, выберем в

виде

A = (−By/2, Bx/2, 0). (31)

Варьирование квадратичной части (29) по перемен-

ным ψ и ψ∗, которые рассматриваются как независимые

переменные, дает уравнение

δF
δψ∗ = − ~

2

4m

(

∇− 2e
c
A

)2

ψ + aψ = 0. (32)
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Таким образом, функцию ψ = ψ(r) можно разложить

в ряд по собственным функциям эрмитового оператора

L̂ = − ~

4m

(

∇− 2e
c
A

)2

+ a (33)

на цилиндрической поверхности.

В цилиндрических координатах собственные значения

и соответствующие им собственные функции задачи

Штурма−Лиувилля для оператора L̂ на цилиндриче-

ской поверхности определяются энергией и волновыми

функциями стационарных состояний частицы с мас-

сой M = 2m и зарядом q = 2e, т. е. формулами (1), (2), в
которых следует положить

ε =
1

2MR2
, (34)

φ0 =
2π~c
|q| , (35)

где φ0 — половина одноэлектронного кванта магнитного

потока.

Разложение функции ψ = ψ(z , ϕ) по собственным

функциям оператора (33) представляется в виде двой-

ного ряда Фурье

ψ(z , ϕ) =
∑

n,p3

c(n, p3)e
iz p3+inϕ, (36)

где c(n, p3) = c ′(n, p3) + ic ′′(n, p3) — произвольные

комплексные коэффициенты.

Подставив (36) в (29) и вычислив гауссовы интегралы

по всем dc ′ и dc ′′, для величины 1F в формуле (30)
получаем следующий результат:

1F = −T
∑

n

∞
∫

−∞

d p3

(

L
2π

)

× ln







πT

[

p2
3

2M
+

(n + 8/φ0)
2

2MR2
+ δ(T − Tc)

]−1






. (37)

При больших энергиях E = E(n, p3) сумма и интеграл

в формуле (37) расходятся. Как и в трехмерном случае,

эта расходимость связана с тем, что формула (29) при-

менима только при медленно меняющихся ψ = ψ(z , ϕ):
изменение ψ должно быть мало на расстояниях порядка

длины когерентности [32].
Ограничим область суммирования по n и область

интегрирования по p3 в формуле (37) с помощью

θ-функции Хевисайда, считая допустимыми лишь значе-

ния квантовых чисел p3 и n, удовлетворяющие условию

ε

(

n +
8

φ0

)2

+
p2
3

2M
< E =

p2
0

2M
. (38)

Воспользуемся далее формулой суммирования Пуас-

сона
∑

n

f (n) =

+∞
∑

n=−∞

∫

exp(2πikx) f (x)dx (39)

и перейдем к полярным координатам (p, ϕ)

x = pR cosϕ, p3 = p sinϕ. (40)

В результате получаем следующее выражение для

флуктуационного вклада в изменение свободной энер-

гии:

1F
S

= −
(

T
2π

) +∞
∑

k=−∞

p0
∫

0

pd pe−2πik 8
φ0

× J0(2π|k|Rp) ln
πT

(p2/2M) + δt
, (41)

где t = T − Tc .

Двукратное дифференцирование (41) по переменной t
дает первую флуктуационную поправку к теплоемкости

квантового цилиндра в магнитном поле в области при-

менимости теории Гинзбурга−Ландау:

1C
S

= −
(

Tc

2π

)2

(2Mδ)2
+∞
∑

k=−∞
e−2πik 8

φ0 K1(βb)
β

2b
. (42)

Здесь K1(x) — функция Макдональда, а также введены

обозначения

β = 2π|k|R, b =
√
2Mδt. (43)

Для сравнения приведем результат работы [35] для

скачка теплоемкостей сверхпроводящей и нормальной

фаз электронного газа квантового цилиндра при крити-

ческой температуре

1C
S

=
2π

7ζ (3)
mTc

[

1 + 2

∞
∑

k=1

J0(2πkRpF) cos
(

2πk
8

φ0

)]

,

(44)

где ζ (x) — дзета-функция Римана, pF — импульс Ферми

электронного газа нанотрубки.

Для флуктуационного вклада в намагниченность кван-

тового цилиндра выше точки перехода получаем форму-

лу

1Mz

S
= −2T

φ0

∞
∑

k=1

sin

(

2πk
8

φ0

)

γK1(τ γ), (45)

где приняты обозначения

τ = 2πk, γ = R
√

2Mδ(T − Tc). (46)

5. Обсуждение результатов

Как следует из результатов (41), (42) и (45), флукту-
ационные вклады в свободную энергию и соответству-

ющие термодинамические величины испытывают осцил-

ляции Ааронова−Бома.

Формула (42) допускает предельный переход к

2D-плоскому случаю, когда поверхностная плотность

электронов фиксирована, а радиус цилиндра R → ∞.
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Воспользовавшись асимптотикой функции Макдо-

нальда

K1(x)
∣

∣

x≪1
≃ 1

x
, (47)

из формулы (42) в предельном случае плоской структу-

ры получаем

1C
S

=

(

Tc

2π

)2 Mδ

T − Tc
. (48)

В трехмерном случае флуктуационная поправка к

теплоемкости в области применимости теории Ландау

была вычислена в работе Леванюка и определяется

формулой [33]:

1C
V

=
T 2

c

(16π)
(2Mδ)3/2

1√
T − Tc

. (49)

Сравнение показывает, что если в трехмерном случае

флуктуационная поправка к теплоемкости при при-

ближении температуры к критической увеличивается

пропорционально (T − Tc)
− 1

2 , то в двумерном случае

она возрастет пропорционально (T − Tc)
−1, т. е. роль

флуктуационных эффектов существенно возрастает с

уменьшением размерности системы.

Результат (48) получается также из формулы (1) на

стр. 525 работы [33], если при интегрировании учесть

изменение фазового объема при переходе от трехмерной

к двумерной системе.

Таким образом, в работе получены аналитические

формулы, описывающие зависимость от характерных

параметров системы флуктуационного вклада в тер-

модинамические свойства намагниченного квантового

цилиндра, и показано, что роль флуктуаций становится

существенной вблизи точки перехода.

Из формулы (21), полагая 1 = 0, для критической

температуры получаем уравнение

ln

(

γ10

πTc

)

=
7ζ (3)

4π2

(

µBH
T

)2

. (50)

Этот результат согласуется с формулой (18) ра-

боты [7], где для случая плоской геометрии и па-

раллельного магнитного поля исследована зависимость

критической температуры от напряженности магнитно-

го поля с учетом спин-орбитального и зеемановского

взаимодействий. Действительно, как уже отмечалось,

в формуле (21) пропорциональное χ2 слагаемое обу-

словлено спиновой энергией спаривающихся электро-

нов в продольном магнитном поле. Эта энергия не

зависит от того, находится электрон на плоскости или

на цилиндрической поверхности. Поэтому полученный

в пределе слабого спин-орбитального взаимодействия

результат (18) работы [7] имеет точно такой же вид,

как и наш результат (50). При этом существенное

отличие состоит в том, что в формулу (50) магнитное

поле входит не только за счет спиновой энергии, как

это имеет место в формуле (18) работы [7], но и

Рис. 1. Зависимость критической температуры от параметра

Ааронова−Бома.

Рис. 2. Зависимость ширины щели от температуры.

8/80 = 0 (1), 0.4 (2), 0.08 (3).

через ширину щели при нулевой температуре благодаря

эффекту Ааронова−Бома. Полное совпадение нашего

результата (50) с формулой (18) работы [7] имеет

место в предельном случае плоской структуры, когда

R → ∞, Ns = const (Ns — поверхностная концентрация

электронов).
Зависимость критической температуры от парамет-

ра Ааронова−Бома показана на рис. 1. Расчеты про-

ведены при следующих значениях параметров нано-

трубки: R = 5 nm, линейная концентрация электро-

нов NL = 28.1 · 109 m−1, ε = 1.514meV, энергия Ферми

EF = 0.214 eV в свободном случае, когда магнитный

поток 8 = 0, ~
2/mg = 0.231. В этом случае условие (11)

выполняется, электроны наряду с продольным движени-

ем совершают и вращательное движение, а максималь-

ное значение азимутального квантового числа n = 11,

т. е. электроны заполняют достаточно большое число

подзон энергии поперечного движения.

Следует отметить, что при выбранных параметрах

нанотрубки численный расчет на основе уравнения (9)
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Рис. 3. Зависимость от магнитного поля разности термодина-

мических потенциалов сверхпроводящей и нормальной фаз.

Рис. 4. Зависимость разности намагниченностей сверхпрово-

дящей и нормальной фаз от магнитного поля.

и расчет, проведенный на основе асимптотической фор-

мулы (12), дают практически одинаковые результаты.

На рис. 2 представлена зависимость ширины энергети-

ческой щели от температуры при различных значениях

параметра Ааронова−Бома, полученная в результате

численного расчета на основе уравнения (9).
На рис. 3 и 4, построенных в единицах СИ, в

случае нулевой температуры показаны соответственно

зависимости разности термодинамических потенциалов

и намагниченностей сверхпроводящей и нормальной фаз

от магнитного поля. Численный расчет для указанных

величин также находится в удовлетворительном согла-

сии с формулами (25), (26), полученными в квазиклас-

сическом приближении (11).
Обратимся далее к свободному случаю, когда магнит-

ное поле выключено. Используя формулу

1 + 2

∞
∑

k=1

J0(kx) =
1

2
+ 2

m
∑

n=1

1√
x2 − 4π2n2

, (51)

где 2πm < x < 2π(n + 1), x = 2πRpF, для зависимости

критической температуры от радиуса трубки и энергии

Ферми получаем следующую формулу:

Tc(R, pF) =
γ

π
ω exp









− 4π

mg
[

1
x + 2

m
∑

n=1

1√
x2−4π2n2

]









,

(52)
где n — номер зоны поперечного движения электронов.

Если выполнены условия

2
8

80

< 1,
1

2
πNLR < 1, (53)

то электроны находятся в состоянии с нулевым ор-

битальным моментом импульса и движутся только в

продольном направлении. Такая ситуация физически

соответствует 1D-сверхпроводнику с критической тем-

пературой

Tc =
2γ

π
ω exp

[−4π~RpF

mg

]

, (54)

где pF = πNL
2

. Для углеродных нанотрубок в работе [18]
приведены результаты численного расчета зависимости

Tc = Tc(R) при постоянной поверхностной концентра-

ции электронов, которые качественно имеют такой же

экспоненциально убывающий характер с увеличением

радиуса трубки, как и в формуле (54).
Наряду с осцилляциями Ааронова−Бома−Литтла−

Паркса критическая температура при изменении па-

раметра
(EF

ε

)1/2
= pFR испытывает осцилляции типа

осцилляций де Гааза−ван Альфена, которые связаны с

квантованием энергии поперечного движения электрона

и корневыми особенностями плотности энергетических

состояний на цилиндрической поверхности [36]. На-

конец, формула БКШ для критической температуры

плоского 2D-сверхпроводника имеет вид [4,36]

Tc =
2ωγ

π
exp

[

−2π~
2

gm

]

. (55)

Этот результат следует из формулы (52) в предельном

случае R → ∞, Ns = const, если заменить суммирование

по параметру интегрированием в пределах от − x
2π

до + x
2π

.
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Yu.B. Gorbatov, V.T. Volkov, L. Vaccarini, H. Bouchiat. Phys.

Rev. Lett. 86, 2416 (2001).
[13] Z.K. Tang. Science 284, 2462 (2001); I. Takesue. Phys. Rev.

Lett. 96, 570 001 (2006).
[14] Y. Aharonov, D. Bohm. Phys. Rev. 115, 485 (1959).
[15] W.A. Little, R.D. Parks. Phys. Rev. Lett. 9, 9 (1962).
[16] П.А. Эминов, Ю.И. Сезонов. ЖЭТФ 134, 772 (2008).
[17] M. Ferrier, F. Ladieu, M. Ocio, B. Sacépé, T. Vaugien,
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