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Выполнен расчет магнитосопротивления полупроводниковой сверхрешетки в магнитном поле, направ-

ленном поперек оси сверхрешетки, при рассеянии носителей тока на ионах примеси. Показано, что знак

поперечного магнитосопротивления существенно зависит от степени заполнения зоны, величины магнитного

поля и соотношения между радиусом экранирования, радиусом циклотронной орбиты и постоянной сверх-

решетки. В параллельном магнитном поле поперечное магнитосопротивление двумерного электронного газа

положительно в сильном и отрицательно в слабом поле. Поперечное магнитосопротивление квазидвумерного

электронного газа меняет свой знак из-за наличия в мини-зоне области с отрицательной эффективной

массой.

1. Введение

Магнитотранспорт в полупроводниковых сверхрешет-

ках активно исследуется последние несколько десяти-

летий и к настоящему времени достаточно подробно

изучен теоретически и экспериментально, что отражено

в обзоре [1]. В зависимости от ориентации и величины

внешнего магнитного поля относительно плоскости слоя

и направления тока, а также размерности электронного

газа в этих системах наблюдаются ряд своеобразных

эффектов. Среди них ориентационный эффект [2,3] и гео-

метрический резонанс [4], а также положительное [5,6]
и отрицательное [7–11] магнитосопротивление (МС) и

его осцилляции [3,4]. МС изучалось как в перпендику-

лярном, так и параллельном плоскости слоя магнитном

поле. Экспериментально отрицательное магнитосопро-

тивление было обнаружено в [9,11], а положительное

в [5,12]. В [3] были обнаружены осцилляции магни-

тосопротивления в классических магнитных полях в

зависимости от угла между магнитным полем, током и

плоскостью слоя. Положительное МС для малых элек-

тронных плотностей и отрицательное МС для больших

электронных плотностей при рассеянии на примесях

было предсказано в [13]. Этот эффект экспериментально

подтверждается на инверсионных слоях кремния [14].
В перечисленных выше работах в основном рассматри-

вался квазидвумерный электронный газ при различных

механизмах рассеяния.

Как известно, в низкоразмерных структурах вплоть

до температур порядка 77K доминирует фононное рас-

сеяние, а при гелиевых температурах — кулоновское.

Теория электрон-фононного рассеяния в низкоразмер-

ных электронных системах и связанные с ним кинетиче-

ские эффекты к настоящему времени довольно хорошо

изучены, в то время как из-за сложности рассеяния
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носителей тока на ионах примеси явления переноса в

таких системах недостаточно изучены.

В данной работе теоретически исследуется попереч-

ное магнитосопротивление как в квазидвумерных, так

и квазитрехмерных электронных системах с косинусои-

дальным законом дисперсии в наименее изученном слу-

чае, когда ток и перпендикулярное ему магнитное поле

находятся в плоскости слоя при анизотропном рассея-

нии носителей тока на ионах примеси. Предполагается,

что электронный газ вырожден. Динамика электронов в

присутствии электрического и магнитного поля в значи-

тельной степени определяется топологией поверхности

Ферми, которая для квазидвумерного электронного газа

имеет вид слабо гофрированного цилиндра. Для такой

ферми-поверхности характерно наличие в мини-зоне

областей как с положительной, так и отрицательной (в
зависимости от кривизны поверхности Ферми) эффек-

тивной массой. Это обстоятельство приводит к таким

квазиклассическим (в рамках кинетического уравнения

Больцмана) явлениям, как немонотонное поведение по-

перечного МС, а также отрицательное и положительное

поперечное МС при рассеянии носителей тока на ионах

примеси, зависящим от соотношений между постоянной

сверхрешетки, радиусом экранирования, радиусом или

шириной циклотронной орбиты и степени заполнения

зоны (концентрации носителей тока).

2. Время релаксации
при рассеянии на ионах
примеси в квазидвумерных
электронных системах

Искусственные полупроводниковые сверхрешетки

обычно изготовляются из двух слоев полупроводни-

кового материала с различной запрещенной зоной
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и могут рассматриваться как периодическая система

квантовых ям, разделенных барьерами. При этом

волновые функции перекрываются. Движение электрона

в направлении, перпендикулярном слоям, описывается

приближением сильной связи. Для широких барьеров

туннелирование является слабым возмущением, и

энергетический спектр будет косинусоидальным [15].
В данной работе рассматривается электронный газ с

косинусоидальным законом дисперсии вида

ε(k) =
~
2k2

⊥

2m⊥
+ ε0(1− cos akz ), (1)

который хорошо описывает слоистые соединения, вклю-

чающие, в частности, GaSe и TaSe2 и их аналоги, и

сверхрешетки. Здесь k2
⊥ = k2

x + k2
y , k⊥ и kz — попе-

речная и продольная компоненты волнового вектора

соответственно, ε0 — полуширина мини-зоны прово-

димости; a — постоянная решетки в направлении,

перпендикулярном плоскости слоя; m⊥ — эффективная

масса электронов проводимости в плоскости слоя.

Для закона дисперсии (1) плотность состояний имеет

вид

g(ε) =
m⊥

π2~2a
Z, (2)

где

Z =











π при ε > 2ε0

arccos

(

1−
ε

ε0

)

при ε < 2ε0











. (3)

Из выражения (3) видно, что плотность состояний

имеет ступенчатый характер. При ε ≫ 2ε0 плотность

состояний не зависит от энергии и g = const, что ха-

рактерно для систем с квазидвумерным энергетическим

спектром.
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Рис. 1. Зависимость радиуса экранирования от положения

уровня Ферми для сверхрешеток GaAs/AlGaAs с шириной

мини-зоны, равной 25мэВ. На вставке — зависимость радиуса

экранирования от степени заполнения мини-зоны в пределах

одной мини-зоны.

В области низких температур рассеяние носителей

тока на ионах примеси является одним из основных ме-

ханизмов рассеяния. В случае сверхрешеток и слоистых

кристаллов, в которых помимо поперечного есть также

и продольный перенос, необходимо определить попереч-

ное и продольное время релаксации и их дисперсию. Для

ионов примеси эта задача решалась в [16,17].
Для слоистых кристаллов и сверхрешеток, у кото-

рых эффективная масса электронов проводимости вдоль

слоя намного меньше эффективной массы поперек его,

удается получить компактные аналитические выражения

для времени релаксации. При слабой экранировке ку-

лоновского потенциала примесных ионов (kr0 ≫ 1) для

компонент обратного времени релаксации имеем [17]

1

τ⊥
=

1

τ0

ln(4kz r0)
(2k⊥r0)3

, (4)

1

τ‖
=

1

τ0

1

4k⊥kz r20
. (5)

Здесь τ0 =
(m⊥χ)1/2

8πNi ea3/2 , где Ni — концентрация примеси,

χ — диэлектрическая проницаемость кристалла, e —

величина заряда электрона, r0 — радиус экранирования,

который для квазидвумерного электронного газа опреде-

ляется формулой

r−2
0 =

(

4πe2

χ

)

m⊥Z(ζF)

π2~2a
=

4πe2n
χε0

, (6)

где n — концентрация квазидвумерного электронного

газа, ζF — уровень Ферми. Из (6) следует, что в

квазидвумерном случае радиус экранирования не зави-

сит от концентрации, так как Z = const [18]. В случае

вырожденного электронного газа и низких температур

при переходе к вышележащей мини-зоне значение кон-

центрации будет меняться скачком, что и вызывает

осцилляции радиуса экранирования (рис. 1).
В свою очередь ступенчатое поведение радиуса экра-

нирования может вызвать резкое изменение других

физических характеристик. Ступенчатый характер ра-

диуса экранирования связан с поведением плотности

состояний и по мере заполнения вышележащих мини-

зон радиус экранирования уменьшается (рис. 1).
Используя энергетический спектр (1) и выражения

для обратного времени релаксации (4) и (5) при рас-

сеянии на ионах примеси, вычислим поперечное маг-

нитосопротивление. При расчете кинетических коэффи-

циентов наряду с внутризонными переходами нужно

учитывать и межзонные. Однако мы ограничимся слу-

чаем, когда заполнена лишь одна зона. Если рассеяние

упругое, что и предполагается, то межзонные процессы

несущественны.

3. Поперечное магнитосопротивление
при рассеянии на слабо
экранированных ионах примеси

В случае, когда ε0 ≫ ~/τ (где τ — время ре-

лаксации), при вычислении гальваномагнитных коэф-
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фициентов можно использовать уравнение Больцмана

в τ -приближении (полуклассический случай). Общее

решение кинетического уравнения в τ -приближении в

неквантующем магнитном поле B (~� < k0T ) приведено
в [19].

Поскольку законы дисперсии носителей, движущихся

в плоскости слоя и перпендикулярно ему, качествен-

но различны, то характер движения носителей тока

вдоль направления оси z и перпендикулярно к ней

(в плоскости xy) резко различаются и направление

магнитного поля существенно влияет на поведение элек-

тронной системы. Здесь рассмотрим случай магнитно-

го поля параллельного плоскости слоя в направлении

оси y , B = By = B‖, электрическое поле перпендику-

лярно магнитному полю и направлено вдоль оси x ,
E = Ex . Эта геометрия задачи представляется наиболее

интересной, так как наблюдается сильное изменение

траектории электрона в направлении оси сверхрешет-

ки, где постоянная решетки больше, чем в плоскости

слоя.

Далее перейдем к вычислению поперечного магнито-

сопротивления, которое определяется формулой

1ρ⊥(B)

ρ⊥(0)
=

ρ⊥(B)

ρ⊥(0)
− 1,

где ρ⊥(0) = m⊥/(e2nτ0), ρ⊥(B) — удельное сопротивле-

ние в магнитном поле, которое определяется формулой

ρ⊥(B‖) =
σz z

σxxσz z + σxzσz x
. (7)

Здесь σik — компоненты гальваномагнитного тензора,

которые имеют вид:

σxx = e2n0

〈

τ⊥

1 + ν⊥ν‖

〉

, σxy = e2n0

〈

τ⊥ν‖

1 + ν⊥ν‖

〉

, (8)

σz z = e2n0

〈

〈

τz

1 + ν⊥ν‖

〉

〉

, σz x = e2n0

〈

〈

τzν⊥

1 + ν⊥ν‖

〉

〉

,

(9)

где ν‖ = eBτ‖/m‖, ν⊥ = eBτ⊥/m⊥, n0 = m⊥ε0/(π~
2a), а

угловые скобки 〈. . .〉 и
〈

〈. . .〉
〉

означают

〈A〉 =
m⊥

π2~2an0

z 0
∫

0

∞
∫

0

(

−
∂ f 0

∂ε⊥

)

Aε⊥dε⊥dZ,

〈

〈A〉
〉

=
m⊥

m‖0

ε0

π2~2an0

z 0
∫

0

∞
∫

0

(

−
∂ f 0
∂ε⊥

)

A(ε⊥Z) sin2 Zdε⊥dZ.

Здесь m−1
‖0 = ε0a2/~2, f 0(k) — равновесная функция

распределения.

Учитывая формулы (8) и (9) в (7), для удельного

сопротивления в продольном магнитном поле получим

ρ⊥(B‖)

ρ⊥(0)
=

Z0
∫

0

X5/2(Z)

ln
(

4
r0
a Z

) dZ
Z0
∫

0

X1/2(Z)Z sin2 ZdZ
Y(Z)

Z0
∫

0

X5/2(Z)dZ

Y (Z) ln
(

4
r0
a Z

)

Z0
∫

0

X1/2(Z)Z sin2 ZdZ
Y (Z) +

+ ν‖0ν⊥0

Z0
∫

0

X3(Z)Z cos ZdZ

Y (Z) ln
(

4
r0
a Z

)

Z0
∫

0

X2(Z)Z sin2 ZdZ

Y(Z) ln
(

4
r0
a Z

)

,

(10)
где

Y (Z) = 1 + ν‖0ν⊥0

(cos Z − cos Z0)
2Z cos Z

ln(4r0Z/a)
,

X(Z) = cosZ − cos Z0ν‖0 = (eB/m‖0)τ‖0,

ν⊥0 = (eB/m⊥)τ⊥0.

На основе численного расчета по формуле (10) по-

строена зависимость ρ⊥(B‖)/ρ⊥(0) от степени запол-

нения мини-зоны при различных значениях магнитного
поля (рис. 2) и отношения радиуса экранирования к по-

стоянной сверхрешетки (рис. 3). В углах рисунков при-

ведены формы Ферми поверхности для квазидвумерного

(ζF > 2ε0) и квазитрехмерного (ζF < 2ε0) электронного

газа.

По мере заполнения мини-зоны радиус экранирования

уменьшается (см. рис. 1), увеличивается рассеяние на

большие углы, и сопротивление растет в магнитном по-

ле — положительное поперечное МС (см. рис. 2). Сле-
дует отметить, что магнитосопротивение немонотонно

зависит от соотношения между радиусом экранирования

и постоянной решетки и при определенном соотношении

имеет особенность (рис. 3). В квазидвумерном случае
радиус экранирования не зависит от концентрации и

знак магнитосопротивления определяется соотношени-

ем между постоянной сверхрешетки и радиусом цик-
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Рис. 2. Зависимость ρ⊥(B‖)/ρ⊥(0) от степени заполнения

зоны при различных значениях магнитного поля. a — ν‖ = 5,

b — ν‖ = 1, c — ν‖ = 0.5 при r0/a = 5.
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лотронной орбиты и при совпадении этих значений

наблюдается немонотонное поведение поперечного МС.

В квазитрехмерном случае особенности в поведении

поперечного МС, по-видимому, связаны с тем, что ради-

ус экранирования является функцией заполнения мини-

зоны. Отметим, что существенные изменения в магнито-

сопротивлении имеют место в сильном неквантующем

магнитном поле, в слабом — они незначительны.

Из приведенных графиков следует, что в случае ква-

зидвумерного электронного газа в сильном, но некван-

тующем магнитном поле поперечное МС положительно

(рис. 4). В случае квазитрехмерного электронного газа

поперечное МС может быть как положительным, так и

0 2 6

r
r

^
^

(
)/

(0
)

B
II

0.8

0.9

1

1.1

1.2

r0 /a
4

a

b

c

Рис. 3. Зависимость ρ⊥(B‖)/ρ⊥(0) от отношения радиуса

экранирования к постоянной сверхрешетки r0/a при малой

степени заполнения зоны — Z0 = π/4, a — в сильном ν‖ = 4,

b — в промежуточном ν‖ = 1 и c — в слабом ν‖ = 0.4

магнитном поле.
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Рис. 4. Зависимость ρ⊥(B‖)/ρ⊥(0) от двух параметров: ве-

личины магнитного поля ν‖ = eBτ‖/m‖ и отношения радиуса

экранирования к постоянной сверхрешетки r0/a в случае

квазидвумерного электронного газа (ζF > 2ε0).
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Рис. 5. Зависимость ρ⊥(B‖)/ρ⊥(0) от двух параметров: ве-

личины магнитного поля ν‖ = eBτ‖/m‖ и отношения радиуса

экранирования к постоянной сверхрешетки r0/a в случае

квазитрехмерного электронного газа (ζF < 2ε0).

отрицательным (рис. 5). При определенном соотноше-

нии между r0/a , при малых степенях заполнения зоны

поперечное МС даже в классически сильном магнитном

поле может стать слабо отрицательным (рис. 5).
В промежуточных магнитных полях �τ ≥ 1 попереч-

ное МС может менять знак в случае, когда степень

заполнения мини-зоны Z0 равна π/2.

Это связано с топологией поверхности Ферми в

сверхрешетке (гофрированный цилиндр). Если уровень

Ферми попадает в область мини-зоны с kz в интер-

вале π/2a ≤ kz < π/a , его эффективная масса отрица-

тельна.

Подобное поведение МС объясняется механизмом

неодинакового рассеяния двух групп электронов, отли-

чающихся ориентацией вращения электрона по цикло-

тронным орбитам в магнитном поле из-за наличия в зоне

проводимости области с отрицательной эффективной

массой.

Логарифмическая сингулярность, появляющаяся при

вычислении времени релаксации при рассеянии на ионах

примеси, приводит к осцилляции электронной плотно-

сти, что в свою очередь приводит к знакопеременным

осцилляциям поперечного МС в зависимости от отно-

шения радиуса экранирования к постоянной решетки

(рис. 4, 5). Исходя из формулы (10) приведем выражения

для поперечного МС в слабом (11) и сильном (12)
неквантующем магнитном поле как для квазидвумерно-

го, так и квазитрехмерного электронного газа соответ-

ственно

ρ⊥(B‖) = ρ(0)

{

1 +
ν⊥0ν‖0

ln(2r0Z0/a)

×

[

I1;1.9/2(I1;0.1/2 − I1;2.1/2) − I1;1.3(I1;0.2 − I1;2.2)
I0;0.5/2(I1;0.1/2 − I1;2.1/2)

]}

,

(11)
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ρ⊥(B‖) = ρ(0)
I0;0.5/2(I0,−1.−3/2 − I0;1.−3/2)

I0;0.1(I0;−1.0 − I0;1.0)

×

[

1−
ln(2r0Z0/a)

ν⊥0ν‖0

I−1;−1.1/2(I0;−1.−3/2 − I0;1.−3/2)

I0;0.1(I0;−1.0 − I0;1.0)

]

,

(12)

где Ikem =
Z0
∫

0

Zk cosl Z(cos Z − cosZ0)
mdZ.

На основе формул (11) и (12) были построены зави-

симости поперечного МС как в сильном (рис. 6), так и в

слабом (рис. 7) магнитном поле от степени заполнения

зоны.

В сильном магнитном поле процессы рассеяния несу-

щественны и МС положительно, в то время как в слабом

магнитном поле они играют важную роль, поэтому МС в

слабом магнитном поле немонотонно зависит от степени

заполнения зоны. При рассеянии же на фононах, как
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r
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)/
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Рис. 6. Зависимость ρ⊥(B‖)/ρ⊥(0) от степени заполнения

зоны в сильном магнитном поле при r0/a = 4.
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Рис. 7. Зависимость ρ⊥(B‖)/ρ⊥(0) от степени заполнения

зоны в слабом магнитном поле при r0/a = 4.

следует из [19], при малых степенях заполнения зоны

поперечное МС положительно, в отличие от рассеяния

на ионах примеси.

Значение Z0, при котором поперечное МС меняет

знак порядка π/2. При kz = π/2a эффективная масса

электрона меняется с положительной на отрицательную,

так как m−1
‖ = ε0a2 cos akz/~

2.

Наличие отрицательного поперечного МС в сравни-

тельно сильных магнитных полях связано с геометриче-

ским эффектом электронных орбит. Условия геометри-

ческого резонанса обсуждаются в работах [4].

4. Заключение

Наличие конечного магнитосопротивления даже при

полном вырождении электронного газа является инте-

ресной особенностью. Эта особенность связана с суще-

ствованием групп электронов с разными τ /m, которые

в магнитном поле отклоняются на разные углы (из-за
анизотропии времени релаксации и эффективной массы).
Показано, что знак поперечного магнитосопротивле-

ния существенно зависит от степени заполнения зоны,

величины магнитного поля и соотношения между ради-

усом экранирования и постоянной сверхрешетки.

В параллельном плоскости слоя магнитном поле по-

перечное МС квазидвумерного электронного газа по-

ложительно в сильном и отрицательно в слабом поле.

Особенно следует отметить поведение электронного

газа в области Z0 ≈ π/2. Поперечное МС квазитрехмер-

ного электронного газа меняет свой знак из-за нали-

чия в мини-зоне области с отрицательной эффективной

массой. Инверсия знака поперечного МС имеет место

также, когда радиус циклотронной орбиты становится

порядка постоянной сверхрешетки (R ∝ a).
Поперечное МС также существенно зависит от соот-

ношения между радиусом экранирования r0 и постоян-

ной сверхрешетки a . При r0/a < 1 (r0 ∝ 1/n1/2) сопро-

тивление уменьшается, в то время как при r0/a > 1

сопротивление увеличивается с ростом Z0, т. е. для

больших плотностей электронного газа поперечное МС

отрицательно, а для малых — положительно.
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Abstract In the present work the transverse magnetoresistance

in a semiconductor superlattices is calculated when the charge

carriers are scattered by impurity ions and a magnetic field is

perpendicular to the superlattice axis. It is shown, that the

sign of magnetoresistance essentially depends on the miniband

filling factor, magnetic field’s value and the relation between

screening radius, cyclotron radius and a lattice constant in the

direction perpendicular to layers. It is noted, that the transverse

magnetoresistance of two-dimensional electron gas in parallel

magnetic field is positive for the strong fields and negative for the

weak fields. The transverse magnetoresistance of the quasi-two-

dimensional electron gas can change its sign because of presence

of the negative effective mass region in the mini-band.
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