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Предложено гистерезисное уравнение состояния поликристаллических твердых тел с насыщением

нелинейных потерь. Проведены теоретическое и численное исследования эффектов амплитудно-зависимого

внутреннего трения и генерации высших гармоник, возникающих при распространении гармонических

акустических волн в стержнях из таких материалов.

Введение

Амплитудно-зависимое внутреннее трение (АЗВТ),
обусловленное движением одномерных дефектов кри-

сталлических твердых тел — дислокаций, известно уже

более 70 лет [1–11]. Изучение этого явления направлено

на исследование дислокационной структуры твердых

тел, определение плотности дислокаций, характера их

взаимодействия с точечными дефектами — вакансия-

ми, внедренными и примесными атомами и т. д. Для

описания эффектов АЗВТ на основе струнной моде-

ли дислокации Келера [11], Гранато и Люкке была

создана дислокационная теория амплитудно-зависимого

поглощения [3,4]. В этой теории уравнение состояния

поликристалла σ = σ (ε, sign ε̇), где σ — напряжение,

ε — деформация, описывается гистерезисной функци-

ей: площадь петли гистерезиса определяет амплитудно-

зависимые (нелинейные) потери, а среднее (по пери-

оду циклической деформации) значение производной

〈σ ′
ε (0, sign ε̇) − σ ′

ε (εm, sign ε̇)〉 — дефект модуля упруго-

сти (εm — амплитуда деформации). В теории Гранато–
Люкке гистерезис в зависимости σ = σ (ε, sign ε̇) связы-

вается с последовательным и лавинообразным отрывом

дислокаций от внутренних точек закрепления (примес-
ных атомов) при нагрузке и последующим одновремен-

ным их закреплением (на них же) при разгрузке, при

этом нагрузочные ветви кривой σ = σ (ε, sign ε̇) нели-

нейны, а разгрузочные — линейны. В диапазоне упру-

гих деформаций (εm < Ŵ = const) теория Гранато–Люкке
предсказывает монотонно растущие, пропорционально

(Ŵ/εm) exp(−Ŵ/εm) зависимости нелинейных потерь и

дефекта модуля упругости от амплитуды εm, что, вообще

говоря, наблюдается не для всех поликристаллических

твердых тел. Так, например, в меди наблюдались ли-

нейная [12], квадратичная [13] и экспоненциальная [14]
зависимости нелинейных потерь от амплитуды дефор-

мации εm, что связано с большой чувствительностью

АЗВТ к малому изменению концентрации примесей

и плотности дислокаций [4–7]. Предложенная позднее

несколько видоизмененная теория поглощения [15] пред-
полагает, что движение дислокаций ограничивается не

только их линейным натяжением, но и полем упру-

гих напряжений соседних примесных атомов. Такое

ограничение приводит вначале к линейной зависимо-

сти нелинейных потерь от амплитуды εm, а затем к

их насыщению, при этом разгрузочные ветви кривой

σ = σ (ε, sign ε̇) так же, как и нагрузочные, становятся

нелинейными. Линейные зависимости гистерезисных по-

терь от амплитуды εm и их насыщение наблюдались в

поликристаллических образцах отожженной меди [16]
и цинке [17,18], при этом дефект модуля упругости

был пропорционален εn
m, где для меди n = 1; 1/2, а

для цинка n = 1. Насыщение гистерезисных потерь на-

блюдалось также в монокристалле меди [5] и в свин-

це [19], при этом в свинце дефект модуля упругости

был пропорционален ε2m вначале и ε1/2m на стадии насы-

щения.

При распространении в поликристалле интенсивной

гармонической акустической волны, гистерезисная нели-

нейность кроме эффектов АЗВТ приводит также к

генерации высших гармоник [20]. Поведение гармоник

при гистерезисной зависимости σ = σ (ε, sign ε̇) каче-

ственно отличается от поведения гармоник при гладкой

зависимости σ = σ (ε), определяемой пятиконстантной

теорией упругости [21] и описывающей деформирование

однородных твердых тел и тех же поликристаллов, но

при малых напряжениях, недостаточных для отрыва

дислокаций от примесных атомов. Гистерезисная зави-

симость σ = σ (ε, sign ε̇), следующая из теории Гранато–
Люкке, не всегда правильно описывает наблюдающиеся

в эксперименте с поликристаллами амплитудные зависи-

мости эффектов АЗВТ и генерации гармоник, в видоиз-

мененной же теории [15] аналитического выражения для

гистерезисной зависимости σ = σ (ε, sign ε̇) не получено.
Заметим, однако, что именно уравнение состояния наи-

более полно характеризует нелинейные свойства среды,

поскольку именно уравнение состояния позволяет в пол-

ной мере исследовать нелинейные волновые процессы

и описать не только эффекты АЗВТ — нелинейные

потери и дефект модуля упругости, но и любые другие

характеристики этих процессов. В связи с этим важно
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также отметить, что для каждого конкретного матери-

ала гистерезисную зависимость σ = σ (ε, sign ε̇) можно

реконструировать на основе анализа экспериментально

установленных для него амплитудных зависимостей эф-

фектов АЗВТ и генерации высших гармоник (обрат-

ная задача), что дает возможность решать и прямую

задачу о нелинейном распространении волн в таком

материале.

В настоящей работе предложено феноменологическое

гистерезисное уравнение состояния поликристалличе-

ских твердых тел с насыщением амплитудно-зависимых

потерь и проведено теоретическое исследование нели-

нейных процессов, возникающих при распространении

акустических волн в стержнях из таких материалов.

Уравнение состояния
поликристалла с насыщением
гистерезисных потерь

Уравнение состояния поликристалла, аналогичное ги-

стерезисному уравнению Гранато−Люкке [3,4], но учи-

тывающее насыщение нелинейных потерь и нелиней-

ность ветвей разгрузки [15], можно представить в виде

σ (ε, sign ε̇) = E
[

ε − f i(ε, sign ε̇)
]

, (1)

f i(ε, sign ε̇) =
1

2(1 + γ0|ε|)

×































γ1ε
2, ε > 0, ε̇ > 0, i = 1,

−γ2ε2 + (γ1 + γ2)εmε, ε > 0, ε̇ < 0, i = 2,

−γ3ε2, ε < 0, ε̇ < 0, i = 3,

γ4ε
2 + (γ3 + γ4)εmε, ε < 0, ε̇ > 0, i = 4,

(2)

где E — модуль упругости, f i(ε, sign ε̇) — гистерезисная

функция, ее индексы i соответствуют номеру ветви

гистерезиса, | f i(ε, sign ε̇)| ≪ |ε|, | f ′
iε(ε, sign ε̇)| ≪ 1, γ0 и

γ1−4 — безразмерные параметры, γ0 ≥ 0, γ1 + γ2 ≥ 0,

γ3 + γ4 ≥ 0, |γiεm| ≪ 1.

Отличие гистерезисного уравнения (2) от предложен-

ного в работе [20] заключается в наличии множителя

(1 + γ0|ε|)−1, ответственного за ограничение движения

дислокаций и насыщение нелинейных потерь; этот мно-

житель, однако, существенно влияет и на дефект модуля

упругости, и на генерацию высших гармоник. Форма

гистерезиса (2) изображена на рис. 1, из которого

видно, что с ростом параметра γ0 форма гистерезиса

изменяется, а его площадь и средний наклон уменьша-

ются. Из уравнения (2) можно получить выражение для
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Рис. 1. Качественный вид гистерезисной функции f i(ε, sign ε̇)
при εm = 10−4 и различных параметрах γ0 : 1 — 0, 2 — 104,

3 — 105, 4 — 106 .

амплитудно-зависимого декремента

δh(εm) =
1

ε2m

[ εm
∫

0

[

f 2(ε, sign ε̇) − f 1(ε, sign ε̇)
]

dε

+

−εm
∫

0

[

f 4(ε, sign ε̇) − f 3(ε, sign ε̇)
]

dε

]

=
γ1 + γ2 + γ3 + γ4

2γ20 εm

×
[

1 +
γ0εm

2
− 1 + γ0εm

γ0εm
ln(1 + γ0εm)

]

> 0.

(3)

Из этого выражения следует, что при γ0εm ≪ 1,

δh(εm) = (γ1 + γ2 + γ3 + γ4)εm/12 ∝ εm, а при γ0εm ≫ 1

δh(εm) = (γ1 + γ2 + γ3 + γ4)/4γ0 = const, что, действи-

тельно, соответствует результатам работ [5,15–19].

Эффекты АЗВТ и генерация высших
гармоник при распространении
гармонической волны

Здесь мы учтем линейную дисперсию фазовой скоро-

сти, что соответствует распространению акустических

волн в стержне радиуса R. Подставляя уравнение (1)

в уравнение движения [21] ρUtt = σx (ε, sign ε̇), U —

смещение, и учитывая геометрическую дисперсию фа-

зовой скорости в стержне [22,23], получим одномер-

ное волновое уравнение для продольной деформации
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ε(x , t) = Ux (x , t):

εtt −C2
0εxx = −C2

0

[

f i(ε, sign ε̇)
]

xx
+ ν2r20[εtt −C2

t εxx ]xx ,

(4)
где C0 = (E/ρ)1/2 — скорость низкочастотной продоль-

ной волны, Ct — скорость сдвиговой волны, ρ —

плотность, ν — коэффициент Пуассона, r0 = R/
√
2.

Граничное условие зададим в виде ε(x = 0, t) =
= ε0 sinωt . Подставляя в линеаризованное уравнение (4)
ε(x , t) ∝ exp[i(ωt − k(ω)x)] получаем дисперсионное со-

отношение и выражение для фазовой скорости низкоча-

стотных продольных волн в стержне C(ω):

k(ω) = ±
[

ω

C0

+ βω3

]

, C(ω) = C0[1− βC0ω
2], (5)

где

β = (ν2r20/2C3
0)[1− (Ct/C0)

2] = ν2R2/8(1 − ν)C3
0,

βC0ω
2 ≪ 1.

Геометрическая (линейная) дисперсия фазовой скоро-

сти акустических волн не влияет на эффекты АЗВТ —

декремент затухания и дефект модуля упругости, но

уменьшает эффективность генерации высших гармоник

в гистерезисной среде. Решение уравнения (4) будем

искать методом возмущений, полагая, что

ε(x , θ) =

∞
∑

n=1

en(x , θ) =

∞
∑

n=1

εn(x) sin[nθ + ψn(x)], (6)

где θ = ωτ + 8(x), τ = t − x/C0, εn(x), 8(x) и ψn(x) —

медленно меняющиеся функции координаты x , ψ1 = 0,
∣

∣

∞
∑

n=2

en(x , θ)
∣

∣ ≪ |e1(x , θ)|, εm(x) ∼= ε1(x). Конечно, в об-

щем случае амплитуды εn(x) и фазы 8(x), ψn(x) гар-

моник нелинейной волны ε(x , θ) зависят не только от

координаты x , но и от начальной амплитуды ε0.

Подставляя разложение (6) в уравнение (5) и остав-

ляя в правой части этого уравнения слагаемое только на

основной частоте, получим

∞
∑

n=1

[

dεn

dx
sin[nθ + ψn] + εn

(

n
d8
dx

+
dψn

dx

)

cos[nθ + ψn]

]

= − 1

2C0

d
dτ

{

f i(e1, sign ė1)
}

−βω3

∞
∑

n=1

n3εn cos[nθ + ψn].

(7)
Разложим нелинейную функцию f i(e1, sign ė1) в уравне-

нии (7) в ряд Фурье

f i(e1, sign ė1) =
a0

2
+

∞
∑

n=1

an(ε1) cos nθ + bn(ε1) sin nθ,

где

an(ε1) =
1

π

2π
∫

0

f i(e1, sign ė1) cos nθdθ,

bn(ε1) =
1

π

2π
∫

0

f i(e1, sign ė1) sin nθdθ.

Выделяя в уравнении (7) слагаемые с одинаковыми

частотами, получаем уравнения для амплитуд ε1(x),
εn≥2(x) и фаз 8(x), ψn≥2(x)

dεn

dx
cosψn − εn

(

n
d8
dx

+
dψn

dx
+βω3n3

)

sinψn =
an(ε1)nω

2C0

,

(8)
dεn

dx
sinψn + εn

(

n
d8
dx

+
dψn

dx
+βω3n3

)

cosψn = −bn(ε1)nω
2C0

.

(9)
Для амплитуд и фаз первых трех гармоник уравне-

ния (8), (9) имеют следующий вид:

dε1
dz

= − 1

2γ20

[

1 +
γ0ε1

2
− (1 + γ0ε1) ln(1 + γ0ε1)

γ0ε1

]

, (10)

d8
dz

=
1

2γ20 ε1

[

π

2
− γ0ε1 −

ln
[

γ0ε1 +
√

γ20ε
2
1 − 1

]

√

(γ0ε1)2 − 1

]

×
[

1− b
γ0ε1

]

− πb
8γ0

− m, (11)

dε2
dz

cosψ2 − ε2

(

2
d8
dz

+
dψ2

dz
+ 8m

)

sinψ2

= − 1

3γ20

{

cγ0ε1 − 6

[

d − c
γ0ε1

][

1− π

2γ0ε1

+
2− (γ0ε1)

2

2γ0ε1

ln
[

γ0ε1 +
√

(γ0ε1)2 − 1
]

√

(γ0ε1)2 − 1

]}

, (12)

dε2
dz

sinψ2 + ε2

(

2
d8
dz

+
dψ2

dz
+ 8m

)

cosψ2

=
2d

γ20

[

γ0ε1

6
− 1

2
− 1

γ0ε1
+

(1 + γ0ε1) ln(1 + γ0ε1)

(γ0ε1)2

]

,

(13)
dε3
dz

cosψ3 − ε3

(

3
d8
dz

+
dψ3

dz
+ 27m

)

sinψ3

= − 3

γ20

[

γ0ε1

12
+

5

6
− 1

γ0ε1
− 2

(γ0ε1)2

− [(γ0ε1)
2 − 4](1 + γ0ε1) ln(1 + γ0ε1)

2(γ0ε1)3

]

, (14)

dε3
dz

sinψ3 + ε3

(

3
d8
dz

+
dψ3

dz
+ 27m

)

cosψ3

=
3

γ20

[

1− b
γ0ε1

][

[4− 3(γ0ε1)
2] ln[γ0ε1 +

√

(γ0ε1)2 − 1]

2(γ0ε1)2
√

(γ0ε1)2 − 1

− π

(γ0ε1)2
+

2

(γ0ε1)
+
π

4
− γ0ε1

6

]

,

(15)
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где

z = aωx/C0, a =
γ1 + γ2 + γ3 + γ4

2π
,

b =
γ1 − γ2 + γ3 − γ4

γ1 + γ2 + γ3 + γ4
, c =

γ1 − γ2 − γ3 + γ4

γ1 + γ2 + γ3 + γ4
,

d =
γ1 + γ2 − γ3 − γ4

γ1 + γ2 + γ3 + γ4
, m =

βC0ω
2

a
.

Из уравнений (10), (11) можно определить

локальные амплитудно-зависимые декремент

затухания α(ε1) = −ε−1
1 (z )[dε1(z )/dz ] и относительное

изменение фазовой скорости η(ε1) = 1C(ε1)/C0 =
= [C(ε1) −C0]/C0 = a [d8(z )/dz ] < 0 волны основной

частоты:

α(ε1) =
1

2γ20 ε1

[

1 +
γ0ε1

2
− (1 + γ0ε1) ln(1 + γ0ε1)

γ0ε1

]

,

(16)

η(ε1)

a
+ m =

1

2γ20 ε1

[

π

2
− γ0ε1 −

ln[γ0ε1 +
√

(γ0ε1)2−1]
√

(γ0ε1)2 − 1

]

×
[

1− b
γ0ε1

]

− bπ
8γ0

. (17)

На рис. 2 показаны графики зависимостей α(ε1)
и [|η(ε1)|/a ] + m, а также их отношения r(ε1) =
= α(ε1)/{[η(ε1)/a ] + m} от амплитуды ε1 при различ-

ных параметрах γ0 и при b = 1/2. Из рис. 2 видно,

что с ростом ε1 коэффициенты α(ε1) и [|η(ε1)|/a ] + m
также растут: при γ0ε1 ≪ 1 α(ε1) ∼ |η(ε1)|/a ∝ ε1, а при

γ0ε1 ≫ 1 они демонстрируют насыщение. При γ0 = 0 и

γ0ε1 ≪ 1 r(ε1) = const, а при γ0ε1 > 10−1 отношение

r(ε1) начинает заметно расти и также стремится к

насыщению.

В общем случае аналитических решений системы

уравнений (10)–(15) получить не удается, поэтому

вначале рассмотрим простой частный случай, а затем

приведем численное решение этих уравнений. На малых

расстояниях (при ε0z ≪ 1 и γ0 = 0) получаем

ε1(z ) = ε0

(

1− ε0z
12

)

, 8z (z ) = −m − b̄1ε0,

δ(ε0) = ε0/12, ψ2z (z ) = −3m + b̄1ε0,

ψ3z (z ) = −12m + (3/2)b̄1ε0,

ε2(z ) = ε20

√

ā2
2 + b̄2

b

sin[(3m − b̄1ε0)z ]

3m − b̄1ε0
,

ε3(z ) = ε20

√

ā2
3 + b̄2

3

sin[(12m − 3b̄1ε0/2)z ]

12m − 3b̄1ε0/2
, (18)

где

b̄1 =
π

8
+

b
3
, ā2 = −πc

8
− d

3
, b̄2 = −d

6
,

ā3 =
1

20
, b̄3 = −b

5
.
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Рис. 2. Зависимость α(ε1) — I, [|η(ε1)|/a] + m — II и r(ε1) —
III от ε1 при различных параметрах γ0: 1 — 0, 2 — 104,

3 — 105, 4 — 106 и b = 1/2.

Из этих выражений видно, что при m ≫ b̄1ε0 линейная

дисперсия фазовой скорости препятствует генерации

гармоник в гистерезисной среде — амплитуды ε2,3(z ) об-
ратно пропорциональны дисперсионному параметру m,

при этом с ростом z амплитуда ε1(z ) первой гармоники

уменьшается (из-за гистерезисных потерь), а амплитуды

высших гармоник εn≥2(z ) осциллируют из-за интерфе-

ренции
”
вынужденной“ и собственной волн, бегущих

с разными фазовыми скоростями C(ω) и C(nω) [24].
Частоты пространственных осцилляций амплитуд ε2,3(z )
составляют соответственно 3m − b̄1ε0 и 12m − 3b̄1ε0/2.
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Рис. 3. Зависимости амплитуд ε1(z ) от z при γ0 = 0 — 1,

γ0 = 104 — 2, γ0 = 105 — 3, γ0 = 106 — 4 и амплитуд

ε2,3(z ) — 5, 6 от z при γ0 = 0.
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Из выражений (18) также следует, что на малых рассто-

яниях [(3m − b̄1ε0)z ≪ π] при увеличении амплитуды ε0
волны основной частоты амплитуды высших гармоник

εn≥2 растут монотонно: εn≥2 ∝ ε20 .

Результаты численного счета

Далее приведем результаты численного решения урав-

нений (10)–(15), полагая для упрощения расчетов d = 0,

что соответствует случаю одинаковых гистерезисных

потерь для синусоидальной волны в фазе сжатия и

растяжения: γ1 + γ2 = γ3 + γ4. На рис. 3 приведены

зависимости амплитуд ε1,2,3(z ) первых трех гармоник

от расстояния z (при ε0 = const) при различных па-

раметрах γ0 и фиксированных параметрах b, c и m:

b = 1/2, c = 1/5, m = 5 · 10−5 . Из рис. 3 видно, что с

ростом z амплитуда ε1 первой гармоники монотонно

уменьшается из-за гистерезисных потерь, при этом с

ростом параметра γ0 скорость уменьшения ε1(z ) падает.

Амплитуды же ε2,3(z ) второй и третьей гармоник (при
γ0 = 0) вначале испытывают пространственные осцил-

ляции (биения), что связано с линейной дисперсией

фазовой скорости: между
”
вынужденной“ и собственной

волнами с частотой nω периодически по координате z
возникает расфазировка, равная πq (q = 1, 2, . . .), что
и приводит к биениям амплитуд εn≥2(z ). С ростом z
амплитуды этих биений уменьшаются (опять же из-за

гистерезисных потерь волны основной частоты) и ε2,3(z )
стремятся к постоянным значениям. На рис. 4 приведены

зависимости амплитуд ε1,2,3(z ) первых трех гармоник

от ε0 (при z = const) при различных параметрах γ0.

Из рис. 4 видно, что при увеличении ε0 амплитуды

ε1,2,3(z ) растут, причем вначале ε1 ∝ ε0, ε2,3 ∝ ε20 , затем

для амплитуды ε1 наблюдается отклонение от линейной

зависимости из-за гистерезисных потерь, а амплитуды
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Рис. 6. Зависимости амплитуд ε1,2,3(z ) от ε0 при γ0 = 106,

z = 3 · 106 . Штриховые линии соответствуют линейным зави-

симостям ε1(z ) от ε0 .

ε2,3(z ) достигают некоторых локальных максимумов,

уменьшаются, опять растут и так несколько раз, т. е. при

увеличении ε0 амплитуды ε2,3(z ) испытывают осцилля-

ции, при этом соотношения между амплитудами ε2,3(z )
могут меняться. Такие осцилляции связаны с проявлени-

ем нелинейной дисперсии гистерезисной среды: сильная

волна накачки и ее слабые гармоники распространяются

с фазовыми скоростями C1(z ) и Cn≥2(z ) по-разному

зависящими от амплитуды ε1 сильной волны (или от

начальной амплитуды ε0). На достаточно большом рас-

стоянии z , при увеличении ε0 между
”
вынужденной“ и

собственной волнами с частотой nω возникает расфа-

зировка, что и приводит к биениям амплитуд εn≥2(z )

высших гармоник — они также осциллируют из-за

интерференции
”
вынужденной“ и собственной волн, бе-

гущих с разными фазовыми скоростями C1(z ) и Cn≥2(z ).
Зависимости скоростей C1(z ) и Cn≥2(z ) от z и ε0
определяются производными фаз 8z (z ) и ψnz (z ) (рис. 5):

1C1(z )

C0

=
C1(z ) −C0

C0

= a
d8(z )

dz
≪ 1,

Cn(z ) −C1(z )

C0

=
a
n

dψn(z )

dz
≪ 1.

Из рис. 5 видно, что производная 8z (z ) монотонно изме-

няется при увеличении ε0, а производные ψ2,3z (z ) немо-

нотонны, они имеют несколько максимумов, при этом

минимумы амплитуд ε2,3(z ) при изменении ε0 совпадают

с максимумами производных ψ2,3z (z ). Наконец, отметим,
что при достаточно больших параметрах γ0 = 106 и

z = 3 · 106 в зависимости ε1 = ε1(ε0) имеют место два

линейных участка, где ε1 ∝ ε0, что и свидетельствует

о насыщении нелинейных потерь при больших значе-

ниях γ0ε1 (рис. 6). В этом случае при относительно

больших амплитудах ε0 ≥ 3 · 10−6 для амплитуд εn≥2(z )
высших гармоник имеют место не квадратичные, а

линейные зависимости от ε0, что связано с изменением

степени гистерезисной нелинейности (2) с 2 на 1:

f i(ε, sign ε̇) ∝ (γi/γ0)ε.

Заключение

В настоящей работе на основе обобщения и объедине-

ния моделей и дислокационных механизмов гистерезис-

ной нелинейности [3,4,15,20] предложено гистерезисное

уравнение состояния поликристаллических твердых тел

с насыщением амплитудно-зависимых потерь. Методом

возмущений проведены теоретическое и численное ис-

следования эффектов амплитудно-зависимых затухания

и изменения скорости распространения волны основной

частоты и генерации ее второй и третьей гармоник. По-

казано, что среды, описываемые гистерезисными урав-

нениями (2), обладают нелинейной дисперсией, приводя-

щей к немонотонному росту амплитуд высших гармоник

при увеличении амплитуды волны основной частоты.

Этот момент необходимо учитывать при проведении

экспериментальных исследований нелинейных акустиче-

ских эффектов в средах с гистерезисной нелинейностью.

Работа выполнена при поддержке РФФИ № 11–05–
01003_a.
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