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Предложен новый способ оценки нулевого условного показателя Ляпунова,

справедливый как для систем, демонстрирующих периодическую динамику, в

присутствии шума, так и связанных хаотических систем. Способ основан на

анализе временно́й реализации исследуемой системы (зависимости разности

фаз от времени) и позволяет достаточно точно оценить значение условного

нулевого показателя Ляпунова в закритической области значений управляюще-

го параметра. Основные результаты проиллюстрированы на примере систем,

демонстрирующих периодическую динамику в присутствии шума.

Показатели Ляпунова представляют собой мощный инструмент ана-

лиза сложного поведения систем [1–4]. Они используются, в частности,

для идентификации перехода между различными режимами (например,
от периодических или квазипериодических колебаний к хаотическим [5],
от хаотических — к гиперхаотическим [6]), для выявления наличия

гиперболического аттрактора [3,7], а также для диагностики различных

типов синхронизации (см., например, [8–12]).

Известно, что неавтономная система, демонстрирующая периодиче-

скую динамику, характеризуется наличием нулевого старшего показа-

теля Ляпунова. С увеличением параметра связи (амплитуды внешнего

воздействия) этот показатель Ляпунова переходит в область отрица-

тельных значений, что соответствует установлению синхронизации в

исследуемой системе при A = Ac [13]. В случае воздействия дополни-

тельного источника шума на подобную систему нулевой показатель

Ляпунова становится отрицательным еще до момента установления

синхронизации, а его зависимость от параметра надкритичности (A−Ac)
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подчиняется соотношению
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(1)

где f — частота внешнего сигнала, a1, a2 — постоянные, определяемые

системой [13]. Аналогичная закономерность характерна и для нулевого

условного показателя Ляпунова ряда систем, демонстрирующих хаоти-

ческую динамику (например, однонаправлено связанных осцилляторов

Ресслера). В то же время для некоторых систем (например, тех

же осцилляторов Ресслера, находящихся под внешним гармоническим

воздействием) такая закономерность оказывается несправедливой.

В данной работе предлагается универсальный способ оценки ве-

личины условного нулевого показателя Ляпунова по временно́му ря-

ду, справедливый как для систем, демонстрирующих периодическую

динамику, в присутствии шума, так и связанных хаотических систем.

Для неавтономных периодических осцилляторов его результаты прак-

тически не отличаются от результатов алгорима Бенеттина [5], однако
для связанных хаотических систем он позволяет определить величину

именно нулевого показателя Ляпунова в закритической области зна-

чений управляющего параметра (A > Ac), в то время как алгоритм

Беннетина дает величину старшего (т. е. положительного) ляпуновского
показателя.

Проиллюстрируем суть предлагаемого метода на примере квадра-

тичного отображения, находящегося под действием шума:

xn+1 = f (xn) + ξn = xn + �x2
n − ε + ξn, (2)

где ξn — дельта-коррелированный гауссов шум [〈ξn〉 = 0, 〈ξnξm〉 =
= Dδ(n − m)], � и ε — управляющие параметры, D — дисперсия

шума. В исходной системе в отсутствие шума при εc = 0 происходит

касательная бифуркация, в результате которой изначально нулевой

показатель Ляпунова переходит в отрицательную область. Выберем

значения управляющих параметров � = 0.1 и ε = 0.008, D = 0.0001

(что соответствует закритической области ε > εc) и оценим поведение

этого показателя Ляпунова в данном случае.
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Как было показано в работе [13], показатель Ляпунова такой

системы может быть найден по формуле

30(ε) = lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

ln | f ′(x i)|, (3)

где xn — временна́я реализация исследуемой системы (2), f ′(x) =
= 1 + 2�x — производная от оператора эволюции, вычисленная ана-

литически.

Принимая во внимание эргодичность рассматриваемого процесса и

наличие реинжекции, усреднение по времени может быть заменено на

усреднение по ансамблю. Тогда

30(ε) =

∞
∫

−∞

ρi(x) ln | f ′(x)|dx , (4)

где ρi(x) — плотность распределения переменной x . Известно, что в

закритической области значений управляющего параметра плотность

вероятности подчиняется соотношению

ρ(x) = A exp

[

− 2

D

(

εx − �x3

3

)]

(5)

(более детально см. [14]), где A — нормировочный коэффициент, D —

дисперсия шума. Следовательно, значения параметров � и ε могут быть

найдены путем аппроксимации численно полученного распределения

закономерностью (5). Тогда нулевой показатель Ляпунова может быть

вычислен по формуле

30(ε) =

x2
∫

x1

ρ(x) ln |1 + 2�x |dx , (6)

при этом значения x1 и x2 определяются эмпирически из вида ρ(x).
Работоспособность предлагаемого метода иллюстрирует рис. 1.

Здесь приведены временна́я реализация xn системы (2) при вышеуказан-

ных значениях управляющих параметров (a), плотность распределения

вероятности ρ(x), полученная по временно́й реализации xn, а также
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Рис. 1. Временна́я реализация квадратичного отображения (2) при � = 0.1,

ε = 0.008, D = 0.0001 (a), плотность распределения вероятности ρ(x) (гисто-
грамма), полученная по временно́й реализации xn, и ее аппроксимация зако-

ном (5) при A = 1.07 · 10−13, � = 0.111124, ε = 0.0087, D = 0.0001 (сплошная
линия) (b).

ее аппроксимация законом (5) при A = 1.07 · 10−13, � = 0.111124,

ε = 0.0087, D = 0.0001 (b). Значения управляющих параметров опреде-

лялись следующим образом. Параметр D вычислялся как коэффициент

эффективной диффузии фазы, согласно методике, изложенной в [15].
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Соотношение между параметрами A, � и ε находилось из условия

совпадения максимумов численно полученной плотности распределения

вероятности и закономерности (5), в результате чего установлено, что

ε = 0.0784�, A = 14.2987 exp(−292.693�). Поиск значения парамет-

ра � осуществлялся методом наименьших квадратов. Таким образом,

получены следующие значения параметров: � = 0.111124, ε = 0.0087,

A = 1.07 · 10−13. Нетрудно заметить, что они близки к исходным значе-

ниям параметров � и ε. Подставляя эти значения в выражение (6) и вы-

бирая x1 = −0.5, x2 = 0, получаем значение 30 = −0.065, что хорошо

согласуется со значением нулевого показателя Ляпунова, вычисленного

при помощи алгоритма Бенеттина [5].
Применим предложенную методику к другим системам, находящим-

ся под действием шума. В качестве примеров таких систем выберем

систему с дискретным временем — отображение окружности на себя

xn+1 = xn + 2�(1− cos xn) − ε + ξn, mod 2π (7)

при � = 0.1 и систему с непрерывным временем — уравнение Адлера

dx
dt

= −1 + ε sin x + ξ (8)

при 1 = 0.1, D = 1. Характеристики шумового сигнала выберем теми

же, что и в случае квадратичного отображения, рассмотренного выше.

Рис. 2 иллюстрирует зависимости нулевого показателя Ляпунова от

параметра ε для обеих систем. Точками показаны данные, полученные

при помощи предложенного метода, сплошными линиями — результаты

расчета показателей Ляпунова при помощи алгоритма Бенеттина. Видно

хорошее соответствие результатов обоих методов.

Таким образом, в работе предложен метод оценки нулевого пока-

зателя Ляпунова по временно́му ряду. Апробация метода проведена

на примере модельных одномерных систем с непрерывным и дискрет-

ным временем (отображение окружности на себя, уравнение Адлера),
находящихся под дейстием шума. Показана эффективность метода

в закритической области значений управляющего параметра. Можно

ожидать, что указанный метод будет также работать корректно, если

его применить для расчета условного нулевого показателя Ляпунова

неавтономных и связанных систем, демонстрирующих хаотическую

или периодическую динамику (в присутствии шума), что говорит
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Рис. 2. Зависимости нулевого показателя Ляпунова от параметра надкри-

тичности ε для отображения окружности (7) при � = 0.1 (a) и уравнения

Адлера (8) при 1 = 0.1 (b) в присутствии шума. Данные, полученные при

помощи предложенного метода, показаны точками; результаты применения

алгоритма Бенеттина — сплошными линиями.

об его универсальности. Метод может быть использован также для

определения степени синхронности по временны́м рядам, порождаемым

системами различной природы.
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