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�à¥¤¯à¨­ïâ  ¯®¯ëâª  ¯®­ïâì ¯à¨à®¤ã ®¤­®£® ¨§ â¨¯®¢ ­¥íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®© à¥« ªá æ¨¨ —
à¥« ªá æ¨¨ â¨¯  �®ã« –�¥¢¨¤á®­ . �«ï íâ®£® ¯à¥¤«®¦¥­  ¬®¤¥«ì á ¬®¯®¤®¡­®£® ¯à®æ¥áá  à¥« ª-
á æ¨¨. �®«ãç¥­® ¨ à¥è¥­® ãà ¢­¥­¨¥, á®¤¥à¦ é¥¥ ®¯¥à â®àë ¤à®¡­®£® ¨­â¥£à®¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï,
ª®â®à®¬ã ¯®¤ç¨­ï¥âáï äã­ªæ¨ï à¥« ªá æ¨¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥.

�à®¡«¥¬ë, á¢ï§ ­­ë¥ á à¥« ªá æ¨¥© ¢ ¤¨í«¥ªâà¨-
ª å, ­¥ ¯®¤ç¨­ïîé¥©áï íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®¬ã § ª®­ã,
¨¬¥îâ ¤ ¢­îî ¨áâ®à¨î. � ­ áâ®ïé¥¬ã ¢à¥¬¥­¨ ¢

á¢ï§¨ á® §­ ç¨â¥«ì­ë¬ à áè¨à¥­¨¥¬ ¢à¥¬¥­­®́£® ¨

ç áâ®â­®£® ¤¨ ¯ §®­®¢ ¨§¬¥à¥­¨© [1] ­ ª®¯«¥­® §­ -
ç¨â¥«ì­®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ëå ¤ ­­ëå,
¯®¤â¢¥à¦¤ îé¨å áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¯à®æ¥áá®¢ ­¥íªá¯®-
­¥­æ¨ «ì­®© à¥« ªá æ¨¨, ¨ ¯à¥¤«®¦¥­® ­¥áª®«ìª®

í¬¯¨à¨ç¥áª¨å ¢ëà ¦¥­¨© ¤«ï ¨å ®¯¨á ­¨ï. � ¡®«ì-
è¨­áâ¢¥ á«ãç ¥¢ íâ¨ ¢ëà ¦¥­¨ï § ¯¨á ­ë ¢ ç áâ®â-
­®© ®¡« áâ¨.
� â®çª¨ §à¥­¨ï â¥®à¨¨ íâ¨ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¯ëâ îâáï

¯®­ïâì, ¡ §¨àãïáì ­  ª®­æ¥¯æ¨¨ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï à¥-
« ªá æ¨¨ (���), ª®£¤  ­®à¬¨à®¢ ­­ ï ¬ ªà®áª®¯¨ç¥-
áª ï äã­ªæ¨ï à¥« ªá æ¨¨ f(t) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥
áã¬¬ë íªá¯®­¥­æ¨ «ì­ëå äã­ªæ¨© á ¯®¤å®¤ïé¨¬¨

 ¬¯«¨âã¤ ¬¨ ¨ ¢à¥¬¥­ ¬¨ à¥« ªá æ¨¨.
� ª®© ¯®¤å®¤ ª ®¯¨á ­¨î ­¥íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®© à¥-

« ªá æ¨¨, ®ç¥¢¨¤­®, ®á­®¢ë¢ ¥âáï ­  ¯à¥¤¯®«®¦¥-
­¨¨, çâ® à¥« ªá¨àãîé ï ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬ 

á®áâ®¨â ¨§ ¯®¤å®¤ïé¥£® ç¨á«  ¯®¤á¨áâ¥¬, ª ¦¤ ï ¨§
ª®â®àëå à¥« ªá¨àã¥â á á®¡áâ¢¥­­ë¬ ¢à¥¬¥­¥¬ à¥« ª-
á æ¨¨. �¥á®¬­¥­­®, çâ® íâ® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¬®¦¥â

¡ëâì á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï ¬­®£¨å á¨áâ¥¬, ­® â ª¦¥ ­¥-
á®¬­¥­­® ¨ â®, çâ® â ª®¥ à §¡¨¥­¨¥ ­  ¯®¤á¨áâ¥¬ë

¨¬¥¥â à¥ «ì­ë© ä¨§¨ç¥áª¨© á¬ëá« â®«ìª® ¢ â®¬ á«ã-
ç ¥, ª®£¤  ç¨á«® ¯®¤á¨áâ¥¬ ª®­¥ç­® ¨ áà ¢­¨â¥«ì­®

­¥¢¥«¨ª®.
� ª ¨§¢¥áâ­® [1], âà¨ ¢ëà ¦¥­¨ï ¤«ï ª®¬¯«¥ªá­®©

¢®á¯à¨¨¬ç¨¢®áâ¨ ¯®§¢®«ïîâ ®¯¨á âì è¨à®ª¨© ­ ¡®à

íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ëå ¤ ­­ëå. �â® ¢ëà ¦¥­¨¥ �®ã« –
�®ã« 

χ(iω) =
χ0

1 + (iω/ωp)ε
, (1)

�®ã« –�¥¢¨¤á®­ 

χ(iω) =
χ0

(1 + (iω/ωp))ν
, (2)

¨ � ¢à¨«ìïª –�¥£ ¬¨

χ(iω) =
χ0

(1 + (iω/ωp)ε)ν
. (3)

�¤¥áì ω — ç áâ®â , ωp — ç áâ®â  ¯¨ª  ¤¨í«¥ªâà¨ç¥-

áª¨å ¯®â¥àì, ε ¨ ν — ­¥ª®â®àë¥ ¯ à ¬¥âàë, ¯à¨ç¥¬

0 < ε, ν ≤ 1.

�á«¨ ª ª ®¡ëç­®, ¯à¨¬¥­ïâì ¤«ï ®¡êïá­¥­¨ï íâ¨å

¢ëà ¦¥­¨© ª®­æ¥¯æ¨î ���, â® ¯à¨å®¤¨âáï ¯à¥¤¯®-

«®¦¨âì, çâ® ç¨á«® à §«¨ç­ëå à¥« ªá¨àãîé¨å ¯®¤á¨-

áâ¥¬, á®áâ ¢«ïîé¨å ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áªãî á¨áâ¥¬ã, ¡¥á-

ª®­¥ç­® ¢¥«¨ª®, ¯®áª®«ìªã ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ äã­ªæ¨¨

��� ­¥¯à¥àë¢­ë ¨ ­¥ ¨¬¥îâ ã§ª¨å ¯¨ª®¢ [1], ª®â®àë¥

¬®¦­® ¡ë«® ¡ë ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª ¯à®ï¢«¥­¨¥ ®â-

¤¥«ì­ëå ¯®¤á¨áâ¥¬. �®íâ®¬ã, ­  ­ è ¢§£«ï¤, ¯à¨¬¥-

­¥­¨¥ ª®­æ¥¯æ¨¨ ��� ¤«ï â ª¨å á¨áâ¥¬ ­¥ª®àà¥ªâ­®.

�à®¬¥ â®£®, ª®­æ¥¯æ¨ï ��� ­¥ ¯®§¢®«ï¥â ¢ëïá­¨âì

ä¨§¨ç¥áªãî ¯à¨à®¤ã ¯ à ¬¥âà®¢ ε ¨ ν, ¢å®¤ïé¨å ¢

ä®à¬ã«ë (1)–(3), çâ® â®¦¥ ï¢«ï¥âáï á¢¨¤¥â¥«ìáâ¢®¬

¥¥ ­¥§ ¢¥àè¥­­®áâ¨.

� ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥ á¤¥« ­  ¯®¯ëâª  ¯®­ïâì ¢®§-

¬®¦­ë© ¬¥å ­¨§¬ ¯®ï¢«¥­¨ï ®¤­®£® ¨§ íâ¨å â¨¯®¢

à¥« ªá æ¨¨–à¥« ªá æ¨¨ â¨¯  �®ã« –�¥¢¨¤á®­  — á

¯®¬®éìî ¬®¤¥«¨ á ¬®¯®¤®¡­®£® ¯à®æ¥áá  à¥« ªá -

æ¨¨.

� ­ áâ®ïé¥¬ã ¬®¬¥­âã ã¦¥ ¯à¥¤¯à¨­ïâ  ¯®¯ëâ-

ª  [2] ¯®­ïâì ¯à¨à®¤ã ­¥íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®© à¥« ªá -

æ¨¨, ®á­®¢ë¢ ïáì ­  £¨¯®â¥§¥ á ¬®¯®¤®¡­®£® ¯à®æ¥áá 

à¥« ªá æ¨¨, ­® ®­  ®£à ­¨ç¨¢ ¥âáï à áá¬®âà¥­¨¥¬

¯à®æ¥áá®¢, ®¯¨áë¢ ¥¬ëå ¢ ç áâ®â­®© ®¡« áâ¨ ¢ëà -

¦¥­¨¥¬ �®ã« –�®ã« .

� ¤ ­­®© áâ âì¥ ¯®¯ëâ ¥¬áï ®â¢¥â¨âì ­  á«¥¤ãî-

é¨¥ ¢®¯à®áë.

1) � ª®© ä¨§¨ç¥áª¨© ¯à®æ¥áá ¬®¦¥â ¯à¨¢¥áâ¨

ª ¯®ï¢«¥­¨î ­¥íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®© à¥« ªá æ¨¨ â¨¯ 

�®ã« –�¥¢¨¤á®­  ¨ ¢ ª ª¨å ¢¥é¥áâ¢ å â ª®© ¯à®æ¥áá

¬®¦¥â ¡ëâì ®¡­ àã¦¥­?

2) � ª®© ï¢­ë© ¢¨¤ ¨¬¥¥â ãà ¢­¥­¨¥ ¤«ï ­®à¬¨à®-

¢ ­­®© ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª®© äã­ªæ¨¨ à¥« ªá æ¨¨ f(t) ¢

íâ®¬ á«ãç ¥?

3) � ª®© á¬ëá« ¨¬¥¥â ¯ à ¬¥âà ν, ¢å®¤ïé¨© ¢

¢ëà ¦¥­¨¥ (2)?
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1. �à ¢­¥­¨¥ á ¬®¯®¤®¡­®£® ¯à®æ¥áá 

à¥« ªá æ¨¨

�¥à¥¤ â¥¬ ª ª ¯à¨áâã¯¨âì ª à áá¬®âà¥­¨î ¬®-
¤¥«¨ á ¬®¯®¤®¡­®£® ¯à®æ¥áá  à¥« ªá æ¨¨, á¤¥« ¥¬

­¥áª®«ìª® § ¬¥ç ­¨©.
�®-¯¥à¢ëå, ¤®£®¢®à¨¬áï, çâ® ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ -

âà¨¢ âì â ª¨¥ ä¨§¨ç¥áª¨¥ á¨áâ¥¬ë, ¢ ª®â®àëå à¥-
« ªá æ¨ï ­  ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª®¬ ãà®¢­¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï

à¥« ªá æ¨¥© í«¥¬¥­â à­ëå á®áâ ¢«ïîé¨å íâ®© á¨áâ¥-
¬ë ­  ¬¨ªà®ãà®¢­¥.
�®-¢â®àëå, ¢á«¥¤ §  [3] ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯¥à¢®£® ¯à¨¡«¨-

¦¥­¨ï ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®£® ¢§ ¨-
¬®¤¥©áâ¢¨ï ­  ¬¨ªà®ãà®¢­¥ ¬¥¦¤ã í«¥¬¥­â à­ë¬¨

á®áâ ¢«ïîé¨¬¨ ä¨§¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë ­¥â. �¥« ªá æ¨ï
¯à®¨áå®¤¨â ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï ®â¤¥«ì­ëå

í«¥¬¥­â®¢ íâ®© á¨áâ¥¬ë á â¥à¬®áâ â®¬.
�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¯à¨¬¥­¨â¥«ì­® ª ¤¨í«¥ªâà¨ç¥-

áª®© à¥« ªá æ¨¨ íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® ¯à®æ¥ááë à¥« ªá -
æ¨¨ ®â¤¥«ì­ëå í«¥¬¥­â à­ëå í«¥ªâà¨ç¥áª¨© ¤¨¯®«¥©

­¥ ¢«¨ïîâ ¤àã£ ­  ¤àã£ . �à®¬¥ â®£®, ¡ã¤¥¬ áç¨â âì,
çâ® ¢á¥ í«¥¬¥­â à­ë¥ á®áâ ¢«ïîé¨¥ â ª®© ä¨§¨-
ç¥áª¨© á¨áâ¥¬ë ­ å®¤ïâáï ¢ ®¤¨­ ª®¢ëå ãá«®¢¨ïå.
�®£¤  ãà ¢­¥­¨ï, ®¯¨áë¢ îé¨¥ à¥« ªá æ¨î á¨áâ¥¬ë

­  ¬ ªà®ãà®¢­¥, ¡ã¤ãâ á®¢¯ ¤ âì á ãà ¢­¥­¨ï¬¨, ®¯¨-
áë¢ îé¨¬¨ à¥« ªá æ¨î ®â¤¥«ì­ëå ¤¨í«¥ªâà¨ç¥áª¨å

¤¨¯®«¥© ­  ¬¨ªà®ãà®¢­¥. �®íâ®¬ã ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬,
®¡áã¦¤ ï ¬®¤¥«ì á ¬®¯®¤®¡­®£® ¯à®æ¥áá  à¥« ªá -
æ¨¨, ¡ã¤¥¬ ¯®«ì§®¢ âìáï ãà ¢­¥­¨¥¬ ¤«ï áã¬¬ à­®£®

¤¨¯®«ì­®£® ¬®¬¥­â  ¤¨í«¥ªâà¨ª , ¯®¬­ï ® â®¬, çâ®
­  á ¬®¬ ¤¥«¥ á ¬®¯®¤®¡­ë¬ å à ªâ¥à®¬ ®¡« ¤ ¥â

¤¢¨¦¥­¨¥ ®â¤¥«ì­ëå í«¥¬¥­â à­ëå ¤¨¯®«¥©, ¨§ ª®-
â®àëå á®áâ®¨â ¤¨í«¥ªâà¨ª.
� áá¬®âà¨¬ ®¡ëç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®©

à¥« ªá æ¨¨, ª®â®à®¥ ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

exp(−Ω0t)
d

dt
exp(Ω0t)f(t) = 0. (4)

�¤¥áì t — ¢à¥¬ï, f(t) — ­®à¬¨à®¢ ­­ ï ¬ ªà®áª®-
¯¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï à¥« ªá æ¨¨ ­¥ª®â®à®© ä¨§¨ç¥áª®©

¢¥«¨ç¨­ë, Ω0 — ª®­áâ ­â  áª®à®áâ¨ à¥« ªá æ¨¨.
�«ï á«ãç ï ¤¨í«¥ªâà¨ç¥áª®© à¥« ªá æ¨¨

f(t) = P (t)/P (0), P (t) — áã¬¬ à­ë© ¤¨¯®«ì­ë©

¬®¬¥­â ¤¨í«¥ªâà¨ª , Ω0 — ª®­áâ ­â , ®¯¨áë¢ îé ï
¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª®£® ¤¨¯®«ï á

â¥à¬®áâ â®¬ [3]. � ç áâ­®áâ¨, ãà ¢­¥­¨î (4)
¯®¤ç¨­ï¥âáï ¯®¢¥¤¥­¨¥ äã­ªæ¨¨ f(t) ¤«ï á¨áâ¥¬,
à¥« ªá æ¨ï ª®â®ëàå ­  ¬¨ªà®ãà®¢­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì

®¯¨á ­  ¬®¤¥«ìî £«ã¡®ª®© ¯®â¥­æ¨ «ì­®© ï¬ë

á ¤¢ã¬ï ¯®«®¦¥­¨ï¬¨ à ¢­®¢¥á¨ï (à¥« ªá â®à
�à¥«¨å ) [1,3–5]. � íâ®© ¬®¤¥«¨ ¯à®æ¥áá à¥« ªá æ¨¨

­ ç¨­ ¥âáï ¯®á«¥ â®£®, ª ª á ¯®¬®éìî ¢­¥è­¥£®

¯®«ï á®§¤ ¥âáï à §­¨æ  ¢ í­¥à£¨¨ ¤«ï íâ¨å ¤¢ãå

¯®«®¦¥­¨© à ¢­®¢¥á¨ï (á¬. à¨áã­®ª). �§¢¥áâ­®,
çâ® ¬®¤¥«ì à¥« ªá â®à  �à¥«¨å  á¯à ¢¥¤«¨¢  ¤«ï

è¨à®ª®£® ª« áá  ¤¨í«¥ªâà¨ª®¢ ¨ ã¦¥ áãé¥áâ¢ãîâ

à ¡®âë,  ¢â®àë ª®â®àëå ¯à¥¤¯à¨­¨¬ «¨ ¯®¯ëâª¨

� ¢¨á¨¬®áâì ¯®â¥­æ¨ «ì­®© í­¥à£¨¨ U ®â¤¥«ì­®£® ¤¨-
í«¥ªâà¨ç¥áª®£® ¤¨¯®«ï ®â ã£«  ¯®¢®à®â  ϕ ¨«¨ á¬¥é¥­¨ï

r ¨®­  (í«¥ªâà®­ ). a-b — ¯®«®¦¥­¨¨ à ¢­®¢¥á¨ï, a — ¢®

¢­¥è­¥¬ í«¥ªâà¨ç¥áª®¬ ¯®«¥.

¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ âì íâã ¬®¤¥«ì, ¨á¯®«ì§ãï ¬®¤¥«¨

¯àë¦ª®¢®£® ¯¥à¥­®á  § àï¤  ¨ ¨®­­®© ¯à®¢®¤¨¬®áâ¨

(á¬., ­ ¯à¨¬¥à, ¬®­®£à ä¨¨ [1,6], ®¡§®à [4], áâ âìî [7],
â ª, çâ®¡ë á ¥¥ ¯®¬®éìî ¬®¦­® ¡ë«® ®¯¨á âì

­¥íªá¯®­¥­æ¨ «ì­ãî à¥« ªá æ¨î. �¤­ ª® ¢ ª®­¥ç­®¬
áç¥â¥ ¢á¥ â ª¨¥ ¯®¯ëâª¨ ¡ §¨àãîâáï ­  ª®­æ¥¯æ¨¨

���. �®íâ®¬ã ¢ ¤ ­­®© áâ âì¥ ¬ë ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ «¨

¬®¤¥«ì à¥« ªá â®à  �à¥«¨å , ¨áå®¤ï ¨§ ¤àã£¨å

á®®¡à ¦¥­¨©.
�«ï â®£® çâ®¡ë á¤¥« âì íâ®, à áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î

G(t) = exp(Ω0t)f(t). �á«¨ f(t) — à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï

(4), â® â®£¤  G(t) = f(0) — ª®­áâ ­â  ¨

d

dt
G(t) = 0. (5)

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¢ ­¥ª®â®àë¥ ¬®¬¥­âë

¢à¥¬¥­¨ á¨áâ¥¬  ­ å®¤¨âáï ¢ á®áâ®ï­¨¨ à ¢­®¢¥á¨ï.
�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¢ íâ¨ ¬®¬¥­âë ¢à¥¬¥­¨ G(t) = 0,
  ­¥ f(0) ¨ ¢¬¥áâ® ­¥à ¢­®¢¥á­®© ª àâ¨­ë (á¬. à¨-
áã­®ª, b) áãé¥áâ¢ã¥â à ¢­®¢¥á­®¥ á®áâ®ï­¨¥ (á¬. à¨-
áã­®ª, a). �à¨ç¨­®© íâ®£® ¬®¦¥â ¡ëâì ­ ¯à¨¬¥à, â¥-
¯«®¢ë¥ ä«ãªâã æ¨¨ «®ª «ì­ëå ¯®«¥© ¢ ¤¨í«¥ªâà¨ª¥,
¯à¨¢®¤ïé¨¥ ª íªà ­¨à®¢ª¥ ¢­¥è­¥£® ¯®«ï.
�à®¬¥ â®£®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¬®¬¥­âë ¢à¥¬¥­¨,

ª®£¤  G(t) = f(0), à á¯à¥¤¥«¥­ë ¯® á ¬®¯®¤®¡­®¬ã

(äà ªâ «ì­®¬ã) ¬­®¦¥áâ¢ã. �¥à¬¨­ ”á ¬®¯®¤®¡­ë©
®¡ê¥ªâ S” ®§­ ç ¥â, çâ® ®¡ê¥ªâ S ¨­¢ à¨ ­â¥­ ®â­®-
á¨â¥«ì­® ¬ áèâ ¡­®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï S(ξt) = bS(t),
  ¢¥«¨ç¨­ë ξ ¨ b ®¯à¥¤¥«ïîâ äà ªâ «ì­ãî à §¬¥à-
­®áâì íâ®£® ¬­®¦¥áâ¢ . � ª, ­ ¯à¨¬¥à, äà ªâ «ì­®¥
¬­®¦¥áâ¢® � ­â®à  ¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨â¥«ì­® ¯à¥-
®¡à §®¢ ­¨ï S((1/3)t) = 2S(t) ¨ ¥£® äà ªâ «ì­ ï

à §¬¥à­®áâì ln(2)/ ln(3).
�­ ç¥ £®¢®àï, ¢ ¬®¬¥­âë ¢à¥¬¥­¨, á®¢¯ ¤ îé¨¥

á â®çª ¬¨ ­¥ª®â®à®£® á ¬®¯®¤®¡­®£® ¬­®¦¥áâ¢ ,
G(t) = f(0),   ¢ ¬®¬¥­âë ¢à¥¬¥­¨, á®¢¯ ¤ îé¨¥ á
¯ãáâ®â ¬¨ íâ®£® ¬­®¦¥áâ¢ , G(t) = 0. �®£¤ , ¨­â¥-
£à¨àãï äã­ªæ¨î G(t) ¨ ®áãé¥áâ¢«ïï ãáà¥¤­¥­¨¥ ¯®

à §«¨ç­ë¬ à¥ «¨§ æ¨ï¬ ¯®áâà®¥­¨ï á ¬®¯®¤®¡­®£®

¬­®¦¥áâ¢ , ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì [8]

D−1G(t) = AD−ν [f(0)]. (6)
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�¤¥áì A — ª®­áâ ­â , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï áâàãªâã-
à®© äà ªâ «ì­®£® ¬­®¦¥áâ¢ , ­  ª®â®à®¬ à á¯à¥-
¤¥«¥­  G(t), ν — à §¬¥à­®áâì íâ®£® ¬­®¦¥áâ¢ 

(0 ≤ ν ≤ 1), D−ν — ®¯¥à â®à ¤à®¡­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨-
à®¢ ­¨ï �¨¬ ­ –�¨ã¢¨«ï, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© [9–11] ª ª

D−ν [f(t)] = (1/Γ(ν))

t∫
0

(t− τ)ν−1f(τ)dτ,

£¤¥ Γ(ν) — £ ¬¬ -äã­ªæ¨ï.
�á¯®«ì§ãï á¢®©áâ¢  ®¯¥à â®à®¢ ¤à®¡­®£® ¨­â¥£à¨-

à®¢ ­¨ï ¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï, ¢ëà ¦¥­¨¥ (6) ¬®¦-
­® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

Dν [G(t)] = 0. (7)

�¤¥áì Dν — ®¯¥à â®à ¤à®¡­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ -
­¨ï, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© [9–11] ª ª

Dν [f(t)] = (1/Γ(1− ν))
d

dt

t∫
0

(t− τ)−νf(τ)dτ.

�­ ç¥ £®¢®àï, ¥á«¨ ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ à¥« ªá æ¨î,
¯à¨ ª®â®à®© ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ á ¢­¥è­¨¬ ¯®«¥¬ ­®á¨â

¯à¥àë¢¨áâë© á ¬®¯®¤®¡­ë© å à ªâ¥à, â® â®£¤  ãà ¢-
­¥­¨¥ (5) ¤«ï äã­ªæ¨¨ G(t) § ¬¥­ï¥âáï ãà ¢­¥­¨-
¥¬ (7).
�à¨­¨¬ ï ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ G(t), ãà ¢­¥­¨¥ ¤«ï äã­ª-

æ¨¨ à¥« ªá æ¨¨ f(t) ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

exp(−Ω0t)D
ν [exp(Ω0t)f(t)] = 0 (8a)

¨«¨ á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ®¯¥à â®à­®£® á®®â­®è¥­¨ï (á¬.
�à¨«®¦¥­¨¥)

exp(−ΩuD1−ε)Dα exp(ΩuD1−ε) = (Dε + Ωε)α/ε,

0 < ε ≤ 1, α ≤ ε,

¯à¨¤ âì ¥¬ã ¡®«¥¥ ­ £«ï¤­ãî ä®à¬ã

(D1 + Ω0)ν [f(t)] = 0. (8b)

�¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ ¢ëà ¦¥­¨ï â¨¯  exp(−ΩuD1−ε) ¨

(Dε + Ωε)α/ε, ª ª ®¡ëç­®, ¯®­¨¬ îâáï ¢ ¢¨¤¥ àï¤  ¯®
®¯¥à â®à ¬, ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ¯® ®¯¥à â®à ¬ ¤à®¡­®£®
¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï ¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï.

2. �®¬¯«¥ªá­ ï ¢®á¯à¨¨¬ç¨¢®áâì

á¨áâ¥¬, ®¯¨áë¢ ¥¬ëå ®¡®¡é¥­­ë¬
ãà ¢­¥­¨¥¬ à¥« ªá æ¨¨

� ª ®¡ëç­®, ¤«ï â®£® çâ®¡ë ­ ©â¨ ª®¬¯«¥ªá-
­ãî ¢®á¯à¨¨¬ç¨¢®áâì χ(iω) á¨áâ¥¬ë, ¯®¤ç¨­ïîé¨-
¥áï ãà ¢­¥­¨î á ¬®¯®¤®¡­®£® ¯à®æ¥áá  à¥« ªá æ¨¨,
à áá¬®âà¨¬ ®âª«¨ª íâ®© á¨áâ¥¬ë ­  £ à¬®­¨ç¥áª®¥

¢®§¤¥©áâ¢¨¥ B exp(iωt). �¥è¥­¨¥ ¡ã¤¥¬ ¨áª âì ¢ ¢¨¤¥

f(t) = χ(iω) exp(iωt). �®£¤ , ¨á¯®«ì§ãï ãà ¢­¥­¨¥

(8b) ¯®«ãç¨¬

(D1 + Ω0)ν [χ(iω) exp(iωt)] = B exp(iωt). (9)

�ç¨âë¢ ï á¢¥àåâ®ç­ë© å à ªâ¥à ®¯¥à â®à 

(D1 + Ω0)ν ¨ ¯à¥¤¯®« £ ï, çâ® ¢®§¬ãé¥­¨¥ B exp(iωt)
 ¤¨ ¡ â¨ç¥áª¨ ¢ª«îç ¥âáï ¢ ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨

t → −∞, ­ ©¤¥¬ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï ª®¬¯«¥ªá­®©

¢®á¯à¨¨¬ç¨¢®áâ¨

χ(iω) =
χ0

(1 + (iω/Ω0))ν
. (10)

�à¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ χ(iω) ­ ¬¨ ¡ë« ¨á¯®«ì§®¢ ­ â®â

ä ªâ, çâ® ¯à¨  ¤¨ ¡ â¨ç¥áª®¬ ¢ª«îç¥­¨¨ ¢§ ¨¬®-
¤¥©áâ¢¨ï ¢ ãà ¢­¥­¨ïå (8) ¤à®¡­ë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ Dν

§ ¬¥­ïîâáï ­  Dν
−∞ ¨ çâ®

Dν
−∞[exp(t)] = (iω)ν exp(iωt),

£¤¥

Dν
−∞[f(t)] = (1/Γ(1− ν))

d

dt

t∫
−∞

(t− τ)−νf(τ)dτ.

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® íâ® ¢ëà ¦¥­¨¥ (10) á®¢¯ ¤ ¥â á
í¬¯¨à¨ç¥áª®© ä®à¬ã«®© (2), ®¯¨áë¢ îé¥© ¢ ç áâ®â-
­®© ®¡« áâ¨ à¥« ªá æ¨î â¨¯  �®ã« –�¥¢¨¤á®­ .

3. �¥è¥­¨¥ ®¡®¡é¥­­®£® ãà ¢­¥­¨ï

à¥« ªá æ¨¨

�¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (8b) ¨«¨  ­ «®£¨ç­®£® ¥¬ã (8a)
¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­® á ¯®¬®éìî ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï

� ¯« á .
�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ ®¯à¥¤¥«ïâì « ¯« á-®¡à § F (p)

äã­ªæ¨¨ f(t) ª ª

F (p) =

∞∫
0

f(t) exp(−pt)dt,

â®, ¯à¨¬¥­ïï ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ � ¯« á  ª ãà ¢­¥-
­¨î (8a) ¨ ¯®«ì§ãïáì á¢®©áâ¢ ¬¨ íâ®£® ¯à¥®¡à §®-
¢ ­¨ï [12], ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¢ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï « ¯« á-
®¡à §  äã­ªæ¨¨ f(t)

F (p) =
C

(p+ Ω0)ν
. (11)

�¤¥áì C — ª®­áâ ­â , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï ­ ç «ì­ë¬¨

ãá«®¢¨ï¬¨.
�à¨£¨­ « äã­ªæ¨¨ F (p) à ¢¥­

f(t) = C
rν−1

Γ(ν)
exp(−Ω0t). (12)

�â® äã­ªæ¨ï ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï, ®¯¨áë-
¢ îé¥£® á ¬®¯®¤®¡­ë© ¯à®æ¥áá à¥« ªá æ¨¨.
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104 �.�. �¨£¬ âã««¨­, �.�. �ï¡®¢

�ã­ªæ¨ï f(t) ¯à¨ t→ 0 áâà¥¬¨âáï ª ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨
¯à®¯®àæ¨®­ «ì­® tν−1. �à¨ç¨­®© â ª®£®, ­¥ ¨¬¥î-
é¥£® ä¨§¨ç¥áª®£® á¬ëá« , ¯®¢¥¤¥­¨ï ï¢«ï¥âáï â®,
çâ® ¯à¨ ¢ë¢®¤¥ ãà ¢­¥­¨ï à¥« ªá æ¨¨ (8a), (8b) ¬ë
¯à¥¤¯®«®¦¨«¨, çâ® á ¬®¯®¤®¡¨¥ ¬®¬¥­â®¢ ¢à¥¬¥­¨,
ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ¢­¥è­¨¬

¯®«¥¬ ¨ à¥« ªá¨àãîé¥© á¨áâ¥¬®©, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢®

¢á¥¬ ¨­â¥à¢ «¥ ¢à¥¬¥­ ®â ­ã«ï ¤® ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨.
�®£¤  ª ª ¢ à¥ «ì­ëå ä¨§¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ å ¢á¥£¤ 

áãé¥áâ¢ãîâ ­¨¦­¨© ¨ ¢¥àå­¨© ¯à¥¤¥«ë á ¬®¯®¤®-
¡¨ï, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥, ­ ¯à¨¬¥à, ç áâ®â®© 1/τ ¢§ ¨¬®-
¤¥©áâ¢¨ï à¥« ªá¨àãîé¥© á¨áâ¥¬ë á ”â¥à¬®áâ â®¬”
¨ ¢à¥¬¥­¥¬ ¦¨§­¨ ¢®§¡ã¦¤¥­¨ï T á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.
�®íâ®¬ã, £®¢®à¨âì ® ¯à¨¬¥­¨¬®áâ¨ ä®à¬ã«ë (12)
¬®¦­® «¨èì ­  ¢à¥¬¥­ å ¡®́«ìè¨å ­¨¦­¥£® ¯à¥¤¥« 

á ¬®¯®¤®¡¨ï (t > τ).
� ª ¢¨¤­® ¨§ áª § ­­®£® ¢ëè¥, ¤«ï â®£® çâ®¡ë

®¯¨áë¢ âì ­¥íªá¯®­¥­æ¨ «ì­ãî à¥« ªá æ¨î, ­¥ ®¡ï-
§ â¥«ì­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ª®­æ¥¯æ¨î ���, ã¯®¬¨­ ¢èã-
îáï ¢ ­ ç «¥ áâ âì¨. � ª ç¥áâ¢¥  «ìâ¥à­ â¨¢ë ­ ¬¨

¢ë¤¢¨£ ¥âáï ª®­æ¥¯æ¨ï á ¬®¯®¤®¡­®£® ¯à®æ¥áá  à¥-
« ªá æ¨¨. �á­®¢­®¥ ®â«¨ç¨¥ íâ®£® ¯à®æ¥áá  ®â ®¡ëç-
­®£® ¯à®æ¥áá  à¥« ªá æ¨¨ á®áâ®¨â ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨,
çâ® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ á ¢­¥è­¨¬ ¯®«¥¬, ¢ë§ë¢ îé¨¬
à¥« ªá æ¨î, ­®á¨â ¯à¥àë¢¨áâë© å à ªâ¥à. �à¨ç¥¬
¬®¬¥­âë ¢à¥¬¥­¨, ª®£¤  íâ® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ áãé¥-
áâ¢ã¥â, à á¯à¥¤¥«¥­ë ¯® ­¥ª®â®à®¬ã á ¬®¯®¤®¡­®¬ã

(äà ªâ «ì­®¬ã) ¬­®¦¥áâ¢ã.
�¤­®© ¨§ ¢®§¬®¦­ëå ä¨§¨ç¥áª¨å ¬®¤¥«¥© â ª®£®

¯à®æ¥áá  ¬®¦­® áç¨â âì ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ãî ¬®¤¥«ì

à¥« ªá â®à  �à¥«¨å , ª®£¤  á¨áâ¥¬  à¥« ªá¨àã¥â

â®«ìª® ¢ ¬®¬¥­âë ¢à¥¬¥­¨, á®¢¯ ¤ îé¨¥ á â®çª ¬¨
­¥ª®â®à®£® äà ªâ «ì­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¨ ¢ íâ¨ ¬®¬¥­âë

¢à¥¬¥­¨ § ¢¨á¨¬®áâì ¯®â¥­æ¨ «ì­®© í­¥à£¨¨ ¢§ ¨¬®-
¤¥©áâ¢¨ï U ®â¤¥«ì­®£® ¤¨í«¥ªâà¨ç¥áª®£® ¤¨¯®«ï ®â

ã£«  ¯®¢®à®â  ϕ ¨¬¥¥â ¢¨¤, ¯à¨¢¥¤¥­­ë© ­  à¨áã­ª¥,
a, b. � ¢ ®áâ «ì­ë¥ ¬®¬¥­âë ¢à¥¬¥­¨ ¢ à¥§ã«ìâ -
â¥ íªà ­¨à®¢ª¨ ¢­¥è­¥£® ¯®«ï «®ª «ì­ë¬¨ ¯®«ï¬¨

¢­ãâà¨ ¤¨í«¥ªâà¨ª  § ¢¨á¨¬®áâì U ®â ϕ ¨¬¥¥â ¢¨¤,
¯à¨¢¥¤¥­­ë© ­  à¨áã­ª¥, a. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯®¤®¡­ ï
¬®¤¥«ì ¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® à¥« ªá â®à  �à¥«¨å  ¬®¦¥â

¡ëâì ¯à¨¬¥­¨¬  ­¥ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¨§¬¥­¥­¨¥

áã¬¬ à­®£® ¤¨¯®«ì­®£® ¬®¬¥­â  ¤¨í«¥ªâà¨ª  ®¡ãá«®-
¢«¥­® ¯®¢®à®â ¬¨ í«¥¬¥­â à­ëå ¤¨¯®«¥©, ­® ¨ â®£¤ ,
ª®£¤  ¯®â¥­æ¨ «ì­ ï í­¥à£¨ï U § ¢¨á¨â ®â á¬¥é¥­¨ï

r ¨®­®¢ ªà¨áâ ««¨ç¥áª®© à¥è¥âª¨ [1,5] (á¬. à¨áã­®ª).
�®§¬®¦­®, çâ® â ª¨¥ ¯à®æ¥áë ¬®£ãâ ­ ¡«î¤ âìáï

¢ á¥£­¥â®í«¥ªâà¨ª å, ¤«ï ª®â®àëå ¨§¢¥áâ­®, çâ® ª

­¨¬ ¯à¨¬¥­¨¬  ¬®¤¥«ì £«ã¡®ª®© ¯®â¥­æ¨ «ì­®© ï¬ë

á ¤¢ã¬ï ¯®«®¦¥­¨ï¬¨ à ¢­®¢¥á¨ï [1],   â ª¦¥ ¨¬¥-
îâáï íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥, ¯®¤â¢¥à¦¤ îé¨¥
­ «¨ç¨¥ ¢ ­¨å ¯à®æ¥áá®¢ ­¥íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®© à¥« ª-
á æ¨¨ [1,6,7]. � ª¦¥ ¢®§¬®¦­®, çâ® â ª¨¥ ¯à®æ¥ááë
áãé¥áâ¢ãîâ ¯à¨ à¥« ªá æ¨¨ ¢ ¦¨¤ª¨å ¨ ¯« áâ¨ç¥-
áª¨å ªà¨áâ «« å.
�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¯à¨ ãáà¥¤­¥­¨¨ ãà ¢­¥­¨ï

(5) ¢® ¢à¥¬¥­¨ ¬¥â®¤®¬, ¯à¥¤«®¦¥­­ë¬ ¢ [8], ¬ë

¯à¥¤¯®« £ «¨, çâ® äà ªâ «ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, ¯® ª®-
â®à®¬ã ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ãáà¥¤­¥­¨¥, ï¢«ï¥âáï áâ â¨-
áâ¨ç¥áª¨¬ äà ªâ «®¬; ¤àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, á¢®©áâ¢®

á ¬®¯®¤®¡¨ï ¯à®ï¢«ï¥âáï ã â ª®£® ®¡ê¥ªâ  â®«ìª®

¤«ï áâ â¨áâ¨ç¥áª¨ áà¥¤­¨å å à ªâ¥à¨áâ¨ª. � ª®¢ë
¢á¥ à¥ «ì­® áãé¥áâ¢ãîé¨¥ äà ªâ «ì­ë¥ áâàãªâãàë:
¯¥à¨¬¥âàë ¡¥à¥£®¢ëå «¨­¨©, ä®à¬  ®¡« ª®¢, ¯®¢¥àå-
­®áâ¨ à §«®¬®¢,  ¤á®à¡æ¨®­­ë¥ ª« áâ¥àë ¨ â.¯. (á¬.,
­ ¯à¨¬¥à, [13]).
�®£¤  ¨§¬¥­¥­¨¥ ¢® ¢à¥¬¥­¨ ä¨§¨ç¥áª®© ¢¥«¨ç¨­ë

f ®¯¨áë¢ ¥â ãà ¢­¥­¨¥ (8a) (¨«¨ (8b)), à¥è¥­¨¥¬

ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï äã­ªæ¨ï f(t), ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï ãà ¢-
­¥­¨¥¬ (12).
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ­  ¢®¯à®áë, áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ë¥ ¢

­ ç «¥ áâ âì¨, ¬®¦­® ¤ âì á«¥¤ãîé¨¥ ®â¢¥âë.
1)�®¬¯«¥ªá­ ï ¢®á¯à¨¨¬ç¨¢®áâì, ®¯¨áë¢ ¥¬ ï í¬-

¯¨à¨ç¥áª®© ä®à¬ã«®© �®ã« –�¥¢¨¤á®­ , ¬®¦¥â ­ -
¡«î¤ âìáï ¢ á¨áâ¥¬ å, ª ª®â®àë¬ ¯à¨«®¦¨¬  ¬®¤¥«ì
®¡®¡é¥­­®£® ¯à®æ¥áá  à¥« ªá æ¨¨, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ â ª¨å
¢¥é¥áâ¢ å, ¤«ï ª®â®àëå ¨§¢¥áâ­®, çâ®, á ®¤­®© áâ®à®-
­ë, ª ­¨¬ ¯à¨¬¥­¨¬  ¬®¤¥«ì à¥« ªá â®à  �à¥«¨å ,
  á ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¢ ­¨å ­ ¡«î¤ îâáï ¯à®æ¥ááë ­¥-
íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®© à¥« ªá æ¨¨. �®§¬®¦­®, çâ® â ª¨¥
¯à®æ¥ááë áãé¥áâ¢ãîâ ¢ á¥£­¥â®í«¥ªâà¨ª å, ªà¨áâ «-
« å á ¨®­­®© ¯à®¢®¤¨¬®áâìî,   â ª¦¥ ¢ ¦¨¤ª¨å ¨

¯« áâ¨ç¥áª¨å ªà¨áâ «« å.
2) �ã­ªæ¨ï à¥« ªá æ¨¨ â ª¨å á¨áâ¥¬ ï¢«ï¥âáï à¥-

è¥­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï (8a) (¨«¨ (8b)) ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤ (12).
3) � à ¬¥âà ν ¨¬¥¥â á¬ëá« äà ªâ «ì­®© à §¬¥à-

­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢ , ­  ª®â®à®¬ áâ â¨áâ¨ç¥áª¨ à á¯à¥-
¤¥«¥­ë ¬®¬¥­âë ¢à¥¬¥­¨, ®â¢¥âáâ¢¥­­ë¥ §  ¢§ ¨¬®-
¤¥©áâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã í«¥¬¥­â à­®© á®áâ ¢«ïîé¥© ä¨§¨ç¥-
áª®© á¨áâ¥¬ë ¨ ¢­¥è­¨¬ ¯®«¥¬.

�à¨«®¦¥­¨¥

�à¥¦¤¥ ç¥¬ ¤®ª §ë¢ âì ®¯¥à â®à­®¥ á®®â­®è¥­¨¥,
® ª®â®à®¬ £®¢®à¨âáï ¢ ®á­®¢­®¬ â¥ªáâ¥ áâ âì¨, á¤¥« -
¥¬ ¤¢  § ¬¥ç ­¨ï.
�®-¯¥à¢ëå, ¢á¯®¬­¨¬ ¨§¢¥áâ­®¥ ®¯¥à â®à­®¥ â®-

¦¤¥áâ¢®

exp(−B̂)Â exp(B̂) =
Â

Γ(1)
+

[
Â, B̂

]
Γ(2)

+

[
[Â, B̂], B̂

]
Γ(3)

+ . . . +

[
. . . [Â, B̂], . . . B̂

]
Γ(n+ 1)

+ . . . . (�1)

�¤¥áì ª¢ ¤à â­ë¥ áª®¡ª¨ ®§­ ç îâ ª®¬¬ãâ â®à ®¯¥-
à â®à®¢ Â ¨ B̂.
�®-¢â®àëå, ¢ëç¨á«¨¬ ª®¬¬ãâ â®à [Dα,ΩuD1−ε][

Dα,ΩuD1−ε
]

= Ω
∞∑
n=0

Dn[u]
(α
n

)
Dα+1−ε−n − ΩuDα+1−ε

= ΩuDα+1−ε + αΩDα−ε − ΩuDα+1−ε = αΩDα−ε.
(�2)
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�¨í«¥ªâà¨ç¥áª ï à¥« ªá æ¨ï â¨¯  �®ã« –�¥¢¨¤á®­  ¨ á ¬®¯®¤®¡­ë© ¯à®æ¥áá à¥« ªá æ¨¨ 105

�¤¥áì
(
α
n

)
— ¡¨­®¬¨ «ì­ë¥ ª®íää¨æ¨¥­âë. �à¨ ¢ë-

ç¨á«¥­¨¨ íâ®£® ª®¬¬ãâ â®à  ¨ ¤ «¥¥ ¬ë ¯à¥¤¯®« £ -
«¨, çâ® 0 < ε ≤ 1, α ≤ ε.
� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì exp(−ΩuD1−ε)Dα exp(ΩuD1−ε).

� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á (�1)

exp(−ΩuD1−ε)Dα exp(ΩuD1−ε) =
Dα

Γ(1)

+

[
Dα,ΩuD1−ε

]
Γ(2)

+

[
[Dα,ΩuD1−ε],ΩuD1−ε

]
Γ(3)

+ . . . .

(�3)
�á¯®«ì§ãï (�2), «¥£ª® ¯®«ãç¨âì[

[Dα,ΩuD1−ε],ΩuD1−ε
]

= Ω2α(α − ε)Dα−2ε. (�4)

�®íâ®¬ã

exp(−ΩuD1−ε)Dα exp(ΩuD1−ε)

=
∞∑
n=0

Ωnα(α − ε) . . . (α− (n− 1)ε)

Γ(n+ 1)
Dα−nε. (�5)

� áá¬®âà¥­® ®â¤¥«ì­®

Ωnα(α− ε) . . . (α− (n− 1)ε)

Γ(n+ 1)

=
(−1)nΩnεn

Γ(n+ 1)

(
−
α

ε

)(
−
α

ε
+ 1
)(
−
α

ε
+ n− 1

)
=

(−1)nΩnεnΓ
(
−α
ε

+ n
)

Γ(n+ 1)Γ(−α/ε)
= (Ωε)n

(α
n

)
. (�6)

�®¤áâ ¢«ïï (�6) ¢ (�5), ¯®«ãç¨¬

exp(−ΩuD1−ε)Dα exp(ΩuD1−ε)

=
∞∑
n=0

(Ωε)n
(
α/ε

n

)
Dα−nε=

∞∑
n=0

(Ωε)n
(
α/ε

n

)
[Dε]α/ε−n

= (Dε + Ω)α/ε, 0 < ε ≤ 1, α ≤ ε, (�7)

çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.
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